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I. 

Elementare  Ableitung  der  Formel  für  die 
Schwingungsdauer  eines  einfachen  Pendels. 


Von 


Herrn  Heinrieh  Gretschel, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  HandeUIehranttalt  In  Leipzig. 


(Figur  s.  Taf.  I.) 

I 

Die  nachstehendes  Entwickelnden  setzen  als  bekannt  voraus 
die  beiden  Formeln  der  niederen  Analysis 


ü^-1+        2  4.6...    U    x   '  '  '  (l) 


VI=S~    '  fei 
und 

cos    q>  =  2-»A»  (2f*)M  +  Z1-*/*  2^"""1(2ft)  -  cos  2     -  A)  qp,  .  (2) 


in  welcher  letzteren  p  eine  ganze  positive  Zahl  und 

_  2fi(2fi-l)(2fi^2)...(2ft-A-rl) 
w"  1.    2.         3   T77~I 

ist,  sowie  ausserdem  noch  die  goniometrische  Summenlormel 

n  +  1      .  w<p 

cos  — jt—  9  sin  ^ 

2:%os^=  -  (3) 

k=l  .  V 

sin  j 

Es  wird  ferner  Anwendung  gemacht  werden  von  dem  Grenz- 
werthe,  den  die  Summe 

1  Jieil  LI.  l 
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2     '  '  Grillt litlr  Ekmerihire  Abteilung *iWr.* Förtier-ftir  die 

lT*.COB*Vk£-  (4) 

für  n=90  annimmt.  Die  Ermittelung  dieses  Werthes  ist  daber 
unsere  erste  Aufgabe. 

Man  erhält  aber  diesen  Werth,  wenn  man  in  Gleichung  (2) 
für  9  der  Reihe  nach 

schreibt,  die  erhaltenen  Ausdrücke  addirt,  dann  die  Summe  mit 

7t 

2^  multiplicirt  und  schliesslich  w  =  oo  setzt.   Nun  lassen  aber  die 

erwähnten  Substitutionen  das  erste,  vor  dem  Summenseichen 
stehende  Glied  der  rechteo  Seite  von  Gleichung  (2)  unverändert, 
und  die  Addition  giebt  also  zunächst  «mal  dieses  Glied,  oder 

n.2  ^(2f*V-»  2.4.6...     2jt  * 

7t 

Multiplicirt  man  nun  noch  mit  ^  so  ergiebt  sich  der  von  n 
unabhängige  Ausdruck 

1.3.5...  (2(i — 1)  n 


2.4.6...     2p  2 


(6) 


Substituirt  man  ferner  die  in  (5)  angegebenen  n  Werthe  von  <p  in 
eines  der  hinter  dem  Summenzeichen  auf  der  rechten  Seite  von 
(2)  stehenden  Glieder  und  addirt,  so  erhält  man,  wenn  vorläufig 
der  Binoroinalcoefficient  und  der  vor  dem  Summationszeichen  ste- 
hende Factor  weggelassen  werden,  die  Summe 


cos  2  (j*  -  k)  1  Tn  +  cos  2  (fi  -  X)  2  ^  + . . .  +  cos  2  (p  -  X)  n  ~ 
cosl  (fi  — 1)^  +  cos2(f*  —  X)^  +  ...  +  COS!t(ft— 1)^. 


Der  Gleichung  (3)  zufolge  bat  aber  diese  Summe  den  Werth 

 ■  .  »    •    •    .    .    .  (/ ) 
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Ist  fi  —  k  eine  gerade  Zahl,  00  ist  sin(p  —  Xhy  =  0  und  so- 
nach  hat  die  ganze  Summe  den  Werth  Noll. 

Ist  dagegen  u —  X  ungerade,  so  hat  der  zweite  Factor  des 
Zählers  von  (7)  den  Werth  ±1,  und  der  erste  Factor  ist,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  dem  Nenner  gleich.  Demnach  hat  in 
diesem  Falle  die  Summe  (6)  als  Werth  die  positive  oder  negative 
Einheit. 

Multiplicirt  man  nun  die  Summe  der  Reihe  (6),  sofern  sie 

überhaupt  von  Null  verschieden  ist,  noch  mit  ^  und  setzt  dann 

n  =  ac,  so  erhält  man  wieder  den  Werth  Null. 

Da  die  Zahl  der  auf  diese  Art  aus  (2)  sieh  ergebenden 
Summen  endlich,  nämlich  gleich  u  ist  U  =  0,  1,  2,...,  f*  —  J),  so 
ist  ihr  Gesammtwerth ,  auch  nachdem  man  eine  jede  noch  mit 
dem  bisher  vernachlässigten  Factor  multiplicirt  hat,  ebenfalls  der 
Null  gleich,  und  als  Werth  der  Summe  (4)  für  ein  unendlich 
grosses  n  ergiebt  sich  daher  nur  der  Ausdruck  (6).    Es  ist  also 

für  71  =  30 

vn  n        0l.  .  n      1.3. 5...  ('2a — 1)  n 

I*  <r-.  cos2"*  tT-  =     A  A  i-^  ...(») 

*=i2n  2n     2.4.6...    2p  2 

Ii. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  die  eigentliche  Aufgabe, 
die  Bestimmung  der  Schwingungsdauer  eines  einfachen  Pendels, 
in  Angriff  genommen  werden. 

Es  sei  in  der  Figur  O  der  Drehungspunkt  eines  solchen  Pen- 
dels von  der  Länge  OA  =  OB  =  /;  OA  sei  die  äußerste  Lage 
des  letzteren,  welche  von  der  vertikalen  Lage  OB  um  den  Winkel 
a  abweicht,  während  die  Abweichung  der  Lage  OP  von  OB  nur 
den  Werth  q>  hat.  Die  Winkel  denken  wir  uns  dabei  immer 
durch  die  Bögen  gemessen,  die  ihnen  in  einem  Kreise  mit  dem 
Halbmesser  I  angehören. 

Dann  hat  man  för  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  P  in 
»einer  Bahn  die  Formel 

v  =  V  2gl  (cos  (p  —  cos  c) ,  (9) 

und  wenn  wir  annehmen,  dass  diese  Geschwindigkeit  ungeändert 
bleibt,  während  der  Punkt  P  das  kleine  Bogenelement  PR  durch- 
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läuft,  welches  einer  Abnahme  des  Winkels  q>  um  die  Grosse 
POR  =  8  entspricht  und  also  den  Werth 

PR  =  IS 

hat,  so  können  wir  die  Zeit  r,  welche  zum  Durchlaufen  dieses 
Elementes  nothig  ist,  nach  der  Formel 

X  =  —  =  V   "  •     r-  ....  (IU) 

r       *  9   V  2  (cos  9— cos«) 

berechnen. 

Wir  projiciren  nun  die  Punkte  A,  P  und  R  rechtwinklig  auf 
OB  und  schlagen  über  der  Strecke 

BC  =  l  (1  -  cos  «)  =  2/ sin«  ?  (11) 

als  Durchmesser  einen  Halbkreis,  welcher  PM  und  Ä2V  in  Q  und 
5  schneidet.  Die  Lage  des  Punktes  Q,  welcher  dem  Punkte  P 
entspricht,  bestimmen  wir  durch  den  Winkel  QBC  =  i//.  Einer 
Abnahme  des  Winkels  q>  um  die  Grosse  ö  entspricht  dann  eine 
Zunahme  von  1/;,  welche  den  Betrag  SBQ  =  e  hat.  Während  der 
Punkt  P  von  A  nach  B  gebt,  das  Pendel  also  eine  Viertel- 
schwingung vollendet,  gebt  der  Punkt  Q  auf  dem  Halbkreise  von 

s 

C  bis  B,  wobei  y  alle  Werthe  von  0  bis  |  durchläuft.  Wir 

wollen  nun  statt  der  Bewegung  des  Punktes  P  im  Folgenden  die 
Bewegung  des  Punktes  Q,  gleichsam  des  Schattens,  der  von  P 
auf  den  Halbkreis  fällt,  in's  Auge  fassen.  Zu  dem  Ende  schaffen 
«vir  aus  der  Gleichung  (10)  die  Grossen  <p  und  d  weg  und  er* 
setzen  sie  durch  1/;  und  e. 

Aus  der  Figur  ergiebt  sieb  zunächst  für  CM  der  doppelte  Werth 

/(cosqp  —  coso)  und  üfC.sin8^. 


Durch  Gleichsetzung  beider  Werthe  ergiebt  sich  unter  Beachtung 
der  Formel  (11) 


cos  9— cosa  =  2sin*2sin*i/;,  (12) 

woraus  folgt 

V~2  (cos  tp  —  cos«)  =  2  sin  g  sin  ^  (13) 

kann  man  AÜV  betrachten  als  die  Projection  des  Bogen- 
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dementes  PR  =  ld,  welches  mit  der  Richtung  OB  den  Winkel 

7t 

— — p  einschliesst,  und  daher  ist 

MN  =  /dsine*. 

Andererseits  ist  aber  MN  auch  die  Projection  des  Bogenele- 
mentes  QS,  welches  mit  der  Richtung  OB  den  Winkel  ^  —  2^ 

einschliesst.  Als  Richtung  des  Bogenelementes  betrachten  wir 
sowol  bei  PRf  als  bei  QS  die  Richtung  der  Tangente  im  An- 
fangspunkte. Was  die  Länge  des  Elementes  QS  betrifft,  so  ist 
dieselbe  gleich  dem  Halbmesser  des  Kreises,  multiplicirt  mit  dem 
zu  QS  gehörigen  Centriwinkel  2f,  oder 

QS  =  =  BC.  t  =  2/fsin^i 

für  MFt  ergiebt  sich  sonach  der  zweite  Werth 

Üf/V  =  QS.s'tn'ty  =  4fc6in»^6intpcosy. 
Die  Gleicbsetzung  beider  Werthe  von  MN  liefert  filr  d  den  Werth 

4esin*£sin^cosif/ 


Mit  Benutzung  der  Gleichung  (12)  findet  man  för  den  Nenner 
sin  qp  den  Ausdruck 

sin  <p  =  VI  — cos»o>  =  y  1  — (cosa  +  2sin»?sinaaJ/)* 

ss  2sin^cos^Y  1  —  «ioagcos*^. 
Die  Einsetzung  dieses  Werthes  liefert  för  d  die  Formel 

2c  sin  5Sint// 

*  =  2  — ^> 


Y  l-sin*| 


COSatJ/ 


und  wenn  man  sowol  diesen  Werth,  als  den  in  Gleichung  (13) 
verzeichneten  in  die  Formel  (10)  substituirt,  so  erhält  man  für 
das  Zeitelement  r  den  Ausdruck 
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C0821J/ 


Wendet  man  auf  diese  Formel  die  Entwicklung  (I)  an,  so  be- 
kommt man  t  in  der  Form 

4/  i     ..    ,  ,  _  et  1.3  .  M  et     M  _ 

t  =  Y  ~  ' £  t*  +  i  sin*  5  cos*  ^  +  ^""j  sin4  ^  cos4  ^ -f  ...J. 
ff  "  * 

Nachdem  wir  so  die  Zeit  ermittelt  haben,  in  welcher  der  Punkt 
Q  das  Bogenelement  QS  durchläuft,  denken  Mir  uns  den  ganzen 
Umfang  des  Halbkreises  in  n  solche  gleich  grosse  ßogenelemente 
getbeilt.  Die  Zeittheilchen,  welche,  zur  Durchlaufung  derselben 
nothig  sind,  erhalten  wir,  indem  wir 

n 

*  =  Tn 

setzen  und  för  ^  der  Reibe  nach  die  Werthe 

l&%  22ii'  32n'  nVn 

substituiren.   Addiren  wir  alle  so  erhaltenen  Werthe  von  t  und 
setzen  zuletzt  n  =  oo ,  so  ergiebt  sich  die  Dauer  t  einer  Viertel 
Schwingung 

wo  alle  Summationen  sich  auf  die  n  Werthe  £=1,2,  3,...,n 
erstrecken. 


Es  ist  aber  offenbar 


»        .  »     m  7t 


und  dann  zufolge  (8) 


rÄC0S  *2Ä  =  5  ä' 

»  w      1 .3  j» 
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Mithin  erhält  man  fär  die  Dauer  einer  Viertelschwingung  des 
Pendele  die  Formel 


I 


II. 

Ueber  die  Gestalt  kleiner  Flächenstucke. 

Von 

Herrn  Professor  Karl  Exner 
am  akademischen  Gymnaainra  in  Wien. 


(Figur  t.  Taf.  L) 

Zwischen  den  Krümmungshalbmessern  der  Normalschnitte 
eines  Punktes  einer  krummen  Fläche  besteht  nach  Euler  die 
Relation : 

1      1       ,        1    .  , 

-=^C08»«  +  Fa8,0««. 

Hier  bedeuten  Rt,  R%  die  Halbmesser  der  Hauptschnitte,  p  den 
Halbmesser  eines  beliebigen  Normalschnittes,  a  den  Winkel  dieses 
Schnittes  mit  einem  der  Hauptschnitte. 

Es  scheint  aus  dieser  Gleichung  eine  bestimmte  Vorstellung 
hervorzugehen  über  die  Gestalt  kleiner  Flächenstucke,  welche  unab- 
hängig von  jener  Formel  und  der  Analysis  überhaupt  aus  einigen 
einfachen  geometrischen  Betrachtungen  abzuleiten  die  Aufgabe 
der  folgenden  Auseinandersetzungen  ist. 

1.   Wenn  man  eine  Curve  nur  in  der  Nähe  eines  ihrer  Punkte 
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betrachtet,  so  erfährt  daselbst  der  Krümmungshalbmesser  der 
Curve  keine  merkliche  Aenderung.  Desshatb  hat  jedes  kleine 
Curvenstück  die  Gestalt  eines  Kreisbogens. 

2.  Denkt  man  eine  Ebene  parallel  zu  sich  selbst  in  Bewe- 
gung, während  sie  eine  krumme  Fläche  beständig  in  einer  Curve 
und  eine  auf  der  krummen  Fläche  befindliche  Curve  beständig  in 
einem  Punkte  durchschneidet,  so  wird  die  Krümmung  der  Schnitt- 
curve  in  der  Nähe  dieses  Punktes  eine  Function  der  Lage  der 
Ebene  sein.  Wenn  man  aber  die  Bewegung  der  Ebene  nur  um 
ein  unendlichkleines  Stück  vor  sich  gehen  lässt,  so  wird  jene 
Krümmung  sich  um  nichts  merkliches  ändern  und  daher  als  con- 
stant  anzusehen  sein. 

3.  Es  sei  F  ein  unendlichkleines  Flächenstuck,  n  ein  etwa 
in  der  Mitte  desselben  gelegener  Punkt,  n  die  Normale  des 
Punktes,  N  eine  Normalebene,  *  der  zugehörige  Normalschnitt, 
x  die  tangirende  Ebene.  Nach  1.  ist  *  ein  Kreisbogen.  Wenn 
man  N  und  n  in  Drehung  versetzt,  so  ändert  s  seinen  Halbmesser 
beständig,  bis  er  nach  einer  ganzen  Umdrehung  wieder  seinen  ur- 
sprünglichen Werth  annimmt.  Man  kann  daher  das  Fläcbenstück 
F  aus  seinen  Normalschnitten  s  construiren,  wenn  man  die  Func- 
tion weiss,  nach  welcher  sich  der  Radius  von  s  ändert.  Diese 
Function  scheint  willkürlich  zu  sein.  Sie  ist  es  aber  in  Wahrheit 
nicht,  da  die  Normalschnitte  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass 
ihre  Durchschnittspunkte  mit  einer  beliebigen  Ebene  einen  Kreis* 
bogen  bilden  müssen.  Es  folgt  hieraus  sogleich,  dass  die  Gestalt 
von  F  durch  drei  aufeinander  folgende  Normalschnitte  völlig  be- 
stimmt ist. 

4.  Es  werde  F  geschnitten  durch  eine  Ebene  E  parallel  zu 
n  und  senkrecht  zu  einer  Normalebene  N.  Der  Schnitt  heisse 
«i.  Er  ist  nach  1.  ein  Kreisbogen.  Die  beiden  Schnitte  *  und  st 
werden  sich  in  einem  Punkte  nt  schneiden  und  st  daselbst  eine 
Tangente  t  haben  und  einen  Radius  r.  Im  Allgemeinen  wird  t 
gegen  T  und  daher  r  gegen  n  geneigt  sein.  Man  nehme  aber 
an,  f  habe  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  der  Krüm- 
mung. Dann  wird  s  vollkommen  congruent  mit  einem  benach- 
harten  Normalschnitte.  Daher  wird  l  parallel  zu  x  und  r  parallel 
zu  n.  Man  gebe  jetzt  der  Ebene  E  eine  Bewegung  parallel  zu 
sich  selbst  In  jedem  Momente  der  Bewegung  hat  man  einen 
Schnitt  $i ,  welcher  ein  Kreisbogen  ist,  den  Schnitt  s  in  einem 
Punkte  nx  schneidet,  daselbst  eine  Tangente  t  parallel  zu  T  und 
einen  Radius  r  parallel  zu  n  hat.  Ueberdiess  sind  alle  Ra- 
dien r  gleich  gross  nach  dem,  was  unter  2.  gesagt  worden 
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ist.  Man  kann  nunmehr  das  Fläcbenstück  F  aus  allen  Schnitten 
*,  construiren  und  gelangt  daher  zu  dem  folgenden  Satze: 

Jedes  unendlichkleine  Flächenstuck  entsteht  durch 
die  stetige  Bewegung  des  un  e  n  dl  ich  kleinen  Kreis- 
bogens,  welcher  an  einem  zweiten  unendlichkleinen 
Kreisbogen  so  fortgleitet,  dass  die  Ebenen  beider  be- 
ständig auf  einander  senkrecht  stehen,  und  derMittel- 
punkt  des  ersten  beständig  in  der  Ebene  des  zweiten 
bleibt. 

Zur  Bestimmung  der  Gestalt  eines  unendlichkleinen  Flächen- 
stuckes ist  es  daher  nothig  die  beiden  Radien  Rlt  /?s  der  erzeu- 
genden Kreisbogen  zu  kennen  und  zu  wissen,  ob  dieselben  nach 
derselben  Seite  gerichtet  sind  oder  nach  entgegengesetzten  Seiten, 
da  im  ersten  Falle  eine  haubenförmige,  im  zweiten  Falle  eine 
sattelförmige  Figur  entsteht. 

5.  Aus  der  oben  gegebenen  Construction  lassen  sich  leicht 
verschiedene  Sätze  ableiten.  Uro  beispielsweise  den  Eul  ein- 
sehen Satz  zu  ziehen,  seien  ab,  bc  (s.  die  Figur)  die  beiden  er- 
zeugenden Kreisbogen,  ac  ein  Normalschnitt  vom  Radius  q. 
Dann  ist: 

de     .       ae        de  .cos2a      -  bf       de" .  sin*a 

Diess  io  die  Gleichung  ad  =  be  +  cf  gesetzt,  giebt: 

-  =  vj-cos*«  +  o~sinTa. 
q     Hi  R% 
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III. 


Ein  merkwürdiger  Kreis  am  den  Schwerpunkt  des 
Perimeters  des  geradlinigen  Dreiecks  als  Analogon  des 

Kreises  der  neun  Punkte. 


Da  ich  in  der  mir  bekannten  Literatur  nirgends  dieses  Kreises 
Erwähnung  gefunden  habe,  derselbe  aber  als  Gegenstück  zum 
Feuerbacb'schen  Kreise  Interesse  verdient,  so  scheint  es  mir 
nicht  unwerth,  an  diesen  zwar  elementaren,  aber  mit  Unrecht  ver- 
nachlässigten Gegenstand  zu  erinnern. 

Bezeichnet  man  die  fünf  merkwürdigen  Punkte  des  gerad- 
linigen Dreiecks  der  Kürze  wegen: 

1.  den  Schwerpunkt  mit  S, 

2.  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises  mit  O, 

3.  den  Schnittpunkt  der  Huben  mit  H, 

4.  den  Mittelpunkt  des  ein  beschriebenen  Kreises  mit  M, 

5.  den  Schnittpunkt  der  Ecktransversalen  zu  den  Berührungs- 
punkten der  den  Gegenseiten  anbeschriebenen  Kreise  mit  Q*); 

*)  In  Betreff  dieses  Punkte«  vergl.  Grunert'e  Archiv  Bd.  42.  die 
Abhandlungen  von  Harnischmacher  und  tieuschle  p.  90  und  352; 
ferner  Chr.  N age l'a  Untersuchungen  über  die  wichtigsten  cum  Dreieck 
gehörigen  Kreise.  Leipzig  1836  und  des  Verfassers  Lehrbuch  der  ebenen 
Geometrie.    3.  Aufl.  p.  177.    Potsdam  1868. 


V 


on 


Herrn  Dr.  TK  Spieker, 


Oberlehrer  an  der  Realschule  in  Potsdam. 


(Figur  8.  Taf.  L). 


Spieker:   Ein  merkwürdiger  Kreis  heim  Dreieck.  \\ 

so  liegen  bekanntlich  die  drei  Punkte  O,  S,  H  in  einer  Geraden, 
so  dass  OS:SH=  1:2;  ebenso  die  drei  Punkte  ^f,  S,  Q  in 
einer  Geraden,  so  daaa  MS:  SQ  =  1  :  2.  Die  vier  Punkte  O, 
jtf,  Q,  //  bilden  daher  ein  Trapez,  dessen  Diagonalen  sich  in  Ä 
schneiden,  und  in  welchem  OM  =  IQH  ist. 

Ferner  ist  bekanntlich  der  Halbirungspunkt  der  Linie  OH  ein 
ausgezeichneter  Punkt,  nämlich  das  Centrura  des  dem  Mitten- 
dreieck (dessen  Seiten  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  ver- 
binden) unibeschriebenen  Kreises,  des  s.  g.  Feuerbach'schen 
oder  des  Kreises  der  neun  Punkte«  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
soll  mit  N  bezeichnet  werden. 

Nun  vervollständigt  sich  die  Analogie  zwischen  den  beiden 
Punktsystemen  O,  S9  H  und  M9  S9  Q,  welche  sich  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  verfolgen  lässt,  namentlich  auch  dadurch, 
dass  der  Halbirungspunkt  von  MQ,  den  wir  mit  P  bezeichnen 
wollen,  ebenfalls  ein  ausgezeichneter  Punkt  des  Dreiecks,  nämlich 
das  Centrum  des  dem  Mittendreieck  ein  beschriebenen 
Kreises  und  mithin  der  Schwerpunkt  des  Perimeters  ist; 
und  dass  dieser  Kreis  dem  Feuerbach'schen  Kreise  vollkommen, 
aber  in  reciproker  Weise  analog  ist. 

« 

Um  die  erste  Behauptung  zu  beweisen,  seien  in  dem  Dreieck 
ABC  (s.  die  Figur)  die  merkwürdigen  Punkte  M,  S,  Q  und  das 
Mittendreieck  DEF  verzeichnet;  P  sei  der  Halbirungspunkt  der 
Strecke  MQ.  Man  verbinde  A  mit  M  und  D  mit  P,  und  ziehe 
die  Schwerpunktstransversale  AD,  Da  nun  MP  =  ^MQ,  und 
MS  =  lMQ,  so  ist: 

J!f$:ÄP=2:l.  Ferner 
AS:  SD  =2:1 

AM#DP. 

Daher  halbirt  DP  den  jLEDF  des  Mittendreiecks.  Aus  gleichen 
Gründen  halbirt  auch  EP  den  jL  DEF  und  FP  den  DFE. 
Daher  ist  P  das  Centrum  des  dem  Dreieck  DEF  einbeschrie- 
benen Kreises  und  mithin  der  Schwerpunkt  des  Umfange  des 
Dreiecks  ABC» 

Um  zweitens  die  Analogie  zwischen  dem  eingeschriebenen 
Kreise  des  Dreiecks  DEF,  den  wir  kurz  Kreis  um  P  nennen 
wollen,  und  dem  Feuerbach'schen  Kreise  übersichtlicher  zu 
machen,  stellen  wir  die  Eigenschaften  beider  gegenüber. 
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Kreils  der  neun  Punkte. 

1.  Die  Punkte  O,  S,  N,  H 
Hegeo  harmonisch;  £  und  H  sind 
daher  innerer  und  äusserer  Aehn- 
lichkeitspunkt  des  umbeschrie- 
benen und  des  Feuerbach'scben 
Kreises. 

2.  Der  Radius  des  Feuer- 
bach'scben Kreises  ist  halb  so 
gross,  als  der  Radius  des  um- 
beschriebenen Kreises. 

3.  Das  Centrum  N  des  Feuer- 
bach'scben Kreises  liegt  auf 
der  Verbindungslinie  der  Mitte 
jeder  Seite  mit  dem  Halbirungs- 
punkte  des  obern  Abschnitts  der 
zugehörigen  Höhe  (Ecktransver- 
sale durch  H)t  und  ist  der  Hai- 
derseiben. 


Kreis 

1«.  Die  Punkte  M,  S,  P,  Q 
liegen  harmonisch;  5  und  Q  sind 
daher  innerer  und  äusserer  Aehn- 
licbkeitspunkt  des  einbeschrie- 
benen und  des  Kreises  um  P. 


2«.  Der  Radius  des  Kreises 
um  P  ist  halb  so  gross,  als 
der  Radius  des  ein  beschriebenen 
Kreises. 

3«.  Der  Punkt  P  liegt  auf  der 
Verbindungslinie  der  Mitte  jeder 
Seite  mit  dem  Halbirungspunkte 
des  obern  Abschnitts  der  zuge- 
hörigen Ecktransversale  durch 
Q,  und  ist  der  Halbirungspunkt 
derselben. 


Beweis.  G  sei  der  Halbirungspunkt  des  obern  Abschnitts 
der  Ecktransversale  AQ.  Nach  der  Theorie  des  Punktes  Q  ist 
bekanntlich  DM  tfc  AQ,  und  DM  =  {AQ,  Da  nun  P  der  Hal- 
birungspunkt von  QM  ist,  so  geht  auch  DG  durch  P,  und  es  ist 
DP=PG. 


4a.  Der  dem  Mittendreieck 
einbeschriebene  Kreis  berührt 
auch  die  Seiten  des  Dreiecks, 
dessen  Ecken  die  Halbirungs- 
punkte der  obern  Abschnitte  der 
Ecktransversalen  durch  Q 


4.  Der  dem  Mittendreieck  um- 
beschriebene Kreis  geht  auch 
durch  die  Halbirungspunkte  der 
obern  Abschnitte  der  Höhen. 


Beweis.  Cr,  J,  K  seien  die  Halbirungspunkte  der  obern 
Abschnitte  der  Ecktransversalen  durch  Q.  Fällt  man  von  M, 
P  und  Q  die  Lothe  Mm,  Pp,  Qq  auf  die  Seite  BC,  so  ist: 

Pp  =  i(Mm  +  Qq). 

Nun  ist  JK  sfc  BC  und  Qq  wird  von  der  Linie  JK  halbirt.  Sub- 
trahirt  man  daher  von  obiger  Gleichung  beiderseits  *Qq9  so  er- 
giebt  sich ,  dass  das  Loth  von  P  auf  JK  =  \Mm,  d.  h.  nach  2«. 
gleich  dem  Radius  des  Kreises  um  P  ist.  Daher  berührt  dieser 
Kreis  die  Linie  JK,  und  aus  gleichen  Gründen  auch  die  beiden 
andern  Seiten  des  Dreiecks  GJK. 
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5.  Der  Feuerbach'sche  Kreis 
schneidet  die  Seiten  des  Dreiecks 
in  den  Punkten,  wo  sie  von  den 
Höhen  getroffen  werden. 


5°.  Der  Kreis  um  P  berührt 
die  Seiten  des  Mittendreiecks 
in  den  Punkten,  wo  sie  von  den 
Ecktransversalen  durch  Q  ge- 
schnitten werden. 


Beweis.  Der  Berührungspunkt  der  Linie  EF mit  dem  Kreise 
um  P  heisse  L.  Fällt  man  das  Loth  Mm  auf  BC  und  verlängert 
es  bis  zum  Schnitt  in  m'  mit  der  Ecktransversale  AQ,  so  ist  be- 
kanntlich Mm'  —  Mm=Q.   Da  nun  nach  2«.  PL  =  ig,  so  ist: 

Mm' :  PL  =  QM :  QPt 

und  da  PL  ^  Mm',  so  liegt  der  Punkt  L  auf  der  Linie  AQ, 
w.  z.  b.  w. 


6.  Der  Feuerbach'scbe  Kreis 
schneidet  die  durch  die  Halbi- 
rungspunkte  der  obern  Höhen- 
abschnitte mit  den  zugehörigen 
Seiten  gezogenen  Parallelen  da, 
wo  dieselben  von  den  durch  O 
nach  den  Mitten  der  Seiten  ge- 
richteten Transversalen  getroffen 
werden. 


6«.  Der  Kreis  um  P  berührt 
die  Seiten  des  durch  die  Hal- 
birungspunkte G,  J,  K  der  obern 
Transversalabschnitte  bestimm- 
ten Dreiecks  da,  wo  dieselben 
von  den  durch  M  nach  den 
Mitten  der  Seiten  gerichteten 
Transversalen  getroffen  werden. 


Beweis.  Da  JKzfcEF,  so  liegt  der  Berührungspunkt  des 
Kreises  mit  der  Linie  JK  in  der  Verlängerung  von  PL,  und  zwar 
um  sich  selbst.  Da  aber  ferner  auch  QA  ;£  MD  und  PQ  =  PM 
ist,  so  muss  auch  der  Schnittpunkt  von  MD  und  JK  mit  jenem 
Berührungspunkte  zusammenfallen.  Aus  gleichen  Gründen  fallen 
auch  die  Schnittpunkte  von  ME  und  MF  und  resp.  der  Linien 
GK  und  GJ  mit  den  Berührungspunkten  des  Kreises  zusammen 

Während  daher  der  Feuerbach'sche  Kreis  durch  sechs 
ausgezeichnete  Punkte,  nämlich  die  Mitten  der  Seiten  und  die 
Halbirungspunkte  der  obern  Höhenabscbnitte  geht,  berührt  der 
Kreis  um  P  sechs  correspondirende  Linien,  nämlich  die  Paral- 
lelen durch  die  Mitten  der  Seiten  und  durch  die  Halbirungspunkte 
der  obern  Abschnitte  der  Ecktransversalen  durch  Q.  Während 
ferner  der  Feuerbach'sche  Kreis  durch  sechs  andere  ausge- 
zeichnete Punkte,  nämlich  die  Gegenpunkte  der  sechs  ersten  auf 
dem  Transversalsystem  durch  H  und  dem  ihm  parallelen  durch 
O  geht,  berührt  der  letztere  jene  sechs  Linien  in  den  Schnitt- 
punkten der  parallelen  Transversalsysteme  durch  Q  und  M.  Im 
Lichte  dieser  Analogie  wird  es  übrigens  bemerklieb,  dass  es  folge- 
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richtig  wäre,  den  Feuerhach'schen  Kreis  den  Kreis  der  zwölf 
Punkte  zu  nennen,  da  das  vierte  Punktsystem  auf  den  Perpen- 
dikeln durch  O,  das  man  gewöhnlich  vernachlässigt,  mit  demselben 
Rechte  diesem  Kreise  angehört,  wie  die  Fusspunkte  der  Höhen. 

Die  Punkte  O  und  N  sind  nur  einzelne,  die  Punkte  M  und 
P  dagegen  je  vierfache.  Denn  so  wie  dem  Centrum  M  des  ein- 
beschriebenen Kreises  drei  Centra  Mx »  M%9  Mz  der  anbeschrie- 
benen Kreise  zugehörig  sind,  sind  auch  dem  Punkte  Q  noch  drei 
andere  Qu  Qi9  Q9  correlat,  von  denen  z.  B.  Qt  durch  die  Eck- 
transversale  von  A  nach  dem  Berührungspunkte  des  einbeschrie- 
benen Kreises  mit  der  Seite  HC,  durch  die  Ecktransversale  von 
B  nach  dem  Berührungspunkte  des  Kreises  um  Af3  mit  der  Ver- 
längerung von  AC,  und  durch  die  Ecktransversale  von  C  nach 
dem  Berührungspunkte  des  Kreises  um  mit  der  Verlängerung 
von  AB  bestimmt  wird.  Die  Punkte  Qx ,  Q%,  Qa  liegen  mit  den 
gleichnamigen  Mx>  Mt  und  mit  ä  je  auf  einer  Geraden  und 
in  Abständen  von  S,  die  sich  wie  2 : 1  verhalten.  In  aller  Kürze 
und  ohne  Beweise  will  ich  noch  anführen,  dass  auch  die  Halbi- 
rungspunkte  der  Linien  itfiQi,  M%Q^  M^Qa,  die  entsprechend 
mit  Pf,  P%*  P*  bezeichnet  werden  müssen,  in  Beziehung  auf  die 
gleichnamigen  Elemente  alle  die  für  P  bewiesenen  Eigenschaften 
besitzen.  Die  entsprechenden  Kreise  um  Plt  Pt,  P8  sind  die  dem 
Mittendreieck  DEF  anbeschriebenen.  Die  Radien  dieser  Kreise 
sind  halb  so  gross,  als  die  der  gleichnamigen  anbeschriebenen 
Kreise  des  Dreiecks  ABC.  Jeder  von  ihnen  berührt  auch  die 
Seiten  desjenigen  Dreiecks,  das  durch  die  Halbirungspunkte  der 
obern  Abschnitte  der  durch  das  gleichnamige  Q  gezogenen  Eck- 
transversalen bestimmt  wird.  Die  Seiten  des  Mitte ndreiecks  werden 
in  denjenigen  Punkten  berührt,  wo  die  Ecktransversalen  durch 
das  gleichnamige  Q  sie  schneiden,  und  die  Seiten  des  andern 
Dreiecks  werden  in  denjenigen  Punkten  berührt,  wo  sie  von  den 
Transversalen  durch  das  gleichnamige  Q  nach  den  Mitten  der 
Seiten  des  Dreiecks  ABC  geschnitten  werden. 
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IV. 

Ueber  den  Schwerpunkt  der  Umgrenzung  bei  den  ein- 
fachsten Figuren  und  Körpern. 

Von 

Herrn  Dr.  R.  Most, 

Lehrer  an  der  Realschule  I.  Ordnung  in  Stettin. 


(Figuren  s.  Taf.  I.) 

In  Nachfolgendem  soll  der  bekannte  Satz  von  dem  Schwer- 
punkte des  Triangels  für  den  Umfang  des  Vierecks  benutzt  und 
dann  die  entsprechenden  Coostroctionen  fär  die  drei*  und  vier- 
seitige Pyramide  angegeben  werden: 

1.   Sind  drei  Punkte  A,  Alt  A%  (Fig.  1)  mit  den  Gewichten 
belastet,  so  bat  der  Schwerpunkt  5  eine  solche  Lage, 
dass  sich  verhält: 

A&Ms'A&M:A&44  s«:«.:^*)- 

Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  von  AS  und  AtAt  mit  B,  so 
ist  der  harmonische  Punkt  T  zu  A,  S  und  B  der  Schwerpunkt 
der  mit  — a,  <r1  und  oj  belasteten  Punkte  A,  Ax  und  At. 

Beweis:   ad  1.   Es  verhält  sich  ax  :o,  =  BA%:BAV 

z=SAtA:SAlA 
ad  II.   Es  verhält  sich  TBiTA  =  SB:  SA 

=  «:(«!  +  %). 

*)  Vergl.  Möbius,  der  barycentrische  Calcul  pn^.  26  u.  f. 
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2.  Werden  die  Ecken  eines  Dreiecks  AAXA%  mit  dem  Ge- 
wicht der  gegenüberliegenden  Seiten  a,  aXt  at  belastet,  sc»  sind 
die  Mittelpunkte  der  vier  Berührungskreise  M,  N,  2V,,  N%  die 
Schwerpunkte  und  zwar  gilt  der  Mittelpunkt  des  inneren  ßerüh- 
rungskreises  för  gleichartige  Massen,  die  der  äusseren  Berüh- 
rungskreise für  ungleichartige  Massen. 

Beweis:  Es  sollen  die  Belastungen  a,  at>  ctg  so  gewählt 
werden,  dass  der  Schwerpunkt  £  mit  M  zusammenfällt;  bezeichnet 
man  den  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  mit  g,  so  muss 
sich  nach  1.  verhalten: 


dem  durch  a  =  a,  ax  =  aXt  c^  —  a2  genügt  wird.  —  Ferner  über- 
siebt man  leicht,  dass  A,  M,  B  und  N  (Fig.  2)  harmonische 
Punkte  sind,  da  die  vier  von  Ax  ausgebenden  Strahlen  harmoni- 
sche sind. 

3.  Sind  vier  Punkte  des  Raumes  A,  Ax,  A%t  A9  mit  den 
Gewichten  o,  ctx,  a8  belastet,  so  hat  der  Schwerpunkt  S  die 
Lage,  dass  sich  verhält: 

SAt  A2AS :  SAtA9A :  SAZAAX :  SAAX  A%  =  « :  ax :    '  *)• 

Bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  von  AS  und  AXA2A9  mit  B, 
so  ist  der  harmonische  Punkt  T  zu  At  S  und  B  der  Schwerpunkt 
der  mit  —  o,  ax,  at>  at  belasteten  Punkte  A,  AXi  A&  Az. 

Beweis:  Da  B  der  Schwerpunkt  von  Ax,  A%,  As  sein  muss, 
so  verhält  sich  nach  I«: 


mit  Hülfe  der  entsprechenden  Punkte  BXt  Bt,  Bs  ergeben  sich 
die  entsprechenden  Proportionen.  —  In  Bezug  auf  T  ergiebt  sich : 

TBi  TA  =  SB:  SA  =  «:<«,  +  «,  +  o,). 

4.  Wenn  man  bei  einem  Tetraeder  AAXA2A%  die  Ecken  mit 
dem  Gewicht  der  gegenüberliegenden  Seitenflächen  a,  ax,  a4,  os 
belastet,  so  sind  die  Mittelpunkte  der  Berührungskugeln  M,  N, 
&i>  &t>       die  Schwerpunkte  derselben  und  zwar  bezieht  sich 

•)  a.  a.  O.  pag.  28. 


ga :  Qtix :  ga2  =  a: ax  :  a2, 


ax:a2'o^  —  BAtA9:  BAtAx:BAxA9 


also  auch 


=  SAA2AS :  SAA9AX :  SAAX  A%; 
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der  Mittelpunkt  der  inneren  Berührungskugel  auf  gleichartige,  die 
der  Sosseren  auf  ungleichartige  Massen. 

Beweis:  Ist  p  der  Radius  der  eingeschriebenen  Kugel, 
so  moss  sich  nach  3.  verhalten: 

«:<*!  :of4:a3  =  on : qgx  :  qq% ' Q(t$> 

dem  durch  a  =  a  at  =  ax  u.  s.  w.  genfigt  wird.  —  Dass  ferner 
S  der  harmonische  Punkt  zu  A,  M  und  B  ist,  erkennt  man  dar- 
an», dass  die  etwa  durch  AXA%  nach  diesen  vier  Punkten  gelegten 
vier  Ebenen  harmonische  sind. 

5.  Bestimmt  man  in  einem  Dreieck  das  der  Seitenmitten,  so 
sind  die  Mittelpunkte  M,  iV,  Nt ,  Nt  der  vier  Berfihrungsk reise 
des  letzteren  die  Schwerpunkte  für  den  Umfang  des  gegebenen, 
je  nachdem  die  drei  Seiten  von  gleicher  oder  ungleichartiger 
Masse  gedacht  werden. 

Beweis:  Ist  in  Fig.  3.  das  Dreieck  AAxAt  gegeben  mit 
den  Mitten  der  Seiten  C,  Cx ,  C2,  so  sind  dieselben  mit  AvA2t 
AtAf  AAX  oder  mit  ^.CxCtt  2.C4C,  2.CCX  belastet  zu  denken, 
die  Schwerpunkte  ergeben  sich  also  nach  2.: 

M  für  +  AXA2  +A%A  +  AAX 

N  „  —  AxAt  \A%A  \AAX 

Nx  „  +  AxAt  —  A%A  +  AAX 

iVj  ,,  A\A±  \  A±A  — AAX» 

6.  Wenn  man  bei  einem  Viereck  in  den  beiden  durch  eine 
Diagonale  gebildeten  Dreiecken  die  Dreiecke  der  Mitten  nimmt 
und  zu  diesen  die  Mittelpunkte  der  inneren  Berührungskreise  mit 
M  und  Mi ,  die  der  Diagonale  abgewendeten  äusseren  Berüh- 
ningskreise  mit  N  und  JYj  bestimmt,  so  ist  der  Durchschnitt  von 
MiVj  und  MXN  der  Schwerpunkt  des  Umfange». 

Beweis:  Gegeben  sei  das  Viereck  (Fig.  4)  mit  den  Seiten 
o,  6,  c,  d  und  der  Diagonale  e,  die  Mitten  derselben  werden 
mit  A,  B,  C,  D  und  E  bezeichnet,  dann  ist  in  leicht  verständ- 
licher Schreibweise  für  den  Schwerpunkt  S  des  Umlanges: 

(a  +  6  +  c  +  rf)S==  a.A  +  b.B  +  c.C  +  d.D 

=  a.A+b.B  +  e.E  +  cC  +  d.D— e.E 
=  (a-|.6  +  e)ilf  +  (c  +  d-e)iV, 
also  liegt  S  auf  MNX 
Theil  LI.  2 
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oder  =  a.A  +  b.B  —  e.E  +  c.C  +  d.Ü  +  e.E 
=  («  + o  —  e)N+{c  +  d\e)Mx 
also  liegt  S  auf  MXN. 

Anmerkung:  Durch  nahe  liegende  Befrachtungen  ergiebt 
sich  für  den  Schwerpunkt  des  Umfanges  eines  Vierecks  auch 
folgende  Construction : 

Man  zeichne  in  dem  gegebenen  Viereck  (Fig.  5)  das  Pa- 
rallelogramm der  Mitten  ABCD,  halbire  die  vier  Winkel  des 
gegebenen  Vierecks,  so  dass  die  Halbiruogsliuien  die  vorliegenden 
Seiten  des  Parallelogramms  in  E,  F,  G,  H  schneiden,  nehme  zu 
diesen  auf  den  betreffenden  Seiten  des  Parallelogramms  die  Ge- 
genpunkte El9  Flt  Gi  und  Hx,  so  ist  der  Durchschnitt  von  EXGX 
und  FXHX  der  Schwerpunkt  des  Umfanges. 


7.  Wenn  man  in  einem  Viereck  zwei  Gegenseiten  bis  zum 
Durchschnitt  verlängert,  in  den  dadurch  gebildeten  Dreiecken  die 
der  Mitten  nimmt  und  in  dem  grösseren  der  so  erhaltenen  Dreiecke 
den  Mittelpunkt  des  inneren,  in  dem  kleineren  den  Mittelpunkt 
des  vom  Viereck  abliegenden  äusseren  Berührungekreises  be* 
stimmt,  so  geht  die  Verbindungslinie  beider  durch  den  Schwer- 
punkt des  Umfanges. 

Beweis:  Man  denke  sich  die  Verlängerungen  der  Gegen« 
seiten  mit  positiver  und  negativer  Masse  belegt. 

Anmerkung:  Da  man  die  Construction  des  vorigen  Ab- 
schnittes in  Bezug  auf  zwei  Diagonalen,  die  des  letzten  Ab- 
schnittes in  Bezug  auf  zweimal  zwei  Gegenseiten  ausfahren  kann, 
so  erhält  man,  mit  Berücksichtigung  der  Anmerkung  zu  6.,  acht 
Linien,  welche  durch  einen  Punkt  gehen. 

8.  Wenn  man  bei  einem  Tetraeder  das  der  Schwerpunkte 
der  vier  Seitenflächen  bestimmt,  so  sind  die  fünf  Mittelpunkte 
M,  Nt  JSXt  iV2,  Ns  der  innern  und  äussern  Berührungskugeln  des 
letzteren  die  Schwerpunkte  der  Oberfläche  des  gegebenen  Te- 
traeders, je  nachdem  alle  Flächen  gleichartige  Masse  haben  oder 
eine  von  entgegengesetzter  Masse  zu  den  andern  ist. 

Beweis.  Gegeben  sei  das  Tetraeder  AAvAtA$  mit  den 
Schwerpunkten  der  Seitenflächen  C,  Cx,        C^,  so  ist 

C    mit   AXA%AZ  =  9.Q  C,C^  belastet 
@i    »     A%A$A  =  9.6^C^C  ,, 

und  entsprechend  C2,  €s»  80  dass  4.  in  Anwendung  kommen  kann. 
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9.  Theilt  man  eine  vierseitige  Pyramide  darch  eine  Diagonal- 
fläche  in  zwei  Tetraeder  und  bestimmt  für  die  nach  8.  construirten 
Schwerpunktstetraeder  beider  die  Mittelpunkte  der  inneren  Be- 
rührungskugeln M  und  jt#i  und  die  Mittelpunkte  der  der  Diagonal- 
flache  abliegenden  äusseren  Berährungskugeln  N  und  A\ ,  so 
schneiden  sich  MXN  und  MNX  in  dem  Schwerpunkte  der  Ober- 
fläche der  gegebenen  vierseitigen  Pyramide. 

Beweis:  Man  denke  sich  die  Diagonalfläche  positiv  und 
negativ  belegt. 

Anmerkung:  Als  Analogon  zu  der  unter  6.  angegebenen 
Construction  ergieht  sich  folgende: 

Ist  P  die  Spitze»  ABCD  die  Grundfläche  der  vierseitigen 
Pyramide,  so  lege  man  durch  die  Ecke  A  die  Linie,  deren  Punkte 
von  den  drei  in  A  zusammentreffenden  Flächen  gleich  weit  ab* 
stehen,  dieselbe  schneide  PBD  in  E\  ist  nun  F  der  Schwerpunkt 
so  PBD,  so  ziehe  man  EF  und  verlängere  dieselbe  um  \EF  bis 
G,  dann  ziehe  man  AG  und  schneide  von  G  aus  \AG  bis  //ab; 
gewinnt  man  entsprechend  für  B,  C  und  D  die  Punkte  Hx,  Ht,  ff3, 
so  schneiden  sich  HH±  und  HXHZ  in  dem  gesuchten  Schwerpunkte. 

10.  Verlängert  man  zwei  Gegenflächen  einer  vierseitigen  Py- 
ramide bis  zum  Durchschnitt,  bestimmt  in  den  dadurch  gebildeten 
Tetraedern  die  Schwerpunktstetraeder  und  construirt  in  dem  gros- 
seren derselben  den  Mittelpunkt  M  der  inneren  Berührungskugel, 
>Q  dem  kleineren  den  Mittelpunkt  Mx  der  der  ursprunglichen 
Pyramide  abliegenden  äusseren  Berührungskugel,  so  geht  MMX 
durch  den  Schwerpunkt  der  Oberfläche  der  gegebenen  Pyramide. 

Beweis:  Man  denke  sich  die  Verlängerungen  der  Gegen- 
flächen und  der  Grundfläche  bis  zur  gemeinschaftlichen  Ecke  po- 
sitiv und  negativ  belegt. 

Anmerkung:  Auch  hier  erhält  man  nach  9.  und  10.  acht 
Linien,  welche  durch  einen  Punkt  gehen. 
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V. 

Die  geodätischen  Correctionen  der  auf  dem  Spha'roid 
beobachteten  Horizontalwinkel. 

Von 

dem  Geodäten  Herrn  A.  Sonderhof 

in  Hohnstedt  bei  Gremien  in  Schwarzhurg-Sondershnusc». 


(Figuren  s.  Taf.  II.) 

Mit  den  Fortschritten  in  Theorie  und  Technik  wächst  in 
der  angewandten  Mathematik  im  Allgemeinen  die  Anzahl  der 
kleinen  Verbesserungen,  welche  dem  unmittelbaren  Ergebniss  der 
Beobachtung  hinzugefügt  werden  müssen,  jenachdem  es  die  Be- 
dingungen der  Aufgabe  erheischen.  Bevor  man  in  der  Geodäsie 
die  Theorie  der  sphäroidtschen  Trigonometrie  kannte,  konnte  z.  B. 
keine  Rücksicht  auf  den  Unterschied  zwischen  der  geodätischen 
Linie  und  dem  Normalschnitt  genommen  werden.  Man  würde 
auch  jetzt  noch  diese  sehr  kleine  Differenz  vernachlässigen  können, 
wenn  die  Messinstrumente,  welche  man  gegenwärtig  gebraucht, 
nicht  den  entsprechenden  Genauigkeitsgrad  besässen.  Die  Schärfe 
dieser  Instrumente  reicht  aber  bis  zu  dem  kleinsten  Sehwinkel 
von  0,05  Secunden  hinauf,  sie  fordert  also,  dass  jenem  Unter* 
schiede,  welcher  die  eben  bemerkte  Grosse  übersteigt,  Rechnung 
getragen  werde. 

Bedeutender,  als  die  besprochene,  sind  die  Differenzen,  welche 
dadurch  entstehen,  dass  die  Winkel  nicht  unmittelbar  auf  dem 
ideellen  Rotationsellipsoid  der  Erde,  sondern  in  verschiedenen 
Hohen  über  der  Meeresfläche  beobachtet  werden  —  Differenzen, 
denen  vielleicht  bisher  weniger  Beachtung  geschenkt  worden  ist. 
werden  in  Folgendem  ausführlich  behandelt. 
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Ferner  ist  die  Strahlenbrechung  zu  erwähnen.  Eine  Erürte* 
rung  der  verticalen  Refraction  lag  zwar  nicht  in  Absicht,  konnte 
aber  nicht  ganz  ubergangen  werden,  da  die  Untersuchungen  über 
die  horizontale  Abweichung  der  terrestrischen  Lichtcurve  einige 
Kenntniss  derselben  voraussetzen.  Was  nun  die  eben  gedachten 
Untersuchungen  betrifft,  so  resultirt  aus  ihnen  freilich  kein  posi- 
tives Ergebniss,  weil  die  horizontale  Abweichung  der  Lichtcurve 
für  die  Praxis  verschwindet;  dies  lässt  sich  jedoch  nicht  ohne 
Weiteres  und  als  selbstverständlich  annehmen,  sondern  bedarf  des 
theoretischen  Nachweises,  welcher  denn  auch  in  Folgendem  ge- 
geben worden  ist. 

1.  Reduction  des  Azimuths  auf  die  Grundfläche. 

Die  geodätischen  Messungen  bewegen  sieb  nicht  unmittelbar 
auf  der  Gr  und  Däche  der  Erde,  welche  man  sich  im  Niveau  des 
Meeres  vorstellt,  sondern  in  verschiedenen  Höhen  über  derselben. 
Dieser  Umstand  wurde  die  Resultate  der  Messung  weiter  nicht 
afficiren,  wenn  die  Erde  eine  vollkommene  Kugel  wäre.  Dies 
ist  aber  nicht  der  Fall,  man  hat  es  mit  einem  Rotationsellipsoid 
zu  thuu,  dessen  Normalen  sich  bekanntlich  nicht  schneiden.  Aus 
diesem  Grunde  ist  es  auch  nicht  gleichgültig,  in  welcher  Höhe 
über  der  Mecresfläche  die  Richtung  nach  einem  zweiten  Punkte 
genommen  wird ;  denn  ein  Unterschied  in  der  Höhe  dieses  Punktes 
verursacht  zugleich  einen  Unterschied  im  Azimuth.  Wir  ermit- 
tein die  Grösse  dieser  Abweichung  und  benutzen  hierzu  die 
Figur  ].  Es  sind  darin  k  und*  kx  die  Flächennormalen  der 
Punkte  a  und  6,  e  ist  ihr  kürzester  Abstand,  dt  die  Verbin- 
dung der  Punkte  o  und  6,  welche  nach  Umständen  als  gerade 
Linie  oder  Kreisbogen  betrachtet  werden  kann,  aed  eine  Ebene, 
senkrecht  zur  Richtung  des  kürzesten  Abstand  es,  de  und  db  pa- 
rallel zu        resp.  e. 

Es  ist 

Man  lässt  k  um  die  kleine  Grösse  h  und  to  um  die  entsprechende 
kleine  Grösse  Aa  wachsen,  so  kommt 

Act  e.h 
costc*  k2dr 

Umgeformt  lautet  diese  Gleichung 
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e.coaw2  e  e 

l)  . 


e,dt 


Aus  der  analytischen  Geometrie  hat  man  die  Formeln: 

_  /  l      1  \  sin  «cos«  cos«*  .  sine*      ,  1 

e  =  (hl  J  -, —  ;    tl=-       + — k= — T%\ 

\Qo     QxJ       *'  Co*        Qi*  Q.x,% 


r  -ST 


cosa*  .  sina* 

9  =  h  

Qo  Qi 


worin  p  den  Krümmungsradius  von  ds,  p0  und  pt  die  Radien  der 
beiden  Hauptkrummungen,  «  den  Winkel  zwischen  der  Tangente 
der  grössten  Krümmung  und  ds,  dt  den  Winkel  zwischen  den 
benachbarten  Normalen,  k  den  Pol  der  Normale  bedeuten. 

Führt  man  diese  Grössen  in  die  Gleichung  1.  ein,  so  folgt 


da 
T 


/ 1       I  \sinacosa              / 1      1  \ 
ds\  I  dz  I  Isinacosa.pV* 

....  _     \P»     Q\J     *   _    \9o     QiJ  __. 

i&  +  c*  1  +  {Q  t -^)8'mac08a>,l 


Setzt  man 
ferner 

so  kommt 


p*T'*=  1  +  6, 


„  v  Ja      /l      I\  ,  l+£       /l      I  \  . 

t  =~(  Jsinacosa-^--  -=  —I  lsmacosa(l +£—£.+..). 

Da   f    und   (t    nur    kleine    Grössen   sind,    welche  noch 
dazu  als  Multiplicatoren  der  an  sich  schon  sehr  kleinen  Grösse 

(i  sin  «cosa  vorkommen,  so  kann  man  die  letzten  Glieder 
Qo  Qi/ 

schwinden  lassen  und  erhält  sodann  die  für  die  Praxis  vollkommen 
ausreichende  Formel 


3) 


Ja  =  —  h  .  (—  —  —  ^  sin«  cos  a. 
\Qo  QxJ 
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der  auf  dem  Spkdrofd  beobachteten  Uori%ontaiwtnket.  23 

Für  tg«  =  V  ~  wird  der  kürzeste  Abstand  e  ein  Maximum, 

nämlich  e  =  g|  ,  go .  rf*.    Fuhrt  man  diesen  Auadruck  ein  und 
fr  +00 

setzt  für  k  den  Näherungswerth  9i  g  Po ,  so  kommt 

4)  A  =  _  2-^LlflJ--i«>). 

da 

Es  kann  bemerkt  werden,  dass  der  Quotient  «j-  unabhängig 
von  der  Grösse  des  Bogens  ds  ist,  d.  h. 

bei  gleicher  Höhendifferenz  der  Punkte  begehet  man  in 
der  Beobachtung  des  Azimuths  denselben  Fehler,  mag 
die  horizontale  Entfernung  derselben  irgendwie  —  natur- 
lich zwischen  gewissen  Grenzen  —  verschieden  sein. 
Man  hat  diesen  Fehler  besonders  in  Gebirgsgegenden 
zu  berücksichtigen. 


Der  Winkelunterschied  da  ist  sehr  gering  und  erreicht  die 
Grosse  einer  Secunde  nicht.  Es  findet  sich  z.  B.  unter  der  geo- 
graphischen Breite  von  45°,  bei  einer  Höhe  von  \  Meile,  die 
Maximalabweichung  0,2  Seconden.  Unter  gleichen  Voraussetzungen 
hat  man  am  Aequator  die  Differenz  der  Azimuthe  gleich  0,403  Se- 
cunden. 


2.  Die  kürzeste  Linie  der  Parallelfläehe  und  die  geodätische  Linie. 

Man  erhält  eine  Parallelfläehe,  (Fig.  2),  sobald  man  auf 
jeder  Normalen  des  Rotationsellipsoids  eine  gleiche  Grösse  h 
aufwärts  abträgt.  Die  Parallelfläche  ist  mithin  auch  eine  Rota- 
tionsfläche. Die  Gleichungen  des  Meridianschnitts  des  Erdsphä- 
roids  und  der  Parallelfläche  sind 

r  =  a  cos  u.  rt  =  r  +  h  cos  n. 

zz=.  c  sin  u.  2|  =  i  -f  h  sin  it. 

Die  Tangente  hat  für  beide  Curven  denselben  Werth,  nämlich 

dx  _  —  c costt  ^  negativen  Cotangente  des  Winkels,  welchen 
dr         a  Sinti  ö  " 


r-Axe  mit  der  Normalen  einschliesst,  d.  b.  gleich  der  nega- 
tiven Cotangente  der  geographischen  Breite  n9  daher  kommt 
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a2  COS  7t  ,  £1  COS  7t  . 

r,  =   -r  A  —  -f-  Acos  7t  =  77=======  +  h  cos  n. 

1      V^cos^  +  ^sinrc2  Vl-e2sin»2 

c*sin7t  ,  .  c*sin»       ,  ,  . 

V  a2  cos rc2  4-  c2  sin »2  Vl-e*  sin n2 

Daraus  findet  man 

/    «(1  — e2)        .  .     \  . 
=  -  ((l-^sin^H  +  8in 

Für  jede  Rotationsfläche  hat  man  die  Differentialgleichung  der 
kürzesten  Linie 


dl  —  \ 


worin  r  den  Radius  des  Parallelkreises,  X  die  Länge,  y  =  r0sina0 
eine  Constante,  «0  das  Azimuth  am  Anfangspunkte  der  Linie  be- 

dz 

deuten.    Führt  man  den  Werth  von  ^  ein,  so  erhält  man 


Kdr 


Versuchen  wir  diese  Gleichung  zu  integriren: 

y  .     /*         y   cosrc  . 
-  +   /  arccos  -  •  — — «  an  • 
r     J  r  sin«2 


1 

1  =  iin^  arcC0S 


Man  setzt  ?s  =  7r0  +  «Zn;0  und  entwickelt  den  Ausdruck  unter  dem 
Integralzeichen  nach  dem  Taylor'schen  Satze 

n%, + ^*o) = /•(%) + f*. + T^r% +  


Für  /''(«)  erhält  man  den  Ausdruck 


_[arcC08y  Cl+£2i^s!^  +  gadL^ste]. 

Führt  man  diesen  Werth  ein,  so  kommt,  zwischen  den  Grenzen 
0  und  47t0  integrirt, 
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der  auf  dem  Sphäroid  beobachteten  HorizontalwfnkeL  25 

.1  y       1  y  .  y  cos  *0 

iL  =  —  arccos  s  arccos  -  +  arccos  — .— :  

sin  n  r     sin  r0  r0  ain  »02  ^ 

(>rfPftBr  /H-cogyx      y(o0  +  A)cotg»0\  Jn0* 
arCC084V~8ln^— ^  y,-;-  1.2  +  — 


oder 

arccos  ~ 

S)  l  =  -  arccos  1-0  ~  eo}**oJ*o\ 

sin»  r0  V.       sin*,,  / 

.   r«  V  »-fr 

Die  huhern  Derivationen  von  /"(»)  werden  umfangreiche  und  com* 
plicirte  Ausdrücke,  sie  mögen  deshalb  unberücksichtigt  bleiben, 
zumal  da  es  uns  nicht  auf  eine  genaue  Bestimmung  von  iL  an- 
kommt, sondern  vielmehr  auf  die  Ermittelung  des  Unterschieds 
der  Azimuthe  der  geodätischen  Linie  und  der  entsprechenden 
kürzesten  Linie  der  Parallelfläche.  Im  Allgemeinen  ist  4n0  ein 
kleioer  Bogen,  man  kann  deshalb  auch  das  letzte  Glied  der  Glei- 
chung vernachlässigen;  dann  lässt  sich  aber  .für  setzen 

-r~  (1  —  cotg  itodito).   Demnach  erhält  mau 
sin  t^o 

6) 


1  —  cotg  n0Jn0  y  y 

i  =  — "  (arccos  -  —  arccos  ) 

siüjr0  r  r0 

Uni  dag  VerhSItoiss  der  Incremente  von  a  and  A  zu  finden, 
nimmt  man  n  und  X  constant  an  und  differentiirt  nach  «  und  A. 

Es  kommt 


1 


idtt)         d(l)  1 


Führt  man  die  Differentiation  aus  und  beachtet,  dass 

y  _  rpsingp 
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ist,  so  folgt 

d(l)  r„c«8«0.  d  (r"*'1"  "V  _  ■  (r,c.«%-r„co8»,) 
-SS"0-— '         dh        -8'n"°  r,* 

Werden  diese  Werthe  eingesetzt,  so  erhalt  man 


sin  a0 


t>      Ai  cosTTp— rpCosgrA 


1  V^-Se«-* 


Der  Ausdruck  unter  dem  Wurzelzeichen  lässt  sich  umformen;  es 
ist  r,  sin«!  =  r0eina0,  daher 

¥        r!*      *  r^sin«,* 
Dies  eingeführt  gieht 

<£a0     sinoo  r^  cos  Ttp  —  r0  cos 
'  ~~    ri    '  rf  cos  «i  —  r0  cos  a0* 

Man  setzt  r^ro  +  dro,  «,=«0  +  ^0,  dann  hat  man  für  den 
Zähler  des  vorstehenden  Ausdrucks 

(r0  +  dr0)  cos  n0  —  r0  (cos  n0 — si  n  jr0</«0)  =  cos  «odro  +  ro  sin  no^nw 

ferner  für  den  Nenner 

(r0  +  dr0)  (cos  «o — sin  «0«*«o)  —  ro  cos  «o  =  008  ao  ^ro — ro  810  «o^«o« 

Man  sucht  die  Relation  zwischen  dr  und  da  nach  der  Gleichung 
rsina  =  y  und  erhält 

r  cos  ada  f  sin  orfr  =  ö, 

mithin 

sin  et  dr 
1  a  ~~      cos«  "  r  ' 

Dadurch  geht  der  Nenner  über  in  den  Ausdruck 

o«ot     COSCfo.ro  cosa„ 

Man  erhält  deshalb 
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da  _  _  sincp  coscp  /cos  ttp^  +  r0  sin  n^drt0\ 
dh~~        rt        \  drQ  ) 

Nunmehr  führt  man  die  Radien  der  beiden  Hauptkrummungen  ein 
nach  den  Gleichungen 

ri  =  (Pi  +     cos  n,   rfr,  =  —  (p0  -f  h)  sin  n .  dn, 
dann  folgt 

rfo     siiittocosoo    cos  it0.  am  it0.dn0 

dh  =  ^  -<*  +  *)  «in  *0.d*0  '  <*'  +  A  -  <*»  +  ^ 

_  _      «o cos ft0. cos  3g0  /(gi  -f  h)—  (ga  +  h)\ 
ri  \        (Po  +  Ä)  / 


Für  -  setzt  man 


rX1  |+^?ro), 


dann  erhält  man 


dr0 


8)  g^-sl^eos«^-^)^---^. 

Bezieht  man  die  Abweichung  des  Azimuths  unmittelbar  auf  die 
geodätische  Linie,  so  wird  A=0  und  die  Gleicbnng  8)  geht  über  in 


dr<> 

9)      da=-  sin  «  cos  a  (i  -  ±)  (l  -  "'Vj .  <M. 

f  r0 


Man  bemerkt  sofort,  dass  der  erste  Theil  dieser  Formel  ganz 
genau  mit  dem  ersten  Gliede  des  im  §.  1.  entwickelten  Ausdrucks 
2")  für  Ja  übereinstimmt.  Die  letzten  Glieder  in  beiden  Glei- 
chungen sind  sehr  kleine  Grössen.   Vernachlässigt  man  z.  B.  den 

Factor  j  für  den  Fall,  wo  *=45°,  ^*0=1<>,  «=45°,  A=i  Meile 

angenommen  wird,  so  begehet  man  nur  einen  Fehler  von  0,0034  Se- 

dr 

cunden.    In  der  Nähe  des  Pols  kann  zwar  der  Bruch  - 


i 
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bis  zu  l  wachsen,  dann  nähert  sieb  aber  die  Grösse  C  ^ 

der  Null.  Für  die  Praxis  fallt  mitbin  die  Projection  der  kür- 
zesten Linie  der  Parallelfläche  genau  mit  der  geodätischen  Linie 
zusammen.  Theoretisch  hingegen  lässt  sich  nichts  Allgemeines 
aus  den  entwickelten  Formeln  über  die  gegenseitige  Lage  der 
beiden  Linien  aussagen,  da  das  Grössenverhältniss  der  letzten 
Glieder  für  verschiedene  Längen  der  in  Betracht  gezogenen 
Linien,  für  verschiedene  Breitengrade  und  Azimuthe  variirt. 

Bewegt  sich  die  Messung  auf  einer  Hochebene,  so  schliesst 
man  nach  diesen  Ergebnissen,  dass  die  Seiten  des  gemesseneu 
geodätischen  Dreiecks  zwar  dieselben  Flächennormalen  treffen, 
wie  die  Seiten  des  entsprechenden  Dreiecks  auf  der  Grundfläche, 
dass  hingegen  die  Grossenverhältnisse  der  Seiten  und  Winkel 
beider  Dreiecke  verschieden  sind. 

3.   Rednetion  der  Polhöhe  auf  die  Grundfläche. 

Beachtet  man,  dass  sich  die  Attraction  mit  wachsender  Hohe 
über  der  Meeresfläche  vermindert,  die  Centrifugal kraft  hingegen 
vergrössert,  so  kommt  man  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Lothlinie 
in  einer  gewissen  Entfernung  vom  Fusspunkte  eine  Ablenkung  er- 
leidet. Diese  Ablenkung  kann  nur  sehr  gering  sein  und  übt  nie* 
roals  einen  merklichen  Einfluss  auf  die  Grösse  der  Horizontal- 
winkel aus.  Es  können  aber  Fälle  eintreten,  wo  sie  von  Bedeu- 
tung für  die  Bestimmung  der  Pol  höhe  wird. 

In  Figur  3|  stellt  G  die  Componente  der  Attraction  der 
ruhenden  Erde,  g  dieselbe  Componente  der  rotirenden  Erde 
und  zugleich  die  Richtung  der  Lothlinie,  f  die  Centrifugal  kraft, 
n  die  Polhöhe  und  q>  den  Winkel  zwischen  G  und  g  vor.  Man 
hat  die  Gleichungen 

10)  G cos  <p  =s  g  -f  /cos  n ;    G sin  (p  =  /"sin  n. 

Die  letzte  Gleichung  wird  differeutiirt: 

G  coe  cpdcp  +  8in<pdG  =  fcoandit  +  smn.df\ 

oder,  da  dn  =  dtp  ist , 

(Cr cos 9  —  fcoan)dn  ss  sinjs.rf/*—  sin <p.dG, 

daraus  folgt 

,       sin  it. df—  sin  q>.dG 

an  —  • 

9 
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Man  ermittelt  die  Differentialien  dG  und  df.  . 

1.  Wird  die  Winkelgeschwindigkeit  w  genannt,  so  ist  f^wh, 
also  df  =  tc*dr  =  tc2A  cos  n. 

■ 

%  Die  Richtung  von  6'  nimmt  man  für  beide  Puokte  constant  an. 

E*  ist 

Cr./?2 

mithin 

dG  2^ 

Diese  Grossen  fuhrt  man  ein  und  setzt  für  sin<p  den  Ausdruck 

f. sinn  .  

,  dann  kommt 


G 

h  9  2u>*.rx 

\\)  dit  =  —  sin  TT  cos  ii  (ta2  + 

wenn  man  annähernd  für  R  den  Krümmungsradius  qx  setzt.  Da 
aber  ^costc  =  r  ist,  so  folgt 

3u>2  t  . 

12)  dn  =  —  .  h  sin  ?t  cos  ». 

Ermitteln  wir  die  Grosse  von  dn  für  den  Fall:  n  =  45°; 
A  =  1000  Meter.   Es  ist 

4.*2 
(86164)*' 

mithin 


?o2  = 


_  3.1000.4.»« 

log  6000  =  3,7781513  log.861642=  9,8706518 

log.»2    =0,9942998  \o«.g  =0,9916247 

4,7724511  log  sin  1"  =0,6855749-6 

5,5478514  :  5,5478514 


\ogdn  =0,2245997—1 
dn  =0,17  Secunden. 


4.   Die  Normalschnitte  und  die  geodätische  Linie. 

Die  drei  vorzuglichsten  Linien,  welche  zwei  Punkte  auf  dem 
Sphäroid  verbinden,   sind  die  beiden  Normalschnitte  und  die 
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geodätische  Linie.  Wir  betrachten  zuerst  die  Normalschnitte  und 
henutzen  hierzu  die  bekannte  Fig.  1.  Die  Sehne  ab  bildet 
die  Schnittlinie  der  beiden  Normalebenen,  von  da  ab  trennen 
sich  dieselben  und  gehen  durch  die  Punkte  c  und  g  des  kür- 
zesten Abstände».  Diese  Betrachtung  führt  auf  eine  leichte 
Ermittelung  des  Winkels,  welchen  beide  Ebenen  einsch  Ii  essen; 
man  braucht  den  kürzesten  Abstand  e  nur  im  Sinne  der  Senk- 
rechten zum  ersten  Verticalschnitt  zu  nehmen,  also  die  Länge 
cff  auf  diese  Senkrechte  zu  projiciren ,  um  sofort  das  Maass  des 
Winkels  zu  bekommen.  Nennt  man  2  den  Winkel  zwischen  der 
Senkrechten  und  der  Linie  cg9  dann  bat  man  für  den  Winke)  ö 

der  beiden  Normalschnitte  die  Gleichung  6  =  —  .  Für  2 
führt  man  die  Ergänzung  #  =  90 — z  ein  und  erhält 

x  e.Pinx 

Ö  =  ~JT' 

x  ist  der  Winkel  zwischen  den  beiden  conjugirten  Tangenten, 
die  analytische  Geometrie  giebt  dafür  die  Gleichung 


COS  X 


(1       l\sinacos«                          /!       1\  . 
 I  -7  9  annähernd  =  p  (  lsin«cos«. 


Dieser  Ausdruck  (das  et  des  §.  1)  stellt  eine  kleine  Grosse  vor, 
man  kann  deshalb  s\nx^=l  setzen  und  bekommt 


,6       /l      1  \sina  cos« 


oder,  da  k%'  nahe  =  $  =  1  ist, 


13)  ö  =  m(---)b\ 

\Qo  Qi/ 


sin«  cosa. 


Von  dem  Winkel  d*  der  Normalebenen  kann  man  leicht  zu 
dem  Winkel  der  beiden  Tangenten  der  Normalschnitte  übergehen, 
indem  man  den  Winkel  6  auf  dem  Horizont  von  a  reducirt.  Nennt 

■ 

man  den  gesuchten  Winkel  Jn,  so  kommt  nach  Fig.  4 

/.sinM.d'     -  , 
14)  Jn  =  j  =  o\  sin  11. 

u  ist  der  Winkel  zwischen  der  Sehne  und  der  Tangente,  daher 
s 

sin  u  —        Dies  eingeführt  giebt 
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der  auf  dem  Sphäroid  beobachtete»  llortwnlalwlnket.  3| 

15)  =  t)— ,  =  j  .  I  ]  sin  «Cosa. 

2.A      *.*VPo  Pi/ 

Setzt  man     =  VfoPi»  d»,,n 

Dies  ist  der  YYinkelunterschied ;  jetzt  frage»  wir  nach  dem 
grössten  linearen  Abstalide  der  Normalschnitte  auf  dem  Sphäroid. 
Derselbe  befindüt  sieb  nahe  iu  der  Mitte  de«  ßogens  i.    Der  Ab- 

stand  dieses  Punktes  von  der  Sehne  ist        mithin  der  Abstand 

D  der  beiden  Normalschrtitte 

17)  D  =  rr—r  =  tt  T  •  I  )  sin  er  cos  er 

=  -u  .  —  c-t  sin  et  cos«  =  7  •  dn> 

«    (PiPo)1  4 

Die  numerische  Berechnung  ciebt  für  den  speziellen  Fall: 
n  =45°,  *  =  30  Meilen,  a  =  45° 2' 52,7"  die  Werthe 

^71  =  0,21  Secunden,   />  =  0,I8  Par.  Fuss. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  die  durch  die  Zweideutigkeit  des 
Norrnalschnitts  entstehenden  Differenzen  nur  sehr  gering  sind, 
dessenungeachtet  sucht  sie  der  Geodät  dadurch  zu  vermeiden, 
dass  er  die  geodätische  Linie,  als  die  einzige  unzweideutige  Ver- 
bindung zweier  Punkte  auf  dem  Sphäroid,  in  Rechnung  zieht. 
Suchen  wir  die  Lage  dieser  Linie  zu  ermitteln.  Figur  5  stellt 
einen  Meridianschnitt  nebst  Evolute  dar.  Erleidet  der  Meridiao 
eine  Drehung  um  die  Axe,  so  dass  der  Punkt  a  nach  a,  h 
nach  ß,  c  nach  y  gelangt,  so  beschreiben  die  Normalen  ac  und 
bc  Kegelflächen.  Eine  Ebene  durch  ac  stellt  einen  Normalschnitt 
des  Punktes  a  vor;  sobald  dieselbe  den  Punkt  «  trifft,  so  wird 
sie  auch  den  Punkt  y  schneiden,  weil  die  Punkte  a,  c,  a,  y  in  einer 
Ebene  liegen.  Drehet  man  nunmehr  die  Normalebenen  bis  zum 
Punkte  ß,  so  befindet  sich  y,  mithin  auch  die  Normale  ßy  des 
zweiten  Punktes,  rechts  von  der  Normalebene  acß.  Gehet  man 
also  von  a  nach  ß,  so  befindet  sich  die  Flächennormale  des 
zweiten  Punktes  auf  der  dem  ersten  Meridian  abgekehrten  Seite 
des  Normalschnitts  von  a.  Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  dies 
Resultat  för  alle  Richtungen  aß  gilt.  Ebenso  leicht  findet  man, 
dass  nach  derjenigen  Seite  hin,  wo  die  benachbarte  Flächennor- 
male abweicht,   die  Conen vität  der   kürzesten  Linie  gerichtet 
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ist.  Stellen  nämlich  in  Fig.  6  aal9  bbl9  u.  s.  w.  die  dorch  die 
kürzeste  Ltnie  getroffenen  Flächennormalen  vor  und  versucht  man 
diese  Linie  zu  construiren,  so  gehet  man  von  a  nach  b  and  in 
der  Tangente  weiter  bis  c.  Die  Krümmungsebene  von  b  erleidet 
eine  Drehung  gleich  dem  Winkel  d  um  die  Tangente  abc.  Da- 
durch wird  der  dritte  Punkt  y  der  Curve  von  der  Ebene  aaxc  ab 
nach  dem  Auge  zu  dirigirt,  das  Azimuth  ay  weicht  also  in  derselben 
Richtung  vom  Azimuth  ab  ab.  Denkt  man  sich  nunmehr  die 
Normalebene  aaxy  construirt,  so  ist  ersichtlich,  dass  der  Punkt  d 
der  Tangente  byd  ebenfalls  nach  dem  Auge  zu  von  dieser  Ebene 
abweicht,  weil  6  auf  der  entgegengesetzten  Seite  derselben  liegt 
Noch  grosser  wird  die  Abweichung,  wenn  man  den  Punkt  d  in 
der  Krümmungsebene  byctd  auf  die  Fläche  projicirt.  Das  Azimuth 
ad  erleidet  mithin  wiederum  eine  Drehung  in  der  schon  mehrfach 
genannten  Richtung.  Die  kürzeste  Linie  bleibt  also  immer  auf 
einer  Seite  des  Normalschnitts  und  wendet  ihre  concave  Seite, 
vom  Anfangspunkte  a  der  Linie  aus  betrachtet,  der  Normalebene 
dieses  Punktes  zu.  Man  kann  sich  die  Lage  derselben  durch 
Fig.  7.  versinnlichen,  in  welcher  die  ausgezogenen  Linien  die 
geodätische,  die  punktirten  Linien  den  Normalschnitt  andeuten. 
Denkt  man  sich  dieselbe  Figur  im  Punkte  6,  so  müsste,  von  b 
aus  gesehen,  die  geodätische  Linie  nicht  die  Lage  acb,  son- 
dern adb  haben.  Das  ist  auch  in  Wirklichkeit  der  Fall,  es 
ist  eine  Eigenschaft  der  kürzesten  Linie,  von  ihren  Endpunkten 
aus  gesehen,  nach  zwei  entgegengesetzten  Seiten  hin  concav  zu 
erscheinen.  Daraus  folgt,  dass  sich  diese  Linie  zwischen  den 
beiden  Verticalschnitten  befindet. 

Für  die  Abweichung  des  Azimuths  der  geodätischen  Linie 
von  dem  des  Normalschnitts  hat  man  die  bekannte  Formel 


für  den  Unterschied  der  beiden  Normalschnitte  haben  wir  oben 
gefunden 


Formen  wir  den  Ausdruck  für  dn  so  um,  dass  er  mit  der  ersten 
Gleichung  verglichen  werden  kann.  Setzt  man  fär  k  den  be- 
quemsten Werth  ein,  so  erhält  man 


18) 


i*.e2.cos  ^cosasintt. 


6a* 
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(l-e»sin  n*)t_  1  - 

*~  Vl-e»sin*« 
1  (I-e'sin*»)« 

=  ?— T^S  1  +  6»  8i0«* 

=  ^  1(1  -2* «sin  «•)  (1  +  «»)  - 1  +  ef  ein  *«] 

=  ^[l+  €*-  2e«  sin «•  - 1  +  e*sin**]  =  *. 

Daher  findet  man 

lftx                     A               cos»1  sin  er cosa 
«9)   ^  

Der  Unterschied  zwischen  dem  Normal  schnitt  und  der  geodäti* 
sehen  Linie  ist  also  \  des  Unterschieds  1  wischen  den  beiden 
Normalschnitten. 


5.  Einiges  Aber  den  Elnflnss  der  erörterten  Correetionen  auf  das 

Resultat  der  Messung. 

Wenn  man  die  in  den  vorigen  Paragraphen  behandelten  kleinen 
Unterschiede  lediglich  nach  den  Zahlen,  welche  ans  der  numeri- 
schen Berechnung  resultiren,  beurtheilen  wollte,  so  könnte  die 
Bedeutung  derselben  leicht  unterschätzt  werden.  Man  betrachte 
>.  B.  die  Reduction  der  Polhohe.  Die  im  j.  3.  ausgeführte  nume- 
rische Berechnung  weist  die  sehr  geringe  Differenz  von  0,17  Se- 
conden  nach  —  eine  Winkeldifferenz,  welche,  auf  massige  Längen- 
Dimensionen  bezogen,  nur  eine  ganz  kleine  lineare  Abweichung 
verursacht.  Im  vorliegenden  Falle  jedoch  bat  man  sich  den  Winkel- 
unterschied  am  Mittelpunkte  der  Erde  vorzustellen,  und  von  hier 
aas  sch Hessen  die  Schenkel  desselben  auf  der  Oberfläche  einen 
Bogen  von  nugef&hr  10  Fuss  ein;  dies  ist  eine  Grösse,  welche 
sich  bei  der  Triangulation,  auch  über  beträchtliche  Strecken  hin* 
weg,  bemerkbar  macht  Im  Uebrigen  ist  die  in  Rede  stehende 
Correction  insofern  von  geringerer  Bedeutung,  als  PoIhGhenbestinv 
muDgen  in  grosseren  Höhen  seltener  vorkommen. 

Was  die  beiden  Übrigen  Correetionen  betrifft,  so  haben  sie, 
wie  aus  den  Formeln  3)  und  18)  leicht  zu  ersehen  ist,  zwei  Eigen- 
ehalten  gemein:  erstens  erreichen  beide  ihren  grössten  Werth 

ThtU  U.  '3 
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am  Aequator,  bei  einem  Azimuth  von  45°,  zweitens  wechseln 
beide  das  Vorzeichen  in  jedem  folgenden  Quadranten.  Sonst 
stehen  sie  in  keiner  Beziehung  zu  einander,  denn  die  eine  ist 
Funktion  der  Entfernung,  die  andere  ist  Function  der  Höhendif- 
ferenz der  betreffenden  Punkte,  ausserdem  bewirken  sie  Aende- 
rungen  des  Azimutiis,  welche  einander  entgegengesetzt  sind. 

Der  Unterschied  zwischen  dem  Normalschnitt  und  der  kür- 
zesten  Linie  kommt  nur  bei  sehr  grossen  Dreiecken  in  Betracht, 
der  Einfluss  desselben  ist  deshalb  gering.  Von  grosserem  Einfluss 
kann  die  Correction  Ja  werden  und  besonders  dann,  wenn  sich 
die  Messung  auf  längere  Strecken  Ober  ein  Gebirge  hinweg  zieht. 
Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  alle  Winkel,  deren  Schenkel  die 
Verticale  zum  Meridian  einschliessen,  durch  die  Correction  kleiner, 
hingegen  alle  Winkel,  welche  den  Meridian  einschliessen,  grösser 
werden,  weil  sich  in  beiden  Fällen  die  Verbesserungen  der  ein. 
zelnen  Azimuthe  summiren.  Dadurch  wird  das  ganze  System  von 
Dreiecken  in  der  Richtung  des  Meridians  «zusammengeschoben. 
Die  Correction  bewirkt  also,  wenn  es  sich  um  die  Bestimmung  der 
Erdgestalt  handelt,  eine  Verminderung  der  Krümmung  und  infolge- 
dessen —  in  unsern  Breitegraden  —  eine  Vergrößerung  der  Ab- 
plattung. 

Die  eben  erörterten  kleinen  Winkelunterschiede  haben  zum 
Theil  ihren  Grund  in  der  Unregelmässigkeit  der  Erdoberfläche. 
Aehnliche  Abweichungen  müssen  stattfinden,  sobald  die  natürliche 
Gruudgestalt  der  Erde  nicht  mit  dem  durch  Berechnung  ermittelten 
Rotationsellipsoid  übereinstimmt.  Dieser  Fall  kann  aber  häufig 
eintreten,  weil  das  gedachte  Rotationsellipsoid  das  Ergebniss 
vieler  Gradmessungen  ist,  weiche  zum  Theil  beträchtlich  von  ein- 
ander abweichen,  abgesehen  von  den  kleinen  Fehlern,  welche  da- 
durch entstanden  sind,  dass  man  der  Erdoberfläche  bald  im  Voraus 
die  Gestalt  eines  Rotationsellipsoids  octroirte.  Man  kann  hier- 
nach ermessen,  wie  schwierig  die  Lösung  der  Aufgabe  ist,  weiche 
sich  die  Geodäsie  in  neuerer  Zeit  gestellt  hat  und  als  offene  Frage 
dürfte  wohl  noch  angesehen  werden  müssen:  ob  es  nicht  zweck- 
entsprechender sei,  das  mehrfach  gedachte  Rotationsellipsoid  nur 
aushülfeweise  zu  benutzen  und  unter  alleiniger  Voraussetzung 
einer  Rotationsfläche  mittelst  der  für  diese  Fläche  geltenden 
Differentialformel  der  kürzesten  Linie  zu  opepren.  ..  .  j 


6,  Die  Strahlenbrechung. 

Sobald  ein  Lichtstrahl  in  ein  Mittel  von  anderer  Beschaffen» 
heit  übergeht,  erleidet  derselbe  eine  Ablenkung  von  der  ursprung- 
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Heben  Richtung  in  der  Weise,  dass  Anfangs-  und  Endrichtung 
des  Strahls  mit  der  Normalen  der  Grenzfläche  in  Einer  Ebene 
liegen.  Sind  viele  lichtbrechende  Schichten  in  sehr  kleinen  Ab- 
ständen parallel  über  einander  gelagert,  so  bildet  der  Weg,  wel- 
chen der  gebrochene  Lichtstrahl  durchläuft,  eine  stetig  gekrümmte 
Linie.  Von  der  räumlichen  Gestaltung  der  Parallelflächen  hängt 
es  ab,  ob  diese  Linie  eine  Curve  einfacher  oder  doppelter  Krüm- 
mung sei.  Das  Erstere  findet  nur  dann  statt,  wenn  die  lichtbre- 
chenden Schichten  durch  parallele  Ebenen  oder  concentrische 
Kugelflächen  begrenzt  werden,  in  jedem  andern  Falle  entstehet 
eine  Curve  doppelter  Krümmung,  weil  sieb  die  benachbarten 
Flächennormalen  nicht  schneiden.  Diese  Betrachtung,  bezogen 
auf  die  Strahlenbrechung  der  Erdatmosphäre,  zeigt,  dass  die  dop- 
pelt gekrümmte  Lichtcurve  neben  der  verticalen  auch  eine  hori- 
zontale Abweichung  haben  muss.    Wir  behandeln  zuerst 

A.    Die  verticale  Strahlenbrechung. 

Bei  Untersuchungen  Über  die  verticale  Strahlenbrechung  siebt 
maa  von  der  sphäroidischen  Gestalt  der  Erde  ab  und  betrachtet 
die  Luftschichten  gleicher  Dichte  wie  concentrische  Kugelschalen. 
Die  Sinus  des  Einfalls  und  Brechungswinkels  verhalten  sich  wie 
die  Lichtgeschwindigkeiten  in  den  betreffenden  Schichten.  Nennt 
man  die  Einfallswinkel  am  1.,  2.,  3.  u.  s.  w.  Lothe  entsprechend 
die  Brechungswinkel  ylf  y%t  y8...,  ferner  die  Ge- 
schwindigkeit des  Lichts  in  der  Höhe  h  =  (p(h),  so  hat  man  die 
Gleichung 

sin  x  <p(k) 
s'my  ~  <p(h  -f  dh) 

Man  drückt  die  Sinus  durch  die  Curvenelemente  aus,  dann  kommt 

Da  die  Lichtcurve  in  einer  Ebene  liegt,  so  ist  Fig.  8  t  nur 
allein  von  h  abhängig,  man  kann  deshalb  fär  sin  x  die  Funk- 
tion tp  (Ä)  setzen,  dann  wird  sin^  =  t[>(Ä  +  dh). 

Um  vom  Winkel  xx  zum  Winkel  y  überzugehen,  benutzt  man 
die  Beziehung  y  =  xx  -\-dt,  mithin  ist  s\oy  ^  sinxi  -f-  cosxxdr. 
Man  hat  demnach  unter  Einführung  der  neuen  Bezeichnung 

y(A-f  dh)  ■_  f  (h  +dh)       cosXj.dt  m 
<p{h)     ~     y(h)     +  <p(h)  =  sin*' 

3» 
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oder,  da  x  nahe  gleich  at  ist, 

Das  letzte  Glied  lässt  sich  umformen, 

c 

dst 


cotgj:  ist  ss  ^-  , 


ferner 


mitbin  kommt 

.       dh    ds\  tth 

Man  erhält  also 

y '  (h)  dh     1//  (h)  dh  dh_ 
o>(A)    -    y(h)    +  o  +  A* 

Davon  nimmt  man  das  Integral  von  A0  bis  h: 

2°)         loe  TO  =  Io«TO  +  ^JTK  • 

oder 

^(A)  _<p(A)(o  +  Ao) 
*(Ao)~9>(Äo)U>  +  Ä)- 

^(A)  ist  =  sio*  oder  auch  =  siox,  wenn  man  mit  x  die  Zenith- 
distanz  bezeichnet;  man  erhält  deshalb 


sinx  (g-f  Ap)y(A;; 
sinzo     e>(Ao)(o  +  A)' 

(p^A0)sin»0_ 


21) 
oder,  wenn 

gesetzt  wird, 

M>  8inz  = 

Drückt  man  sinx  oder  sin*  durch  die  Curvenelemeate  aus,  so 
erhalt  man  die  Gleichung 
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oder 


dh 


1 


Qu2  y  (*)«' 

(Q  +  A)1 


Gebet  man  mittelst  der  Relation  rfj*=(o  +  A)*dT*+  dh*  zu  Polar- 

coordinateo  über,  so  kommt 


Dies  int  die  Differentialgleichung  der  Curve,  sie  kann  Integrirt 
werden,  sobald  q>(h)  bekannt  ist. 

Die  Gleichung  21)  zeigt,  dass  zur  Ermittelung  der  Höhen- 
differenz zweier  Punkte  die  Kenntniss  der  Funktion  q>(h)  Bich* 
erforderlich  ist,  wenn  man  an  beiden  Punkten  die  Zenithdistanzen 
und  die  numerischen  Werthe  von  <p(h)  (durch  Thermometer  und 
Barometer)  beobachtet.  Soll  aber  der  Höhenunterschied  von 
Eioem  Punkte  aus  bestimmt  werden,  so  hat  man  die  Kenntniss 
der  Funktion  q>(/t)  uötbig.  Das  Mario tte'sche  Gesetz  ist  hierzu 
nicht  ausreichend,  weil  die  Temperatur  der  Schichten  variirt  und 
zwar  nach  einem  Gesetze,  welches  nicht  hinlänglich  bekannt  ist. 
Für  geringe  Höhendifferenzen  dörfte  die  Annähme  gerechtfertigt 
«ein,  dass  sich  die  Lichtgeschwindigkeit  linear  ändere,  also  durch 
eine  Funktion  von  der  Form  p  +  g.h.  darstellen  lasse.  Setzt  man 
diesen  Ausdruck  in  die  Differentialgleichung  24)  und  integrirt,  so 
erhält  man  zwar  die  Gleichung  der  Lichtcurve,  aber  in  einer 
Form,  welche  für  weitere  Untersuchungen  zu  complicirt  ist.  Man 
wird  deshalb  darauf  geführt,  die  Aufgabe  umzukehren  und  die- 
jenige Funktion  zu  suchen,  welche  den  gebrochenen  Lichtstrahl 
w  einer  möglichst  einfachen  Curve,  nämlich  zu  einem  Kreisbogen 
macht.  Dann  bleibt  zu  beurtheilen,  inwieweit  die  so  ermittelte 
Funktion  mit  der  Wirklichkeit  übereinstimmt. 

In  Figur  9.  sei  c  der  Mittelpunkt  der  Erde,  cx  das  Centrum 
der  Lichtcurve ,  e  die  Excentricität,  q  der  Radius  der  Erde,  r 
der  Radius  der  Lichtcurve. 

Man  erhält  die  Gleichung 

c*  ss  (g  +  A)*  +  r* — 2r  (p  +  h)  cos  v. 

E«  ist  aber 


dt 


ö0.qp(Ä) 


v  =  z— 90°;  cos v  =  sin  2  = 


P  +  A  9 


Digitized  by  Google 


•lajior  kon:..: 

y  (h)      (9  t-  A)*  +  r*  — e« 
o+A  ~      2r.(o  +A) 

Vui  ■/„  hat  man  in  diesem  Falle  den  Ausdruck 

g-sintp      q  (q*  +  r*  —  e*)  . 
o>(0)   —    g>(0). 2. r.o  ' 

es  folgt 

p*  +  r»— e»  _  (q  +  h)*+t%—e'1 

2rg>(0)    >  +  Ä~      2r.(o  +  A)  ' 

oder 

♦ 

qp  (h)  (p  +  A)»  4- r*—  e*  _  A«  +  2oA  +  p*  +  r*— e», 
9>(0)"~      p*  +  r2-«2      ~  ß*  +  r*-l>*  =  2r98ill:o, 

25)  *W__J*!_  .   -A-  .  1 

y  9>(0)      2or  sin  :0  rsinz0 

Dies  ist  die  gesachte  Funktion  a?(A);  rsinz0  hat  darin  die  Bedeu- 
tung einer  Constanten;  setzt  mau  dieselbe  gleich  c,  so  kommt 

*}  V  (0)  -  2«c  +  c  1  K 

Das  quadratische  Glied  ist  nur  eine  sehr  kleine  Grösse,  des- 
halb weicht  die  ermittelte  Funktion  q>(h)  wenig  von  einer  linearen 
Funktion  ab. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  die  Kefraction  7.11  bestimmen.  Man 
hat  annähernd  qx  =  s  =  /sin:,,,  daraus  fol«t 

22   /  s   s_ 

"  ~~  2r  —  2rsin:0  2c 

■ 

Die  Kefraction  u  ist  demnach  proportional  dem  Centriwinkel 
r  oder  der  linearen  Entfernung  «.  Die  Constante  c  wird  gleich 
dem  Radius  der  Lichtcurve,  sobald  die  Zenithdistanz  90°  beträgt. 
Man  kann  sich  Lage  und  Grosse  dieser  Radien  leicht  vorstellen, 
sobald  man  auf  der  Verlängerung  der  Normalen  ac  die  Constante 
c  abträgt  und  dann  die  Senkrechte  mn  zieht.  Diese  Senkrechte 
ist  der  geometrische  Ort  der  Krümmungsmittelpunkte  aller  vom 
Punkte  a  aus  in  der  angenommenen  Ebene  denkbaren  Lichtcurven. 
Die  Constante  c  ist  durch  Beobachtung  bestimmt  und  gleich  7  bis 
0  Erdhalbmessern  gefunden  worden. 
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B.   Die  horizontale  Abweichung  der  Lichtcurve  auf 

dem  Erdsphäroid. 

Wir  wenden  zur  nähern  Bestimmung  der  horizontalen  Ab- 
weichung des  Lichtstrahls  die  im  §.  4.  bezüglich  der  kürzesten 
Linie  befolgte  Methode  an,  wonach  gewisse  äusserste  Grenzen 
ermittelt  werden,  innerhalb  welcher  sieb  die  gesuchte  Curve  be- 
iludet. Die  Lichtcurve  hat  mit  der  kürzesten  Linie  die  Eigen- 
schaft gemein,  dass  ihre  benachbarten  Elemente  mit  der  betref- 
fenden Fiächennormalen  in  einer  Ebene  liegen.  Diese  Eigenschaft 
war  das  wesentliche  Moment  in  der  Beweisführung  des  §.  4,  die 
dort  gezogenen  Schlussfolgerungen  haben  mithin  auch  in  Bezug 
auf  die  Lichtcurve  Geltung,  d.  h.  die  Lichtcurve  liegt  zwischen 
den  beiden  Normalschnitten  ihrer  Endpunkte.  Verbindet  man  mit 
diesem  Ergebniss  die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  über 
die  verticale  Strahlenbrechung,  so  erhält  man  die  zur  Bestimmung 
der  aussersteu  Grenzen  nüthigen  Data.  In  Fig.  10  stellt  ai  den 
Radius  der  Lichtcurve  a$xb  in  der  Normalebene  acb,  bh  bin* 
gegen  denselben  Radius  in  der  Normalebene  bf/a  vor.  Be- 
schreibt man  mit  beiden  Radien  Kreisbogen,  so  hat  man  die  Nor* 
schnitte  der  Lichtcurve.  Für  den  Winkel,  den  die  Tangenten 
dieser  Normalschnitte  mit  einander  bilden,  giebt  der  §.  4.  die 

Formel  Jn  =  6s\nu.    Im  vorliegenden  Falle  ist  sinw  =  ^;>  mithin 

Der  grösste  Abstand  D  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung 

öl  =  J  -5- 

Der  Radius  der  Lichtcurve  ist  nach  dem  vorigen  Paragraphen 
ohngetahr  gleich  7  Erdhalbmessern,  oder,  mit  Bezug  auf  die 
Formeln  14),  15)  und  17),  =  7. k.  Die  Werthe  von  An  und  D 
sind  mithin  durch  7  zu  dividiren,  wenn  man  von  dem  Unterschiede 
der  Normalschnitte  auf  dem  Spliäroid  zu  dem  Unterschiede  der 
Normalschnitte  der  Lichtcurve  übergeht.  Führt  man  diese  Ope- 
ration in  Betreff  der  im  §.  4.  ermittelten  numerischen  Werthe  aus, 
so  findet  sich,  dass  die  Abweichungen  ausserhalb  der  Grenze  der 
Sichtbarkeit  liegen.  Der  Winkelunterschied  beträgt  0,03"  und 
grösser  kann  auch  im  ungünstigsten  Falle  die  Differenz  zwischen 
Normalscbnitt  und  Lichtcurve  nicht  werden.  Die  Lichtcurve  fällt 
also  für  die  Praxis  vollständig  mit  dem  Normalschnitt  zusammen. 
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Zu  demselben  Resultate  gelangt  man,  wenn  sich  die  Beob- 
achtongsorte  in  verschiedenen  Hohen  Aber  der  Meeresfläche  be- 
finden. Die  Elevation  ist  in  allen  Fällen  sehr  gering,  deshalb 
weichen  Entfernung  der  Punkte,  sowie  Radius  der  Lichtcurve 
wenig  von  den  entsprechenden  Grossen  des  vorbin  bebandelten 
Falles  ab. 

Aus  der  obigen  geometrischen  Entwickelung  ist  deutlich  zu 
erkennen,  wie  die  Grosse  der  horizontalen  Refraction  mit  der  In- 
tensität der  licbtbrechenden  Kraft  zusammenhängt  Setzt  man 
z.  B.  den  Krümmungsradius  der  Lichtcurve  gleich  dem  Erdradius 
voraus,  so  würde  der  Lichtstrahl  nicht  den  Nor  maisch  nitt,  sondern 
die  geodätische  Linie  beschreiben. 

> 

Die  horizontale  Abweichung  der  astronomischen  Lichtcurve 
lässt  sich  theoretisch  nicht  ermitteln,  weil  die  mathematischen 
und  physikalischen  Verhältnisse  der  Atmosphäre  nicht  hinlänglich 
bekannt  sind.  Man  kann  die  Lage  dieser  Curve  auch  nicht,  wie 
oben  geschah,  mit  den  Normalschnitten  der  Endpunkte  vergleichen, 
selbst  wenn  diese  bekannt  wären,  weil  die  Normalscbnitte  für 
solche  Punkte,  welche  in  beträchtlichen  Huben  liegen,  eine  andere 
Bedeutung  erlangen.  Die  höhern  Luftschichten  werden  nicht  mehr 
durch  Parallelflächen  zum  Erdsphäroid  begrenzt,  die  Normalen 
der  sich  auf  den  verschiedenen  Niveauflächen  entsprechenden 
Punkte  fallen  deshalb  nicht  in  eine  gerade  Linie  zusammen,  sie 
bilden  vielmehr  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eine  Curve,  welche  die 
örtlichen  Normalen  der  Niveauflächen  einhüllt.  Selbst  der  zenithale 
Lichtstrabi  ist  mitbin  keine  grade  Linie,  sondern  eine  Curve, 
welche  nahe,  aber  nicht  ganz,  mit  der  Umhüllungslinie  der  Nor- 
malen übereinstimmt. 

Unter  solchen  theils  unbekannten,  theils  complicirten  Verhält- 
nissen kann  die  Ermittelung  der  horizontalen  Abweichung  der 
astronomischen  Lichtcurve,  wenn  eine  solche  überhaupt  bemerkbar 
ist,  nur  Aufgabe  der  Beobachtung  sein. 

Hätte  man  es  nur  mit  Kugelflächen  zu  thun,  so  würde  die 
Gleichung  21  einigen  Aufschluss  über  die  Höhe  des  lichtbrechenden 
Mittels  geben.  Die  astronomische  verticale  Strahlenbrechung  ist 
durch  Beobachtung  bestimmt  worden,  man  kennt  also  die  Winkel- 
differenz der  ersten  und  letzten  Tangente  der  Lichtcurve.  Stellt 
in  Fig.  11  ab  die  Lichtcurve,  ad  die  Tangente  derselben  am 
Beobacbtungsorte,  ae  die  Richtung  nach  dem  Stern,  übe  die 
letzte  der  lichtbrechenden  Schichten  vor,  so  sieht  man  leicht, 
dass  der  Eintrittspunkt  b  des  Lichtstrahls  zwischen  den  Punkten 
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c  und  d  enthalten  sein  muss.  Für  den  Punkt  d  erhält  man  aus 
der  Figur  die  Relation  (o  +  A)sine  =  psinzQ.  Nennt  man  die  Re- 
fractioD  ac,  so  ist  t>  =  ^  — m,  also  sine  =  sin r,  cos u  —  cos  zt  sinn. 
Ferser  hat  man  die  Formel  der  verticalen  Strahlenbrechung 

sinxj      y  (A)  p 
sinzo-XO)'  *  +  A* 

Etiminirt  man  it  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  lost  nach 
A  auf,  so  erhfilt  man 

Damit  ist  eine  untere  Grenze  für  die  Hobe  der  Atmosphäre  er- 
mittelt Wollte  man  dieselbe  Methode  in  Bezug  auf  den  Punkt 
c  zur  Ermittelung  einer  obern  Grenze  anwenden ,  so  würde  man 
keinen  bestimmten  Werth  för  h  erhalten. 

Die  Erde  bat  zwei  Punkte  sphärischer  Krümmung,  nämlich 
die  beiden  Pole;  dort  angestellte  Beobachtungen  würden  mithin 
der  angedeuteten  Rechnung  unterworfen  werden  können.  Viel- 
leicht liefert  die  nächste  deutsche  Nordpolexpedition  hierzu  einiges 
Material. 
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VI. 

Nachtrag  zu  der  Abhandlung:  „Die  geodätischen  Cor- 
rectionen  der  auf  dem  Sptiäroid  beobachteten 
Horizontalwinkcl.    Nr.  V." 

„  Von 

- 

dem  Geodäten  Herrn  A.  Sonderhof 

in  Hohnstedt  bei  Greunaen  in  Seh  w arz  b  u  rg-S oncl  ers  Ii  au s r  n. 

  ■  '% 

(Fig.  8.  Taf.  IL) 

Am  Schlüsse  des  §.  4.  kam  die  Formel  zur  Erwähnung,  welche 
den  Unterschied  zwischen  dem  Azimuth  der  kürzesten  Linie  und 
dem  des  Normalschnitts  darstellt.  Sie  wurde  dort  als  bekannt 
vorausgesetzt  und  ist  in  der  That  auch  schon  auf  verschiedene 
Weise,  aber  stets  nach  der  analytischen  Methode  entwickelt 
worden.  In  Folgendem  soll  die  Aufgabe  auf  geometrischem  Wege 
gelöst  werden.  Es  dürfte  diese  Lösung  insofern  vielleicht  von 
einigem  Interesse  sein,  als  sich  dadurch  unmittelbar  die  Abkür- 
zungen und  Annäherungen  erkennen  lassen,  welche  die  gedachte 
Formel  voraussetzt. 

Wir  nehmen  an,  das*  die  Veränderungen,  welche  Azimuth 
und  Krümmungsradien  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  betrachteten 
Linie  erleiden,  vernachlässigt  werden  können.  Dadurch  geht  in 
der  Gleichung 

o  /  I       1  \  s'"»  «cos« 
Jn  =     I  1  — ~t   , 

welche  nach  6.  4.  den  Winkelunterschied  zwischen  den  Tangenten 
der  beiden  Normalschnitte  ausdrückt,  die  Grösse 

(JL      1  "\sinotcosft 
Qo  "~  Qi)  2q 

in  eine  Constante  über. 
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Denkt  man  sich  nun  erstens  die  kürzeste  Linie  in  unendlich 
riele  kleine  und  gleiche  Theile  zerlegt  und  alle  Normalschnitte 
zwischen  den  auf  einander  folgenden  Theilpunkten  construirt,  so 
ist  in  Folge  der  obigen  Annahme  der  Winkel  unterschied  Jn  für 
alle  diese  Curvenelemente  derselbe,  d.  h.  in  Bezug  auf  die  bei- 
gefügte Fig.  12. 

Z.dbc  =  ^Lecrn  =  Afjmn  =  ds2 .  c, 

wenn  man  nämlich  mit  v  die  Grosse  (- —  —  V'n"cosc  bezeich- 

net,  und  wenn  die  Linien  bd,  ce  und  mg  die  rückwärts  verlän- 
gerten Tangeuten  der  Normalschnitte  darstellen. 

Verbindet  man  ferner  alle  Punkte  6,  c,  m,  n  u.  8.  w.  mit  dem 
Anfangspunkt  a  durch  die  zugehörigen  Normalschnitte ,  so  folgt 
ebenfalls  aus  obiger  Annahme,  dass  der  Unterschied  zwischen 
dem  Normalschnitt  und  der  kürzesten  Linie  an  dem  einen  End- 
punkte jeder  Linie  ab,  ac,  am,  u.  s.  w.  gleich  ist  derselben  Grösse 
am  andern  Endpunkte. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  lässt  sich  nunmehr  die  Ver- 
änderung ermitteln,  welche  das  Azimuth  irgend  eines  Normal- 
Schnitts  aalin  erleidet,  sobald  man  von  einem  Punkte  m  zum 
nächsten  Punkte  n  übergeht. 

Wenn  die  Linie  mf  die  Verlängerung  der  Tangente  des  Nor- 
malschnitts aaxm  bedeutet,  so  ist  der  Winkel  fing  oder  amc 
gleich  dem  W;inkel  zwischen  den  beiden  Normalschnitten  aaxm 
und  moija  weniger  dem  Winkel  zwischen  einem  dieser  Normal- 
schnitte und  der  kürzesten  Linie.  Nennt  man  den  Bogen  des 
letzten  Winkels  Sm,  so  erhält  man  daher  die  Gleichung 

arc  fing  =  (m .  ds)*.  v  —  Sm, 

sobald  m  zugleich  die  Stellenzahl  des  betreffenden  Curvenelements 
vorstellt. 

Addirt  man  nun  zum  Bogen  fing  den  Bogen  ginn,  welcher 
den  Werth  besitzt,  und  multiplicirt  danach  mit  ds,  so  folgt 

erstens  der  lineare  Werth  des  Bogens  fn  durch  die  Formel: 

fn  ==  [(>/!*  +  1)  ds2 .  v  -  Sm]  ds, 

m 

und  ferner  die  azimuthale  Veränderung  des  Normalschnitts  durch 
die  Gleichung 

0/t*+1)ds*.t>—  Sm 
n 

Die  letzte  Formel  kann  man  besser  so  schreiben : 
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(I) 


.    =  [(n-\)*  +  \]ds*.v—Sn-ir 

n 


wenn  allgemein  mit  n  die  Stellenzahl  der  Curvenelemente  be- 
zeichnet wird. 

Es  kommt  nun  darauf  an,  die  sämmtlichen  Winkelincremente, 
deren  allgemeine  Gleichung  eben  entwickelt  wurde,  zu  summiren, 
um  dadurch  die  azirauthale  Differenz  zwischen  dem  Normalschnitt 
und  der  kürzesten  Linie  zu  finden.  Setzt  mau  in  der  Gleichung 
(1)  für  n  nach  und  nach  alle  ganzen  Zahlen  von  2  bis  n  und 
beachtet,  dass  S„-i  gleich  ist  der  Summe  der  Winkelzunabmen 
dal ,  <lat,  f{a3  bis  </«„-i,  so  erhält  man  die  Werth«: 

das  es   g  •  tür .  r,  • 

3*41-        3  f~i 
dttA  =  .(Is^.Vj  u.s.  \\ . 

Die  ersten  Glieder  der  Reihen  lassen  sich  allgemein  durch 
w*+  1 

die  Form — r-s-  darstellen,  welche  man  auch  schreiben  kann: 
114 1 

w1-!  .     2   2 

«+i  +  it  +  i-*"*1  +  n+  r 

Integrirt  man  nun  den  letzten  Ausdruck  und  setzt  n=x,  so 
ergiebt  sich  dadurch  die  Grosse  -y« 

n* 

Daraus  ist  zu  ersehn,  dass  die  Reihensumme  den  Werth  V) 

nicht  uberschreitet  und  dass  man  sicher  zu  einer  Annäherungs- 
grenze gelaugt,  sobald  man  mehr  und  mehr  auf  einander  folgende 
Werthe  von  da  summirt  und  durch  das  Quadrat  der  Anzahl  der- 
selben dividirt. 

Es  giebt  aber  einfachere  Methoden,  die  Annäherungsgrenze 
zu  ermittelo.  Alle  Glieder  der  durch  (!)  repräsentirten  Glei- 
chungen enthalten  den  gemeinschaftlichen  Factor  ds*.v;  elimiuirt 
man  denselben,  so  entsteht  die  Form 

a  ä. .=(»-')uj-c-, 

Q 

Die  Grusse       nähert  sich,  wie  bereits  oben  bemerkt  wurde, 
einer  bestimmten  Grenze.    Daraus  folgt,  dass  die  Differenz 
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Gn  Ga— 1    -v 

«•  ~  (»-!)*- " 

uro  so  kleiner  wird,  je  mehr  die  Zahl  n  wächst,  and  dass  sie 
schliesslich  für  n  =  oo  verschwindet  Diese  Eigenschaft  der  ge- 
dachten Differenz  führt  auf  ein  Mittel  zur  Bestimmung  der  An- 
näherungsgrenze: Zwei  auf  einander  folgende  Werthe  von  G  sind 
dorch  die  Relation 

Gn-\  +  dan  =  Cr« 

verknüpft,  welche,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (2),  die  Be- 
rechnung des  einen  durch  den  andern  ermöglicht.  Berechnet  man 
nun  den  Unterschied  D,  indem  man  versuchsweise  der  Grösse 
Gn-i  verschiedene  willkürliche  Werthe  beilegt,  so  wird  man 
ebensoviel  verschiedene  Werthe  von  D  erhalten.  Für  ein  sehr 
grosses  n  muss  aber  nach  dem  Vorhergehenden  die  Differenz  D 
verschwinden;  deshalb  schliefst  man,  dass  derjenige  Werth  von 
Gn-i  dem  wahren  am  nächsten  komme,  welcher  (nach  Ausweis 
der  Rechnung)  die  Grosse  D  zu  einem  Minimum  macht. 

Fahrt  man  die  Rechnung  für  die  Zahl  n  =  1000  aus ,  so  er* 
giebt  sich  folgendes  Resultat: 

Der  Grosse  =  <W  entspricht  der  Werth  ^  =  0,4995 

99         99  99  vr»  99  99  99       99  .0,3997 

„      „         „         0,333333  „       „     „  0,333332 

99       99  99  0,32       „         ,,       ,,      ,,  0,32003 

99  99  99  0,3  „  t9  99  99  0,30009. 

I 

Aus  dieser  Berechnung  folgt  also,  dass  sich  die  Reihensumme 

n2 

mit  wachsendem  n  der  Grösse  y  oähert.  Der  Unterschied  zwi- 
schen dem  Azimuth  der  kürzesten  Linie  und  dem  des  Normal- 
Schnitts  wird  daher  ausgedrückt  durch  die  Formel 

da  —  n*d**'9  —  f*,p  s%  f\  ,  J_\ sin  «cosa 

In  Uebereinstimmung  mit  der  Entwicklung  des  §.  4.  beträgt 
derselbe  i  des  Winkels  zwischen  den  Tangenten  der  beiden  Nor- 
malschnitte. 

Damit  wäre  die  Aufgabe  auf  geometrischem  Wege  gelost. 
Es  kann  zum  Schlüsse  noch  erwähnt  werden,  dass  nach  derselben 
Methode  und  unter  ähnlichen  Voraussetzungen  sich  auch  die  hori- 
zontale Abweichung  der  Lichtcurve  ermitteln  lässt  Wir  übergehen 
aber  diese  Ermittelung  wegen  der  Geringfügigkeit  des  Objects.  ^* 


* 
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VII. 

I  fr  t 

,  Les  angles  que  les  cotes  du  triaogle  forment  avec 
leurs  lignes  de  gravhe"  respectives  *). 

- 

Par 

Monsieur  le  professeur  Fasbender 
aThorn. 

•  *'  *  ^ 

■  I  I 

w  *  v 

La  relatioo  qui  existe  entre  les  cotangentes  des  trois  angles 
AA'B,  BB'Cg  CC'A,  etant  A\  B,  C  les  milieux  des  cdte» 
respectivement  opposes  anx  sommets  A,  ßt  C  du  triangie  ABC, 
est  demontrcie  d'une  maniere  tres*  elegante  au  moyen  des  cotan- 
gentes des  angles  A,  B,  C.  Soit  CD  la  perpendiculaire  menee 
du  soromet  C  au  cdte*  BA.  Designons  par  a,  ß>  /  les  angles 
AA'B,  BB'C,  CCA.  Alors  de  l'inspection  des  trois  triangles 
rectangles  CDBt  CDA,  CDC  il  resulte 

.  cotang/?  — cotang =5  2  cotang  y, 

Tangle  y  dtant  aigu  ou  obtus.  Par  la  memo  construction  effectuee 
sur  les  deux  autres  cdtes  du  <riangle  on  trouve  j  ,u 

*  *■  p  » 

eotang  C —  cotang  B  =  2  eotang  a, 
cotang  A-  cotang  C=2cotang0, 

d'ou  l'en  tire 

cojang  et -f- cotang  ß  -f-  cotang  y  ^=  0. 
— • — — ~—  :    .  j 

•)  Voir  Archiv.   T.  XLIX.  Nr.  -XI.  jr  ltft. 
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On  peut  deduire  encore  les  trois  equations  precldentes  sans  avnir 
recours  aux  hauteurs  du  triangle,  en  transforniant  la  proportion 

i 

sin(£  +  C)is\\\  V  =  <2sin(fi  +  «):sina 

et  les  dem  proportions  analogues. 

De  plus,  ces  4quations  renferment  la  Solution  trigonoraetrique 
du  probleme,  connaissant  les  aogles  er,  ß,  y,  determiner  A,  B,  C. 
Pour  determiner  langle  C,.on  ^limine  B  entre  le*  deux  equations 

cotaog  C— cotang  Z?  =  2cotanga 
—  cotang  (I?  f  O— cotang  C  =r  2  cotang/? 

ce  qui  donne 

3.cotang*  C—  4.(cotanga — cotang£).cotang  €=■  l-|-4cotanga.cotangß. 


La  maniere  dont  j'ai  etä  conduit  primitivement  ä  l'equation 
cotango  -f  cotang ß  +  cotang  y  =  0,  en  contleni  encore  une  demon- 
stration,  cest  pourquoi  je  vats  l'exposer.  Je  m'occupai  ä  traiter 
comme  exercice  de  g^ometrie  analytique  le  probleme,  tres-simple 
d'ailleurs  quant  ä  la  conatruction  purement  ge'ome' trique ,  etant 
donnes  le  cdte  BA  et  les  deux  angle»  BA'A  et  BBfA,  r&oudre 
le  triangle.  Soit  BA  l  axe  des  abscisses  positives,  B  l'origine 
des  coordonne^es,  c  la  longueur  du  cdte*  BA.  Le  poiut  Af  se 
troove  sur  Tarc  du  segment  capable  de  langle  a  decrit  sur  le 
cöte  BA.  Or,  la  circonfe>ence  dont  cet  arc  fait  partie,  a  l'equation 

+  x*  =  cy\  cotang  a  -f-  cx. 

Faisoos  CD  =  u,  BD  =  v,  Nous  aurons  pour  le  point  A' 

y  =  +  \u,   x  =  +  ie, 

par  consequent 

$tt*  +  \x>%  =  ict«.  cotang  a-fice  1) 

De  plus,  pour  le  point  B'  on  a 

3  =  +  fr,  +[(>  +  ic). 
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Ce  point  se  trouvant  aar  l'arc  da  eegment  capable  de  Tangle 
180° — ß  decrit  aur  le  cdte*  BA9  aea  coardooneee  doivent  aatisfaire 
ä  l  equatioo 

y*+x%  =  —  cy.cotangj?+or. 
Nous  auron8  donc 

i«*+i(»  +  c)«  =  — |cn.cotang/S  +  4c.(a+c). .  .  .2) 
En  retranchant  l'eqoaÜon  2)  de  I)  od  troave 

cotanga -fcotangß  =  ^~~m 


Le  triangle  rectangle  CDU  donne 


cotaagyss— 


d  oü  il  faulte 


cotango  +  cotaog/3  +  cotangy  =  0. 
Thorn,  23.  Aoüt  1869. 
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VIII. 

Applications  nouvelles  des  determinants  ä  la  geometrie. 

Par 

Monsieur  tl.  Versluys, 

Profeaseur  de  Mathlrnatiques  a  Groningue  (Pays-Kas). 


(Suite  de  Tome  L.  page  175.) 

Dans  les  paragraphes  suirants  j'ai  discute*  l'equation  göne>ale 
da  second  degre*  en  coordonnees  tangentielles  et  la  courbe  d'in- 
tersection  d'une  surface  du  second  degre*  et  d'an  plan.  J'ai  ajoute* 
quelques  autres  th «Sorem es  de  geom&rie  analytique. 


§.  18. 

Que  l'equation  glne>ale  du  second  degre*  en  coordonnees 
tangentielles  soit 

F(k,  fi,  v)  =  ai*  +  2Äif*  +  VgXv  +  bp*  +  2fiiv  +  cv*  =  0; 

que  l'äquation  tangentielle  d'un  point  soit 

pX  +  gp.  -f  rv  =  0. 

De  la  propri&e*  4noncöe  ä  la  fin  du  §.  2  suit,  que  les  deuz 
droites  qui  passent  par  le  point  et  qui  sont  tangentes 
ä  la  courbe  coincident  quand 


Q  = 


a  h  g  p 

h  b  f  q 

g  f  c  r 

p  q  r 
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est  egal  ä  nul;  que  les  droites  sont  reelles  et  distinc- 
tes,  quand  Q  est  positif;  et  que  ces  droites  sont  ima- 
ginaires,  quand  Q  est  negatif. 

Ainsi  quand  Q  est  zero  on  a  un  point  de  la  courbe;  quand 
Q  est  nägatif  le  point  est  intdrieur  ä  ia  conique;  quand  Q  est 
positif  le  point  est  exterieur  ä  la  conique. 


§.  19. 

Expritnons  en  coordonnees  tangentielles  la  condition  qui  ex- 
prime  que  les  point*  d'intersection  d'une  droite  et  d'une  conique 
soient  reelles.  Remarquons  potir  cela  que  dans  ce  cas  les  tan- 
gentes  de  la  courbe  qui  passent  par  le  pöle  de  la  droite,  sont 
reelles.  Quand  pf  q  et  r  sont  les  coordonne'es  de  la  droite,  le 
pdle  de  cette  droite  est 

BF      BF      BF  n 

p  (aX  +  hp+gv)  -f  q(h\  +  6u  +  fv)  +r(^A  +  /fi  +  cv)  =  0. 
Les  tangentes  qui  passent  par  ce  pdle  soot  reelles,  quand 


ö  h  9  Pi 

h  b  f  qx 

9  f  c  ri 

Pt  9i  ri 


>0. 


ou  l'on  a  fait 


Pi  =  ap  +  hq  +  gr,      ql  =s  hp  -f  bq  +  fr 
ri=gp+fq  +  cr. 

En  ajoutant  aux  termes  de  la  derniere  colonne,  ceux  de  la  pre- 
miere  colonne  multiplies  par  — p,  ceux  de  la  deuxieme  colonne 
multtplies  par  —q,  et  ceux  de  la  troisierae  colonne  roultiplies  par 
—  r,  on  obtient 


a  h  g  0 

h  b  f  0 

9  f  c  0 

Pi  9i  ri  ^(P»9*r) 


>0, 


ou  ce  qui  revient  au  meme 
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a   h  g 

h   b   f    <  0,  ou 
9   f  c 
F{p,  q>  r)  X  H  <  0. 


Par  consequent  d'une  droite  dont  les  coordonnäes  sontp, 
q  et  r  et  d'une  conique  les  points  d'i  ntersec  tion  sont 
reels,  qua  nd  F(p,  q,  r)  X  H  <  0;  les  points  d'intersec- 
tion  sont  imaginaires,  quand  F(p,  q,  r)xH  >  0;  la 
droite  est  taugente  ä  la  courbe,  quand  F(p,  g,  r)  =  0. 

Quand  A,  B  et  C  sont  les  cötes  du  triangle  de  refe*rence, 
A,  B  et  C  sont  les  coordonnäes  de  la  droite  ä  distance  infinie. 
Designons  cette  droite  par  rj.    La  conique  sera  tangente  ä  s\ 

F(A,  B,  C)  =  0; 

les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  v\  sont  reels,  quand 

F(A,  B,  QxH  <0; 

les  points  d'intersection  de  la  courbe  et  de  ^  sont  imaginaires, 
quand 

F{A,  B,  QxH>0. 


§•  20. 

Tous  les  points  du  lieu  repr&ente  par  lequatioo  generale 
du  second  degre  en  coordonnees  tajigentielles  sont  situäs  en  ligne 
droite,  si 


=  0. 


a   h  g 
H=,   h  b  f 

9    f  * 

Quand  H  =  ö,  les  trois  binömes 

i  —  AV  bc—f*t  ca—g* 


ont  des  signes  semblables  et  Q  a  le  signe  contraire  de  ces  bU 
ndraes. 

Donc  quand  //  =  0  et  l'un  des  binömes  negatif,  les 
droites  qui  sont  tangentes  ä  la  conique  et  qui  passent 
par  le  point 


pX  +  qp  +  rv  =  0 


4* 
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sont  reelles  pour  toutes  les  valeurs  de  p,  7,  r.  Ces 
droites  sont  iraaginaires,  quand  /f  =  0  et  Tun  des  bi- 
nömes  positif. 

9.  21. 

L'^quation  generale  du  second  degre  en  coordonnäes,  tangen- 
tielles  peut  representer 

1.  Une  byperbole. 

2.  Une  parabole. 

3.  Une  ellipse. 

4.  Un  lieu  imaginaire. 

5.  Deuz  points  reels  et  distincts. 

6.  Deux  points  imaginaires  ou  une  droite. 

7.  Deux  points  coTncidents. 

Caracteres  de  ces  eas. 

1.  Tous  les  points  du  lieu  ue  sont  pas  situes  en  ligne  droite 
et  il  est  rencontre*  par  17  en  deux  points  reels  et  distincts;  en 
sorte  qu'on  a 

#>0,   F(A,  B,  C)XÄ<0. 

De  ces  deux  conditions  la  seconde  renferme  la  premiere. 

2.  Tous  les  points  du  lieu  ne  sont  pas  situes  en  ligne  droite 
et  t)  est  tangente  ä  la  courbe.    On  a  donc 

H>0,   F(A,  B,  C)  =  0. 

3.  et  4.  Des  raisonnements  tout-ä-fait  analogues  ä  ceux 
des  cas  correspondants  du  §.8  nous  font  voir  qu'on  a  pour  une 
ellipse 

F{A,  B,  OX#>0, 

a 

ab  _  /|9  et  —  tous  les  deux  negatifs  ou  Fun  des  deux  negatif ; 
pour  un  lieu  imaginaire 

F{A,  B,  QXÄ>0,   a6-Ä*>0,  ^>0. 

5.  et  6.  Tous  les  points  du  lieu  sont  situes  en  ligne  droite, 
de  sorte  qu'on  a  dans  les  deux  cas  H  =  0. 
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Pour  discerner  deux  points  reels  d'avec  deax  points  imagi- 
naires,  remarquous  que  dans  le  premier  cas  les  deux  droites  qui 
passent  par  un  point  arbitraire  et  par  l'uo  des  points  du  lieu  sont 
reelles,  ce  qui  donne  d'apres  le  §.  20 

Tun  des  bindmes  negatif. 

Dans  l  autre  cas  ces  droites  sont  imaginaires,  ce  qui  donne 

Tun  des  bindmes  positif. 

7.  L'equation  du  second  degre  doit  etre  un  carre*  parfait, 
ce  qui  donne 

ab  —  ä2  ==  bc  -  y*  =  ca  -  f*  =  0. 


§.  22. 

II  y  a  donc  des  relations  analytiques  qui  doivent  exister  daus 
les  divers  cas.  Ces  relations  sont  telles,  que  les  relations  qui 
doivent  exister  dans  deux  de  ces  cas  ne  peuvent  pas  exister  en 
nie  nie  temps.  On  peut  donc  röciproqueraent  de  l'existence  des 
relations  conclure  ä  la  figure  du  lieu. 

Eu  resumant 

F(A,  B,  QxÄ<0  annonce  uoe  byperbole; 

H  ^0,  F{A,  Bt  C)=0  uoe  parabole; 

F(A,  Bf  QxH>0,  ab—h*  et  ^tous  les  deux  negatifs  ou  lun 
des  deux  negatif  une  ellipse; 

F(^,Ä,Qx//>0,  a6-A*>0,  -~>0      un  lieu  im aginaire; 

tt 

H  =  0t  un  des  bindnies  negatif  deux  points  röels; 

//  =  0,  un  des  bindmes  positif  une  droite; 

les  trois  bindmes  ze>o  deux  points  coVnci dents. 

Diseusslon  de  la  courbe  d'intersection  d'un  plan  et 
d'une  surface  da  second  deyre  dont  on  eonnalt  le  genre. 

§.23. 

En  discutant  la  courbe  d'intersection  du  plan 
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et  de  la  surface 

aa* + cy* -f dS* + 2lßy  +  Imya +2na/3+ 2j9aä + 2qßH'lryö  =  0, 
noos  ferons  an  asage  continuel  des  determinants 


a 

n 

m 

p 

1 

a  n 

m 

p 

Ax 

A 

n 

b 

l 

9 

n  b 

/ 

9 

B 

m 
P 

l 
9 

c 
r 

r 

d 

C 

D, 

tn  l 
P  9 

c 
r 

T 

d 

ct 

C 
D 

c, 

D, 

Av  Bx 
A  B 

Cx 

c 

D 

C    6    n  e. 
La  condition  Q  =  0  exprime  que  !e  plan 

passe  par  le  point  double  de  la  surface.  Quand  Qz=0  la  courbe 
d'intersectioo  peut  etre 

un  seul  point, 
deux  droites  coi'ocidentes, 
deux  droites  qui  s'entrecoupent. 

Dans  le  premier  de  ces  cas  les  points  d'intersection  de  la 
surface,  du  plan  secant,  et  du  plan  ä  distance  infinie  sont  imagi- 
naircs;  d'oü  suit  d'apres  la  propriete  euoncee  T.  L.  page  163,  que 
R  doit  6tre  positif. 

Dans  le  deuxieme  cas  R  doit  etre  zero. 

Dans  le  rroisienie  cas  R  iloit  etre  negatif. 

Quand  Q  n'est  pas  zero,  le  plan  secant  ne  passe  pas  par  le 
sonmiet  du  cdne.    La  courbe  d'intersection  peut  etre  alors 

une  ellipse, 
uue  parabole, 
une  hyperhole. 

D'apres  la  propriete  de  T.  L.  page  163  on  a  dans  le  cas  d'uue 
ellipse  R  positif,  dans  le  cas  d'une  parabole  R  =  0,  et  dans  le 
cas  d'une  byperbole  R  negatif. 

Les  six  cas  qu'il  y  a  ä  distinguer  ä  l'egard  de  la  courbe 
d'intersection  et  les  caracteres  de  ces  cas  sont  donc 
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1.  Cn  seul  point: 


Q  =  0,  H  >  0. 


2.  Dcux  droit  es*  coi'iicidentes:  Q  =  0,  #  =  0. 
15.  Üeux  droites  secantes: 

4.  Ellipse: 

5.  Parahole: 


6.  Hyperbole: 


Q  =  0,  Ä  <  0. 

Q  >  Ü,  Ä  >  0. 

Q  >  0,  R  =  0. 

4>  >  0,  /?  <  0. 


Cy  lindre. 


La  courbe  d'intersection  d'un  plan  et  d'uu  cylindre  dont  on 
sait  qu'il  est  hyperliolique,  parabolique  ou  elliptique,  est  une  co« 
nique  de  genre  determine,  quand  Q  differe  de  nul.  Quand  Q  est 
nul  la  courbe  d'intersection  peut  4tre 

deux  droites  paralleles, 
iniaginaire, 
deux  droites  coi'iicidentes. 

Dans  le  premier  cas  les  points  d'intersection  de  la  sur- 
face,  du  plan  donne,  et  d'un  plan  arbitraire 

/f2«  +       +  C2y  +  D2d  =  0 

sont  reels  et  distincts.  II  faut  pour  cela  qu'on  ait  pour  des  va- 
leurs  quelconques  de  A%%  ß2,  C2,  D2 

a  n  m  p  Ai  A$ 
n  b  l  q  Bx  B% 
m  l  c  r  Cy  Qi 
/>  q  r  d  Di  D2 
A,  B>  C\  Dl 
Bt  Ct  Dt 

Putsque  Q=zQt  le  dlterminant  precödent  sera  un  carre  parfait 
(Salnion,  Modern  higher  algebra,  36;  Baltzer,  Determi- 
nanten, §.6,  4)  par  rapport  a  A2f  B^,  C2,  D%%  et  il  sera  negatif, 
quand 

a  n  m  Ax 
n  b  i  Bx 
m  l  c  C, 
At  Bt  C\ 


<  0 


5  = 


^  0 
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Dans  le  deuzieme  cas  on  deraontre  de  la  nierae  nianiere 
quon  doit  avoir 

5<0. 

Dans  le  troisieme  cas  il  est  eVidemment  näcessaire  et 
Süffisant  qu'outre  la  coodition  Q  =  0,  une  condition  de  plus  soit 
remplie.  Puisqae  l'avant-dernier  deterroinant  doit  etre  ze>o  alors, 
nous  pouvons  prendre  pour  cette  condition 

5  =  0. 

Cylindre  h y perbolique. 

La  courbe  d'intersection  peut  e"tre 

1.  Deuz  droites  coi'ncidentes:  Q  =  0,  5  =  0. 
%  Deuz  droites  differentes:     Q  =  0,  5  >  0. 

3.  Imaginaire :  Q  =  0,  5  <  0. 

4.  Hyperbole:  Q  >  0. 

Cylindre  parabolique. 
La  courbe  d'intersection  peut  £tre 

1.  Deuz  droites  coi'ncidentes:    Q  =  0,  5  =  0. 

2.  Deuz  droites  distinctes:        Q  =  0,  5  >  0. 

3.  Imaginaire :  Q  =  0,  5  <  0. 

4.  Parabole:  Q  ^  0. 

Cylindre  eliiptique. 
La  courbe  d'intersection  peut  £tre 

1.  Deuz  droites  coi'ncidentes:    Q  =  0,  5  =  0. 

2.  Deuz  droites  distinctes:       Q  =  0,  5  >  0. 

3.  Imaginaire  j  0  =  0,  5  <  0. 

4.  Ellipse :  Q  >  0. 


§.  24. 

Avant  de  passer  auz  autres  genres  de  surfaces  du  second 
degre,  nous  allons  de'montrer  quelques  tböoremes; 
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Quand  la  surface  n'a  pas  de  poiot  double,  Q  cori- 
sidere*  comme  fonction  de  Ax,  Bx,  Cx,  Dx  n'aura  ni  va- 
leur  maxi m um  ni  valeur  minimum. 

Quand  Q  est  maximum  ou  minimum,  on  peut  satisfaire  par 
an  Systeme  de  valeurs  de  Ax,  Bl9  Cx,  Dx  aux  equations 

30  _n  W         dQ  dQ 


Quand  on  designe  dans 


a 
n 
m 

P 


n    m  p 

b     t  q 

c  r 

r  d 


l 
9 


le  coeflicient  de  a  par  alt  de  6  par  bx,  de  c  par  er, ,  etc.,  alors 
od  peut  ecrire  les  äquations  precedentes 

Axax  +  Bxnx  -f  Qihx  +  APi  =  0, 

ifjii!  +  #A  +  C,/,   +  A?i  =  0, 

Aimi  +  A'i  +        +  An  =  0, 

<*iPi  +  Bxgx  +  cxrx  +A^i  =0. 

Pour  qu'il  soit  posaiblc  de  satisfaire  ä  ce  Systeme  d'e*quations 
par  des  valeurs  de  AXt  Bx,  Ci,  Dx  qui  ne  aont  pas  toutes  ze>o, 
on  doit  avoir 


ax  9i|  mx  pi 

«i  *>x  lx  qx 

wt,  lx  cx  r, 

Pi  9i  rx  dx 


=  0. 


Or  ce  determinant  est  le  reeiproque  de  H  et  par  consequent  egal 
ä  HK  Donc 

#»  =  0, 
ou  Ä  =  0, 

d'oü  suit  que  Q  ne  peut  dtre  ni  maximum  ni  minimum,  quand  la 
surface  n'a  pas  de  point  double. 


§.  25. 


L'equation  d'un  plan  soit 
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Aa  +  Bß+Cy+  DS  =  0. 

Le  premier  membre  de  cette  equation  est  une  fonctioii  continue 
de  a,  ß,  y,  ö.  Ainsi,  quand  ce  premier  membre  obtient  des  signes 
contraires  pour  deux  systemes  de  valeurs  des  coordonn^es,  on  ne 
peut  passer  de  Tun  de  ces  systemes  ä  l'autre,  sans  que  la  va- 
leur  du  premier  membre  passe  par  ze>o.  La  signification  ge*ome- 
trique  de  cela  est  que  Ton  ne  peut  passer  du  point  represente 
par  le  premier  Systeme  de  coordounees  au  point  represente  par 
l'autre  Systeme  sans  traverser  la  surface. 

Reciproquement,  quand  on  traverse  leplan,  le  premier 
membre  de  l'equation  lineaire  c hange  de  signe. 

Pour  demontrer  cela,  que  <*,,  ßlf  y,,  d,  soit  un  point  du  plan, 
de  sorte  que 

A«x  +  ßßt  +  Cy,  +  DÖt  =  0. 

Les  deux  points 

«i+ö«,   ßi+öft   y,  rüy>    ä, +öd 

et 

ax  —da,    ßv  —dß,    y,  - dy,    dt  —  dö, 
que  nous  supposons  hors  du  plan,  son  situes  en  ligne  droite  avec 

«i»    ßit  n» 

et  se  trouvent  de  cötds  opposes  du  plan.  Pour  le  premier  des 
deux  points  le  premier  membre  de  l'equation  lineaire  est  e*gal  a 

Ada+Bdß  +  Cty  +  BM. 

Pour  l'autre  point  le  premier  membre  est  e'gal  ä 

-ABa-Bdß-Cdy-DM. 

Les  deux  valeurs  pre'ce'dentes  ayant  des  signes  contraires,  Ic 
theoreme  re'ciproquc  est  demontre. 

A  l'aide  de  ce  qui  precede,  on  peut  distinguer  si  deux  points 
se  trouvent  d  un  nieine  cöte  du  plan  ou  de  cötes  opposes. 

♦ 

■ 

§.  26. 

DeYignons  par  <p  (aßyö)  =  0  l'equation  d'une  surface  du  se- 
cond  degre*.  Pour  que  <p  soit  maximum  ou  minimum,  on  doit  avoir 

dep      dq>   _Bq>  dop 
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et  ceci  n'arrive  que  quand  la  surface  a  un  point  double,  ce  qui 
exige  que  ie  discriminant  de  <p  soit  zero. 

• 

q>(aßy&)  est  une  fonctinn  continue  de  «,  ß,  y,  d.  Quand  donc 
<p  obtient  des  signes  contraires  pour  les  coordonnees  de  deux 
points,  on  ne  peut  passer  de  Tun  de  ces  points  ä  lautre  sans 
passer  par  ze>o;  ou,  en  d'autres  mots:  on  ne  peut  passer  de  Tun 
des  poiuts  ä  l'autre  sans  traverser  la  surface. 

Keciproquement,  quand  le  discriminant  de  <p  n'est  pas 
zero,  la  valeur  de  g>,  en  passant  par  zero,  changera  de 
eigne  en  general. 

«1»   ßi>   ft>  *i 
ßoit  un  point  de  la  surface.    On  a 

8o>         dw         8g>  dw 

*  («ifty^i)  =  ^  «i  +  ^  ßi  +    ri  +  ^  *i  =  «• 

L  equation  du  planMangent  dans  le  point  donne*  est 

Quand  on  substitue  les  coordonnees  des  trois  points 

«ii  ft»  Yi>  si> 

«i  +  da,   &  +  Bß,    Yx  ^  By,       +  Bö, 

at— öa,   ßi—Bß,    yi— öy,    d\  —  dd, 

dans  l'e'quation  de  la  surface,  le  premier  membre  devient  ze>o 
pour  le  premier  de  ces  points.    Pour  le  deuxieme  point  on  a 

9>(«i  -r a«,  ft  +80,  yi  +8y,  d,  +8<5)  =  <p  (a, .  ft ,  Yi >  <*i )  f      3«  +  80 


ou 


yfo+da,  etc.)  =  g8a  +       + j£  8y  +|^ad) +cjp(8«,80,8y,8d), 


de  meine 


«Pto-a«,  etc.)  =  -@a«+^a/j+^ay+|^  ad)+9(aa,aftay,ado. 

Daos  cbacune  des  deux  equations  precedentes  le  dernier  terme 
du  secood  membre  est  infiniment  petit  du  second  ordre.  Le 
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signe  de  <p  s'accorde  donc  avcc  le  signe  de  l  autre  partie  du  se- 
cond  merobre;  et  ce  eigne  est  contraire  dans  les  deux  equations. 

Donc  quand  on  passe  d'un  point  situe"  d'un  cdte*  de 
la  surface  ä  un  point  situe  de  l  autre  cdte',  <p  cbange 
de  signe. 

Quand  les  trois  points  donnes  se  trouvent  tous  dans  le  plan 
tangent,  on  a 

<jp  K  +  Ba,     +  Bß,  Yi  +  By,  öi  +  Bö)  =  <P<Ba,  Bß,  By,  Bö), 

<p(«i  —  Bot,  ßi-Bß,  yj—  By,  öt—  Bö)  =  <p(Ba,  Bß,  By,  Bö), 

d'oü  resulte  que  9  ne  change  pas  de  signe  pour  les  points 
donnes,  quand  ces  points  se  trouvent  dans  une  tan- 
gente  ä  la  surface. 

De  ce  qui  precede  on  voit : 

Ladroite  qui  joint  les  points  (ctlf  ßx,  yt,  öt),  (0^,  ß&  y*>  ^2) 
rencontre  la  surface  en  un  seul  point,  quand 

<p(«ißiYiöi)   et  9(«AfM 

ont  des  signes  contraires;  cette  droite  ne  rencontre 
pas  la  surface,  ou  la  rencontre  en  deux  points  (dis- 
tincts  ou  coi' neiden ts),  quaud 

9>(«iftyi*i)   «t  <P(<**ß*Y2Si) 
00t  des  signes  seroblables. 

De  la  merae  maniere  ou  trouve  pour  une  conique  dont  on 
designe  l'equation  par  <p(ct,  ß,  y)  =  0: 

La  droite  qui  Joint  («iftyi)  ä  (<*2&y*)  rencontre  la  courbe  en 
un  seul  point,  quand 

9>(«iftyi)    et  q>(ce2ß%y2) 

ont  des  signes  contraires;  cette  droite  rencontre  la  conique  en 
deux  points  (distinets  ou  coi'ncidents),  quand 

v(«iftn)  ct  9 («Ar«) 

ont  des  signes  semblables. 

§.  27. 

Dans  le  paragraphe  24  il  est  de*jä  demontre  que  Q,  conside>e 
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eonme  fonctioo  de  Al9  Bx,  Cx,  Dx,  ne  peut  etre  ni  maxiniuni  ni 
miaimuni,  qoand  la  surface  n'a  pas  de  point  double.  En  ge*ne>al 
doDC  Q,  en  passant  par  ze>o,  changera  de  eigne.  Voyons  de  plus 
pres  ce  qui  peut  arriver,  quand  Q  passe  par  zero.  Pour  cela 
conside>ons  Ax,  Bt,  Cx,  Dx  com  nie  les  coordonnees  quadripla- 
naires  d'une  surface  du  second  degre\  D'apres  le  paragraphe  pre- 
cedent,  Q  changera  de  signe  en  passant  par  ze>o,  excepte  dans 
iecas  oü  les  Tateurs  consecutives  de  Ax,  Bx,  Dx, 

AX\BA,   BX+BB,   Q  +  BC,  DX+BD 

verifient  l'equation 


^ (J,  +  dA)  +       (Bx  -f  dB)  +  |g  (Cx  +  8Q  + ^  (Dx  +  BD)  =:  0. 


fette  equation  peut  s'ecrire 


a 
n 


A, 


n 
6 
l 
9 


m 
l 
c 
r 


V 

9 
r 

d 


Ax  +  dA 
Bx  -f  dB 

cx  +ac 

DX+BD 


=  0. 


*  premier  membre  de  cette  equarion  ne  differe  que  d'un  infini- 
nent  petit  du  second  ordre  de  la  moitiö  de  la  valeur  du  premier 
nenbre  de 


8 

n 

m 

P 

Ax  +  BA 

n 

b 

l 

9 

BX+BB 

m 

l 

c 

r 

Ct  +  BC 

P 

9 

r 

d 

DX+BD 

=  0. 

DX+BD 

AX+BA  BX+BB  Q+BC  DX+BD 
Or,  la  derniere  Equation  nous  dit  que  le  plan 

r 

(Ax  +  BA) «  +  ( Bx  +  a B)  /?  +  ( Q  +  d Q  y  +  (/>,+  d D)  ö  =  0, 
at  tangent  a  la  surface 

aa*  +  2Aa/Ho/J»  +  etc...  =  0. 

De  ce  qui  prlcede  suit  que  Q,  en  passant  par  zero, 
cbange  de  signe,  exceptä  dans  le  cas  oü  le  plan  dans 
se*pogitions  conse* cuti ves  reste  tangent  ä  la  surface. 

Avec  un  changement  conttnu  da  Q  s'accorde  un  mouvement 
wtönn  du  plan 
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Axa^Bxß  +  Cxy  +  Dxö  =  0. 

Quand  ce  plan  dans  son  mouvement  devient  tangent,  alors  la 
courbe  d'intersection  pour  uue  surface  qui  n'est  pas  regime,  de 
reelle  deviendra  iinaginaire  ou  reciproquement.  De  sorte  que 
pour  une  surface  qui  n'est  pas  reglee,  quand  Qchange 
de  signe,  la  courbe  d'intersection  de  rdelle  deviendra 
iinaginaire,  ou  reciproquement. 


Ellipsoidc. 

§•  28. 

Quand  la  courbe  d'intersection  est  une  ellipse,  le  plan  söcant 
vient  dans  la  position  du  plan  a  distance  infinie  en  deveoant  plan 
tangent  uue  fois  pendant  le  mouvement.  A  l  instant  que  le  plan 
devient  tangent,  Q  change  de  signe;  en  sorte  que  la  valeur  de 
Q  qui  se  rapporte  ä  une  ellipse,  aura  le  signe  contraire  de 


a  n 

n  b 

m  l 

V  9 


m  p  A 

l  g  B 

c  r  C 

r  d  D 


A  B   C  D 


Quand  la  courbe  d'intersection  est  imaginaire,  le  plan  secant 
vient  dans  la  position  du  plan  ä  distance  infinie  en  passant  par 
zero  deux  fois  ou  aucune  fois.  Dans  ce  cas  donc  P  pour  deVenir 
egal  ä  Q  par  des  changements  Continus  de  A,  de  B,  de  C,  et 
de  D,  doit  passer  par  zero  deux  fois  ou  aucune  fois;  de  sorte 
que  P  et  Q  auront  meine  signe. 

► 

Les  differents  cas  que  la  courbe  d'intersection  peut  repre- 
senter  avec  les  caracteres  de  ces  cas  sont  donc 

1.  Un  seul  point:   Q  =  0. 

2.  Ellipse :    P  et  Q  ont  des  sign  es  contraires. 

3.  Imaginaire:    P  et  Q  ont  des  signes  semblables. 


Hyperboloide  k  deux  nappes. 

Les  raisonneraents  du  cas  precedent  raontrent  que  P  et  Q 
auront  des  signes  semblables,  quand  la  courbe  d'intersection  est 
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une  ellipse,  et  que  P  et  Q  auront  des  »ignes  contraircs,  quand 
la  coarbe  d'intersection  est  imaginaire. 

La  courbe  d'intersection  peut  etre: 

1.  Un  seul  point:    Q  =  0. 

2.  üne  hyperbole:  R  <  0,   Q  ^  0. 

3.  Une  parabole:     R  =  0,  Q^tO. 

4.  Une  eilipse:        R  >  0,  P  et  Q  ont  des  signes  eemblablet». 

5.  Imaginaire:         Ä>  0,  PetQ  ont  des  sign  es  contrair^. 


ParaboloYdc  elliptiqne. 

Pour  cette  surface  Ton  ne  peut  discerner  l'ellipse  d'avec  une 
intersection  imaginaire  au  moyen  des  signes  de  P  et  de  Q, 
puisque  P  est  zero.  On  peut  se  servir  de  la  propriete  demonträe 
T.  L.  page  166,  de  sorte  qu'on  trouve,  en  se  servant  de  la  seYie 


a  p  Ax 
p  d  Dx 
Ax  Ox 


a  n  p  Ax 

n  b  q  Bx 

p  q  d  Dx 

Ax  Bx  Dx 


-Q,  (b) 


1.  Un  seul  point:    Q  —  0. 

2.  Une  parabole:     Q  >  0,  R  =  0. 


3.  Uoe  ellipse: 


4.  Imaginaire: 


Q^Q,  R  >  0,  I  ou'2  variations  de  signe 

dans  la  serie  (b) 

Q  ^  0,  R  >  0,  0  ou  3  variations  de  signe 

dans  la  serie  (b). 


La  courbe  d'intersection  peut  etre: 

1.  Deux  droites  ä  distance  finie:   R  ^  0,  Q  =  0. 

2.  Deux  droites  dont  l'une  ä  distance  finie :    R  =  0,  Q 

3.  Une  hyperbole:   R  <  0,  Q  *  0. 

4.  Une  parabole :      R  =  U,  Q  ^  0. 


=  0. 
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Theoreme»  divers. 


$.29. 

La  droite 

Axa+Bxß+cxy+Dx6  =  0, 

Ata+Btß+C>y  +  D2ö  =  0 
est  tangente  ä  la  surface  da  eecond  degre,  quand 


iV  = 


a  n    m  p  Ax  At 

n  b     l  q  Bx  B2 

m  l     c  r  (\ 

p  q    r  d  Di  D2 

Ax  Bx  Cx  Dx 

A%  B%  C2  D2 


=10. 


Cette  propHete"  suit  immediateroent  du  thöoreme  deraontrö  T.  L 
page  166.  Salmon  (Geometry  of  three  dimensions,  page 
48.)  apres  avoir  obtenu  le  räsultat  sous  une  forme  compliquee, 
le  donne  ensuite  sous  ia  forme  prece'dente,  sans  ajouter  comment 
il  est  parvenu  ä  cette  forme.  Voici  une  autre  de'monstration  de 
Ia  meine  proprio. 

Pour  que  la  droite  donne*e  soit  tangente  ä  la  surface,  il  faut 
qu'il  soit  possible  de  trouver  une  valeur  rj,  en  sorte  que  le  plan 

V  +  Diö  +  tiAta  +  tiB9ß+riCty  +  fiD%ö  =  0 

soit  tangent  ä  la  surface  u  =  0.  II  est  necessaire  pour  cela  que 
ies  coefficients  des  variables  dans  l'4quation  lineaire  prec^dente 
soient  proportionnels  aux  deVivees  de  u  par  rapport  auz  meines 
variables  respectivement,  pour  des  valeurs  de  «,  ß,  y,  d  qui  ve- 
rifient  eo  meine  terops  Ies  e*quations  de  la  droite  donnee.  Que  | 
soit  une  autre  quantite  indeterrainee,  alors  ü  doit  etre  possible  de 
satisfaire  aux  äquations 

aa  +  aß  -f-  my  +  p8  =  $AX  -f  £if  4> 
na  +  bß  +  ly  +  qd  =  tBv+ZnB%9 

pa+qß+ry  +  dd=z  Wx  + 
Axu  +  Bxß\Cxy\Dxl=§9 

A2a+B2ß+Ca+D%ö=zO, 
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par  on  meme  Systeme  de  valeors  de 

«,  ß,  y,  9,  S,  ln- 
Li  resultante  de  ces  equations  lineaires  est  te  dötermioant  que 
noos  avons  designe  par  N,  de  sorte  que 

iV  =  0 

est  la  condition  qui  eiprime  que  la  droite  est  tangente  ä  la  surfaee. 


§.  30. 

Le  point  d'i ntersection  des  plans 
^a  +  ^/J  +  Ciy+ß.o^O, 

+  D%ß  +  c%y  +  DJ  =  0, 
A3a  +       +  C,y  +  Z),*  =  0 
se  trouvo  dans  la  surface/du  second  degrä,  quand  on  a 


m 
V 


n 
b 
l 

9 


l 
c 
r 


Ax  Bx  C, 
At  B%  Ca 
A$  Dz 


P 

9 
r 

d 

D* 
D, 


A\  At  Aa 

Di  B9  Bz 

Ci  C8 

Dx  D%  Z>3 


=  0. 


Ce  theoreme  se  trouve  sans  demonstration  dans  Salmon, 
Lessons  on  modern  bigber  algebra,  page  16.  On  peuten 
donner  une  demonstration  analogue  ä  celle  du  tbeoreme  prec^dent. 

Remarquons  pour  cela  que  dans  le  cas  oü  le  point  se  trouve 
dans  la  surface,  il  doit  6tre  possible  de  trouver  deux  indeterrai- 
nees  A,  fi  pour  lesquelles 

Axa  +  Bx  ß  +  6,y  +  DJ  +  k(A^a  +  B*ß  +  C*y  +  D*8) 

-f-^a  +  Ä^f  ^y  +  Z>8ö)  =  0 

soit  un  plan  tangent  ä  la  surface  u  =  0.  II  faut  pour  cela  qu'il 
soit  possible  de  trouver  des  valeurs  de  a,  ß,  y,  6  qui  verifient  les 
eqnations  linöaires  donnees,  et  qui  rendent  en  meme  temps  les 
derivles  de  «  par  rapport  ä  a,  ß,  y,  ö  proportionnelles  aux  coef- 
ficients  des  meines  quantites  dans  fequation  linöaire  prec^dente. 

Thtü  LI.  6 
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Que  v  soit  une  autre  quantite*  indöterminee,  il  doit  4tre  possible 
de  satisfaire  aux  tfquations 


aa  +  nß  -f-  my-f-pö 
n«  +  6/5  +  /y  +  öd 
m«  +    +  cy  +  rd 
pu+qß  +  ry  +  dö 
A^  +  Btf+C.y  +  DJ 
^•«  +  Ätf+Ciy+/>aö 


:  vAx  +  Xv^i  +  pvA9, 

vCx  +  AvC,  +  pvCz, 
vDi+lvD%  +  pvD9, 

0, 
0, 

o, 


Ai*  +  BJ+C%y+DJ 
par  ud  meme  Systeme  dt  veleurs  de 

«,   ß,  y,  d,  v,   Av,  fiv. 
La  resultante  des  equations  prec4dentes  est  M,  de  sorte  qoc 

iV  =  0 

est  la  condition  qut  exprime  que  le  point  donne  se  trouve  dans 
la  surface. 

§  31. 

J!f  conside're  c online  fonction  de  AX9  A&  A9,  B\$  &v 
B%,  CXf  C*.  CV  Di,  D%>  D9  n'aura  ni  vaieur  maxi 
vaieur  minimum. 


ni 


avoir 


Pour  que  M  eüt  une  vaieur  roaximum  ou 


on  devrait 


diV      BiV     BM  dM^ 

dAi  -  tt%  -  a*-  BBX  ~  etc*  -  u 


Ces  derivees  sont  des  determinants  mineurs  dn  sixieme  degrrf  de 
AT,  et  de  re\anouissement  de  ces  determinants  mineurs  suit  que 
M  serait  «Jro,  de  meine  que  tous  les  autres  determinants  mineurs 
du  sixieme  degre.  De 


a  n  m  p  Ax  A% 

n  b  l  q  Bx  Bt 

m  l  e  r  Cx 

p  q  r  d  D\  D% 

Ax  Bx  d  Dx 

At  Bt  C%  Dt 


=  0 
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soft  que  la  droite 

Ata+Btß  +  Cty  r  04o*  ==  0 

est  tangente  ä  la  surface.  De  meme  la  droite  representee  par  la 
deuxteme  equation  Unfaire  et  la  troisieme,  et  la  droite  repr&entee 
par  la  troisieme  Equation  et  la  premiere,  doivent  4tre  tangentes  a 
la  surface.  De  M  =  0  suit  que  le  point  d'iotersection  des  trois 
plana  ae  trouve  dans  la  aurface.  Toutea  cea  conditiona  ezigeraient 
que  les  trois  plana  fussent  coTncidents,  et  noua  lea  soppoaons 
distincts.    M  n'aura  donc  ni  valeur  maxi m am  ni  valear  minimum. 

Quand  M  n'a  ni  valeur  maximum  ni  valeur  minimum,  il  chan- 
gera  de  signe  en  glne>al,  ä  l'inatant  qu'il  paaae  par  zero.  Des 
raisonnements  analogues  a  ceux  du  §.  27  fönt  voir  que  M  ne 
cbange  pas  de  signe  dana  le  aeul  cas  oü  le  point  ee  meut  dana 
nne  tangente  a  la  aurface.   Noua  avona  donc  la  propriöte. 

La  droite  qui  joint  le  point  d'in teraection  de  trois 
plana  au  point  d'in  teraection  de  trois  autres  plana, 
rencontre  la  surface  en  un  seul  point,  quand  les  va- 
leora  correspondantes  dejWont  des  signes  contraires; 
cette  droite  ne  rencontre  pas  la  surface,  ou  la  ren- 
contre en  deux.poiota,  diatinctsou  coTncidents,  quand 
les  valeur s  correspondan tes  de  M  ont  meme  signe. 


§.  32 

La  propriöte*  precldente  nous  pennet  de  distiguer  si  le  point 
d'iotersection  de  troia  plans  donnes  est  inteneur  ou  exterieur  ä 
un  ellipaoide.  Que  ces  trois  plana  aoient  lea  m£mes  que  ceux 
ci-dessus.   Que  le  plan  ä  distance  infinie  soit 

An\B$\Cy\D&  =  0. 

Le  point  d'in  teraection  de  ce  plan  et  de  deux  des  autres  plans 
•st  exterieur  ä  l'eltipsolde;  de  sorte  que  le  point  d'intersec- 
tion  des  trois  plans  donne's  est  exterieur  ä  l'ellipsoYde, 
qoand  M  a  meme  signe  que 


5» 
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P 
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l 
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U 

A 
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A 

A 

B 

c 

z> 

Ce  po'mt  est  inte>ieur  ä  la  surface,  quand  le  determi- 
nant  pröc^dent  et  M  ont  des  eignes  contraires. 

<• 

§.  33. 

Le  discriminant  de  l'equation  cubique 

ax*  +  36a?*y + Sexy2  +  <fy3, 

est  donne"  ordinairement  sous  la  forme 

a*d*  +  4flc»  +  \db*  -  3o  V6  -  6a6crf. 

On  obtient  le  discriminant  sous  la  forme  d'un  determinant 
simple  de  la  maniere  suivante:  Le  discriminant  est  la  resultante 
des  öquations  que  Ton  obtient,  en  differentiant  par  rapport  ä  x  et 
y  l'equation  donnee. 

ax2  +  2bxy  +  cy2  =  0, 

bx2  +  2cxy  +  dy2  =  0. 

D'apres  la  mdthode  dyalitique  de  Sylvester  on  trouve  la  resul- 
tante du  Systeme 

ax*  +  2bx2y  +  cxy2         =  0, 

ax2y  +  2bxy2+cy*  =  0, 
6a?»  +  2cafy  +  dxy2  =0, 

bx^  +  2c^a  +  dy*  =  0. 

Le  discriminant  est  donc 

a  26  c 

«  2Ä  c 
6  2c  d 

b   2c  d 

Quand  ce  determinant  sevanouit,  l'equation  donnee  a  deuz 


Digitized  by  Google 


ä  la  geomelrie. 


69 


de  «es  racines  egales;  quand  il  est  positif  deux  racines  sont  ima- 
ginaires;  quand  il  est  negatif  toutes  les  racines  sont  reelles  et 
dislinctes.    (Voyez  Salmon,  page  136.) 

§.  34. 

Döterminer  si  les  trois  points  d'intersecti on  de 
u  =  ax*  +  by*  +  cz3  +  3dx*y +3<?*y2+3/a:*z  +  Zgxt*+My*i 

et  de 


+  Myz*  +  Qtxyz  =  0, 


px  +  qy  +  rz  =  0, 

sont  tous  rrfels  et  distincts,  si  deux  de  ces  points  coin- 
cident,  ou  si  deux  de  ces  points  sont  imaginaires. 

On  pourrait  e*liminer  z  et  former  ensuite  le  discriminant  de 
lequation  re^ul taute.  Les  termes  de  ce  discriminant  sont  tres- 
compliques.  Le  resultat  vient  sous  une  forme  plus  simple  par  le 
raisounement  euivant.  Pour  que  deux  systemes  de  racines  soient 
coincidents,  il  faut  qu'un  meme  Systeme  de  valeurs  de 

du 

x2>   xy,   y\   xz,   yz,    z\  jz> 

venfie  les  equations 

ax*  +  2dxy  +  ey*  +  2fxz  +  2lyz  +  gz*  -  -£*  £  =  0, 

du  o  „ 

dx*  +  2exy  +  by*  +  2lxz  +2hyz  +  kz*  -  ^  .  *  =  0, 

du  „ 

fx*  f  2lxy  +  ä^*  +  2gxz  ylleyz  +  cz2  -  j%     =  0, 

px*  +  ^.t^         +  rxz  =  0, 

pxy  +  qy*  +ryz  =0, 

+       -f  rza  =  0. 

Pour  cela  il  faut  que  x1,  xy,  y*  soient  proportionnels  aux  deter- 
minants  que  Ton  obtient,  en  omettant  la  premiere,  la  deuxicme, 
ou  la  troisieme  colonne  du  de*terminant 

a   2d   e   2f  21  g  p 

d   2e    b   21    2h  k  q 

f   21    h   2g  2k  c  r 
p    q  r 
p    q  r 

p    q  r 
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et  corarae  (xy)*  —  x*x:y*  =  0,  on  doit  avoir 

Q  -  Z*-XxV,  oü 

a  e  %lf  2/  g  p 

d  b  2/  U  k  v 

f  h  g  U  c  r 

p  r 

p     q  r 

X  et  F  sont  des  determinant*  de  la  meme  forme  que  celui  ci- 
dessus ;  dans  X  il  n'y  a  pas  de  terrae  a,  dans  Y  il  y  a  un  terme  a* 

Dans  Q  le  terrae  ou  se  trouve  a*  a  le  signe  plus,  comrae 
dans  le  determinant  que  l'oii  aurait  pu  former  apres  relimination 
de  z;  dohc 

quand  Q  =  0,  deux  systemes  de  racines  sont  4gaux; 
quand  Q  est  positif,  deux  systemes  de  racines  sont 
imaginaires;  quand  Q  est  oegatif,  toutes  les  racines 
sont  reelles  et  distinctes. 


§.  35. 

Determiner  les  conditions  qui  expriment  que  les 
trois  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'une  courbe 
du  troisieme  degre  coincident.  * 

Pour  que  les  trois  racines  de  ux*  -f  3bx2g  -|-  3cxg*  +  dg9  =  0 
soient  egales,  il  laut  qu'on  puisse  satisfaire  simultancment  aux 
equations  que  Ton  obtient  en  differeittiaut  l'equation  precedente 
deux  fois  par  rapport  ä  x>  deux  fois  par  rapport  ä  g,  et  une  fois 
par  rapport  ä  x  et  ä  g 

ax  \  bg  =  0, 
bx  +  cg  =  0, 

cx  f-  dg  —  0.   On  doit  donc  avoir 

6  c 
c  d 


a 
b 


b 
c 


=  0, 


=  0. 


Pour  resoudre  le  probleme  propose",  on  pourrait  eliminer  i  et  dif- 
ferentier  ensuite.  Mais  ont  peut  aussi  commencer  par  differentier, 
et  eliminer  apres.  On  trouve  ainsi  qu'uo  meine  Systeme  de  va- 
leurs  de 
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*>  *  *>  ^ 


doit  vtfrifier  les  equations 


ax  +  dy+ß- 


8% 

gx  +  Ay  +  cz  —  ^ 
Les  conditions  cberchees  sont  dooc 


a  d  f  p* 

d  e  l  pq 

e  b  h  q* 

p  q  r 


=  0 


a  d 
d  e 

9  * 


Groningue.   Juillet,  1869. 
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IX. 

• 

Ueber  den  Ausdruck  des  Krümmungsradius  in  Polar- 
coordinaten und  über  diejenigen  Kurven  deren  Gleichung 

rk  =:  ak8ink$. 
Von 

Herrn  Franz  Unferdtnger , 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  öffentlichen  Ohcrrealachule  am  hohen 

Markt  in  Wien. 


(Figuren  s.  Tafel  III.) 

Die  bekannten  Ausdrücke  für  den  Halbmesser  p  des  Krüm- 
roungskreises  einer  ebenen  Kurve  in  Polarcoordinaten  und  die 
Coordinaten  ß,  6  seines  Mittelpunktes  erlangen  eine  einfachere 
Form  durch  die  Einführung  des  Winkels  r,  welchen  die  Tangente 
mit  dem  Leitstrahl  bildet,  wodurch  namentlich  die  Differeuzial- 
gleichung  zweiter  Ordnung  für  q  leichter  die  Bedingungen  der 
Integrabilität  erkennen  lässt. 

Die  folgende  Untersuchung  gibt  eine  Anwendung  dieser  Trans- 
formation auf  jene  ausgedehnte  Classe  interessanter  Kurven  deren 
Gleichung  rk  =  ak8inkd,  mit  welchen  sich  schon  Fagnano, 
Legendre,  Serret,  Tortolini  u.  A.  beschäftiget  haben. 

Diese  Transformation  führt  uns  aus  der  schon  von  Fagnano 
für  positive  k  entdeckten  Tangcnteneigenscbaft  und  einer  ähnlichen 
für  negative  k  zur  Construction  und  zu  den  allgemeinen  Eigen- 
schaften ihrer  Krümmungsmittelpunkte. 

Wir  haben  gezeigt,  dass  diese  Classe  von  Kurven  notbwendig 
in  zwei  Gattungen  zerfällt  für  positive  und  negative  Werthe 
von  k,  von  welchen  die  erstere  zurücklaufend  und  schlingenförmig 
mit  einem    vielfachen   Punkt,  als   eine  Verallgemeinerung  der 
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Lemniscate,  die  letztere  Gattung  aus  getrennten  unendlich  und 
asymptotisch  verlaufenden  Zweigen  bestehend,  als  Verallgemei- 
nerung der  Hyperbel  zu  betrachten  ist;  wahrend  allerdings  beide 
Gattungen  durch  ihre  Fusspunktkurven,  welche  letzteren  derselben 
Kurvenclasse  angehören,  in  ähnlicher  Weise  mit  einander  zusam- 
menhängen, wie  die  Lemniscate  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Der  von  Serret  bewiesenen  schonen  Eigenschaft  für  die 
Kurven  erster  Gattung  mit  ganzzahligem  k  entspricht  eine  ähn- 
liche Eigenschaft  der  Kurven,  zweiter  Gattung,  welche  wir  in 
j.  17.  bewiesen  haben. 


Es  sei 

(')  r  =  f(ß) 

die  Gleichung  der  ebenen  Kurve  M  (Fig.  1.)  in  Bezug  auf  O  als 
Pol  und  Ox  als  Polaxe;  der  Winkel  6,  welcher  als  independente 
Veränderliche  gilt,  wird  von  Null  aus  im  positiven  Sinne  nach 
aufwärts  bis  360°  und  so  weiter  gezählt.  Zieht  man  in  dem  Kur- 
venpunkt IM  eine  Tangente,  welche  die  Polaxe  in  T  trifft,  so  wird 
der  Winkel  9,  welchen  dieselbe  mit  der  Polaxe  einschliesst,  in 
demselben  Sinne  positiv  gezählt,  wie  der  Winkel  ß.  Als  Tan- 
gentenwinkel r  bei  M  ist  immer  der  spitze  oder  stumpfe  Winkel 
zq  verstehen,  welcher  in  dem  Dreieck  OMT  vorkommt,  und  wird 
positiv  oder  negativ  gezählt,  je  nachdem  er  mit  dem  Polwinkel  6 
auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzter  Seite  des  Leitstrahls 
liegt,  so  dass  allgemein: 


■ 

r 


(2)  q>  =  0  +  T. 

Bezeichnet  r'  die  erste  Derivirte  der  Function  r  nach  6  ge- 
zogen aus  der  Gleichung  (I),  so  ist  bekanntlich: 

(3)  *""  =  VWW*' 


(4)  cos  r  = 


r' 


r 


(5)  tgr=  p, 
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aber  aus  (5)  folgt  auch  noch: 
,-*v  ,      d  ,  r , 

<V  Te-1  =59,Bre•,8?,• 

uod  aus  (2): 

(«>••• sH+'" 

Errichtet  man  in  M  die  Normale  und  in  O  eine  Senkrechte  auf 
den  Radiusvector  bis  zum  Durchschnitt  N,  so  ist  in  dem  recht- 
winkeligen Dreieck  OMN  nach  (3),  (4),  (5)  die  Kathete  ON  gleich 

r'  und  MN  =  V?+7*. 

Der  Krümmungshalbmesser  des  Punktes  M  wird  durch  die 
Gleichung  definirt: 

ds 
9z=di' 

oder  weil  6  die  unabhängige  Veränderliche  ist,  durch: 

ds 

dB  . 
*=-df> 

de 

mit  Anwendung  der  Gleichungen  (3),  (4),  (6)  und  (8)  erhält  man 
hieraus: 


(9) 


J  ssintO+TO, 
r' 

—  =  cost(I  +  t  )• 
9 


Multiplicirt  man  die  erste  Gleichung  mit  r'  und  bedenkt,  das« 
nach  (5) 

r'sinr  =  rcosr, 

so  folgt: 


IT 

—  =  r'sint-f  rcost.  t' 
9 


oder: 


(10)        7  =  ^|r8inT,  =  ^{vÄ^}' 

Fällt  man  vom  Pol  auf  die  Tangente  eine  Senkrechte  p,  so  ist 
offenbar 
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die  Gleichung  (10)  kann  also  aoch  in  folgender  Forin  geschrieben 
werden : 

Diese  Ausdrucke  (9),  (10)  und  (12)  für  den  Krümmungshalb- 
messer in  Polarcoordinaten  empfehlen  sich  durch  ihre  Einfach- 
heit; sie  sind  besonders  geeignet  zur  Auffindung  von  Kurven, 
I  freichen  gegebene  Eigenschaften  zukommen,  wie  im  Folgenden  ge- 
,  xeigt  werden  soll. 

Wird  in  (10)  die  Differenziation  rechts  ausgeführt  und  be- 
zeichnet die  zweite  Derivirte  von  r  nach  6  im  Sinne  der  Glei- 
cbong  (1),  so  erhfilt  man  nach  Kürzung  mit  rr*  die  gewöhnliche 
Form  von  Jacob  Bernoulii: 

1     r*  +  2r'*—rr" 

Anmerkung.  In  den  Annales  de  Math,  von  Gergonne 
(1831)  T.  XXI,  p.  31  hat  Le  Barbier  einen  Ausdruck  für  den 
Krümmungshalbmesser  gegeben,  in  welchem  statt  des  Tangenten- 
Winkels  t  der  Bogen  $  erscheint: 


9  = 


(de) 


\de)    r  deKrdeJ 


Auf  folgende  Art  erlangt  derselbe  unsere  Form.  Nach  (6)  ist 
^=  -Z—  »  mithin  auch : 


9  — 


1 


oder 


^  =  /8inr.tl-.fa«,.^(9li 

nun  ist  aber  nach  (7): 

.  *    d  /r'\       •  *  rr"-r'»  dx 

8,U*T-  de \r)  = 8inat  —t*—  =  -  de  =  - T  • 
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also 

y=r'ßinT(l+T'); 
weil  aber  r'sin  t  =  rcosr,  so  ist: 

TT1  d 

(10).  .  .     —  =  r' sinr-f- rcosr.r' sinr  j. 

In  Crelle's  Journal  Bd.  45,  p.  265  gibt  auch  Schellbach 
folgende  von  ihm  empfohlene  Form  für  den  Ausdruck  des  Krüm- 
mungshalbmessers : 

mV3  1 

*  =  mit  tt=>; 

welche  sich  aus  der  Jacob  B er nou Iii' sehen  Form  leicht  er- 
mitteln lässt,  denn  es  ist: 

u'  =  -  r-2.r',    k"  =  2t-». r'»-r~*.r", 

also 

r*  +  2r'a  —  rr" 

oder 

u  +  »"  =  w8  (r*  +  2r'2  -  rr"). 


§.  2. 

Bezeichnen  Ä,   0  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittel 
punktes  C  (Fig.  1),  so  gibt  das  Dreieck  OCM,  wenn  von  C  auf 
den  Leitstrahl  r  eine  Senkrechte  gefällt  wird,  unmittelbar: 

Äsin(0  —  0)  =  ocosr, 

nnr 


13)  (  Äsin(ü  — 0)  =  ocosr, 

(  Äcos(0—  0)  =  r— psii 

oder  durch  Substitution  der  Werthe  für  ocost,  os'uit  aus  (9): 

ßsin(0-6)  =  r|T,, 

^cos(0-Ö)  =  ^; 

werden  diese  Gleichungen  dividirt,  feroer  beide  quadrirt  und  ad- 
dirt,  so  folgt: 

(15).  .  .  ig(ö-o)  =  -„    «  =    i+tT  ; 


(14) 
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dnrcb  Elimination  von  r  und  0  aus  diesen  Gleichungen  und  jener 
(I)  r  =  f  (S)  gelangt  man  zur  Gleichung  der  Evolute. 


}.  3. 

Um  die  Anwendung  der  in  $.  1.  abgeleiteten  allgemeinen  Aus- 
drücke zu  zeigen,  setzen  wir  in  (9): 

(16)  T  =  k6,   also  = 

worin  k  eine  von  Null  verschiedene  Constante  bedeute,  so  wird 
mit  (3): 

(17)  .  .  .  •  P  ~  (TTÄ)  sin  t ~     1+*  V 
und  mit  (5)  r'  =r.ctg£0  oder 

dr 

—  =  ctgke.dß ; 

hieraus  folgt  durch  Integration,  wenn  a  die  arbiträre  Constante 
bezeichnet : 


(18)  (Q*  =  sinA0, 


die  Polargleichung  derjenigen  Kurve,  welche  der  Bedingung  (I6j 
entspricht*).  Nach  dieser  kann  durch  Annahme  eines  der  beiden 
Winkel  t,  S  der  zweite  leicht  gefunden  werden ;  wodurch  ermög- 
licht ist,  Tangenten  und  Normalen  geometrisch  zu  construiren; 
dann  zeigt  die  Gleichung  (17)  die  Construction  des  Krümmungs- 
mittelpunktes. 

§.  4. 

Durch  die  Annahme  *  =  <*,  wobei  «  einen  unveränderlichen 
Winkel  bezeichnet,  wird  %'  =  0,  also  nach  (9): 


*)  Mit  dieser  Kurve  beschäftiget  sich  bereits  Fagnano  in  sei- 
nen Prodnzioni  roatemati che,  1750,  V.II,  p.  375.  Er  stellt  sich 
Aufgabe,  diejenige  Kurve  zu  finden,  für  welche  die  Winkel  zwischen 
Radiacvector  und  einer  festen  Axe  und  zwischen  der  Normale  und  der- 
«elbeo  Axe  sich  wie  zwei  gegebene  Zahlen  verhalten.  Wenn  k  eine  ganze 
Zahl  ist,  zeigt  B.  Tortolini,  wie  man  die  Gleichung  (18)  durch  recht- 
winkelige Coordinaten  darstellen  kann.  (Annali  di  raateroatica  etc. 
T.  1,  1858,  p.  178).  S.  a.  Grunert's  Archiv,  Thl.  31,  Literari- 
scher Bericht  Nr.  CXXI,  p.  7. 
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-  =  8i  n  at    o  =  MN 
Q 

dr 

und  nach  (5)  r  =  r'.tg«,  d0  =  t«a.  woraus  folgt,  wenn  a  die 
Integrationsconstante  bedeutet : 

A 

r  =  <i.e*B, 

welche  Gleichung  die  logarithmische  Spirale  bezeichnet. 

Man  kann  daher  sagen :  Bei  der  logarithmischen  Spirale  schliefst 
die  Tangente  mit  dem  Leitstrahl  einen  constanten  Winkel  ein, 
Leitstrahl  und  Krümmungsradius  haben  ein  constantes  Verhält- 
niss  und  die  aus  dem  Krümmungsmittelpunkt  iV  auf  den  Leitstrahl 
gefällte  Senkrechte  geht  immer  durch  den  Pol. 

Für  a  =  90°  degeoerirt  die  Kurve  in  einen  Kreis  vom  Halb- 
messer a.  Die  logarithmische  Spirale  entspricht  dem  Ausnahme- 
fall des  j.  3.  mit  k  =  0. 


§.  5. 

Eigenschaften  der  durch  die  Gleichung  (18)  be- 
zeichneten Kurve. 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt: 

sin  t 

also  mit  Rücksicht  auf  (17): 

i 

bezeichnet  nun  p  die  Senkrechte  vom  Pol  auf  die  Tangente,  so 
ist  nach  (11)  p  =  r.sinr  und  die  vorige  Gleichung  gibt : 

(»)  r»  =  (l+*)p.o, 

d.  b.  der  Leitstrahl  ist  immer  die  mittlere  geometrische 
Proportionale  zwischen  dem  Krümmungsradius  und 
der  (1-f  £)*  fachen  Senkrechten  vom  Pol  auf  die  Tangente. 

Für  6  =  ^=b  *  erbalt  nach  (18)  r  denselben  Werth,  der« 
jenige  Leitstrabi  also,  welcher 
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(20)  °  =  U 

eotepricht,  ist  fSr  den  ganzen  Verlauf  der  Kurve  eine  Axe  der 
Symmetrie.  Fflr  0  =  e  .  2«  +  l  erhält  der  Leitstrahl  dieselbe 
Richtung,  so  oft  t?  eine  ganze  Zahl  ist;  er  erhält  auch  dieselbe 
Urüsse,  so  oft  in 

h  eine  ganze  Zahl  ist  Ist  also  k  eine  ganze  Zahl  oder  ein  ra- 
tionaler Bruch,  so  kehrt  die  Kurve  unendlich  oft  in  sich  selbst 
zufiele 

Die  Gleichungen  (15)  geben,  wegen  t'  =  k,  unmittelbar: 

(21)  .  .  .  .  Ba^}^,    tg(©-e)  =  £. 

Verlängern  wir  den  Radiusvector  r  bis  P  (Fig.  1.)»  so  dass  OP 
=  Ar  und  ziehen  iVP,  so  ist  also 

dieses  gibt  in  Verbindung  mit  (17): 


(21') 


In  dem  rechtwinkeligen  Dreieck  OiVP  ist  OiV=r'  und  nach  der 
Construction  =  Ar,  also  ist  nach  der  zweiten  Gleichung  in 
(21)  der  Winkel  bei  P  gleich  e>— 0,  mitbin,  wenn  OC  bis  zum 
Durchschnitt  Q  mit  der  NP  gezogen  wird: 

(22)   OQ=PQ, 

also  liegt  der  Punkt  Q  auf  der  Mitte  der  NP. 


§.  6. 

Für  £  =  1  vereinfacht  sich  die  Gleichung  (18)  in  t 

(23)  r  =  asinö, 

sie  bezeichnet  einen  Kreis  vom  Durchmesser  a,  welcher  die  Pol- 
axe  im  Pol  berührt.  Die  Tangente  scbliesst  mit  dem  Leitstrahl 
den  Winkel  ß  ein.  Die  aus  dem  Mittelpunkt  der  Krümmung  auf 
den  Leitstrabi  gefällte  Senkrechte  halbirt  denselben.    %  =  $, 
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Für  k  =  2  wird : 

(24)  r  =  aV^m~20, 

und  diese  Gleichung  bezeichnet  die  Beroool  Ii '«che  Lemniscate, 
welche  die  Axe  im  Pol  berührt,  die  zweite  Tangente  in  diesem 
Punkt  steht  darauf  senkrecht.  Der  Winkel  zwischen  Tangente 
und  Leitstrahl  ist  dem  doppelten  Polwinkel  gleich,  q  =  IMPf. 
Fällt  man  vom  Krümmungsmittelpunkt  auf  den  Leitstrahl  eine 
Senkrechte,  so  ist  der  Abschnitt  vom  Pol  aus  zwei  Dritteln  des 
letzteren  gleich,  wonach  der  Krümmungsmittelpunkt  immer  leicht 
construtrt  werden  kann  *). 

ABC  in  Fig.  2.  zeigt  die  Gestalt  der  Kurve  für  A=3;  hier  ist 

(24')  r  =  «VsTn30. 

t  =  30,  OP=z3r,  q  =  IMN. 
Für  k  =  i  wird 

(25)  r  =  «.sin*i0; 

diese  Gleichung  entspricht  der  Cardioide  (Fig.  3.)  deren  Grundkreis 
£a  zum  Durchmesser  hat.  x  =  J0,  hiernach  können  Tangente  und 
Normale  leicht  construirt  werden.  Haihirt  man  den  Leitstrahl 
OM  in  P  und  zieht  NP,  halbirt  NP  in  Q  und  zieht  OQ  bis  zum 
Durchschnitt  C  mit  der  Normale,  so  ist  C  der  KrümmungsmilteN 
punkt  für  M. 

.  •  •  • 

Für  k  —  \  geht  die  Gleichung  (18)  über  in: 

(26)  r  =  a.(sinfö)1 

und  die  Fig.  4.  zeigt  den  Verlauf  der  durch  dieselbe  bezeichneten 
Kurve.  Es  ist  r  =  *6\  o  =  %MN,  für  den  Krümmungsmittelpunkt 
C  gelten  noch  die  Gleichungen:   OP=  fr,  JSQ  =  QP. 

§.  7. 

Die  Quadratur  und  Rectificatioo  der  durch  die  Gleichung  (18) 
bezeichneten  Kurve  ist  in  geschlossener  Form  darstellbar,  wenn 

*)  Diese  Construr.tion  findet  sich  in  der  interessanten  gelehrten 
Schrift  von  Dr.  Bierens  de  Haan,  Lemniscata  Berno ul I iana. 
(Amsterdam  1847.  p.  29,  Theoremata  XXIII.) 
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die  Constante  ^  eine  ganze  Zahl  n  ist  *).  In  diesem  Falle  lautet 
die  Gleichung  der  Kurve  nun  so  : 

6  * 

(27)  r  =  «(sin-)  . 

n 

Bezeichnet  f  die  Fläche,  welche  der  Leitstrahl  r  durch- 
streicht, während  der  Polwinkel  von  0  bis  $  wächst,  so  wird 

PS      6  *» 
2/=a*/   (sin-)  .dB; 

o 

die  Ausfuhrung  der  Integration  gibt: 

m  qf _  .  1.3.5...(2n-3)(2n-1) 

W.  .  .      ij-a  2.4.6...(2«-2)2w 

fl*     6  i,  .  .  2n  —  1  .  .  0  *"-3 

—  ö"  cos  -  <  (sin  -)      +  jj  ~  (sin  -) 

2      n  0     n  2n  — 2V  nf 

(2n-l)(2n-3)    .  0  (2n-  i)(2w-3).  ..5.3  .  Ö\ 

+  (2ti-2)(2ji-4) <8,V      +  "  +  (2n  -2)  (2» -4)...  4.2 8,n»j  ' 

71TC 

Setzt  man  in  diesem  Ausdruck  0=     >  welcher  Werth  der  Axe 

der  Symmetrie  entspricht,  so  erhält  man  die  Fläche  F ,  welche 
der  Leitstrahl  durchstreicht,  während  der  Endpunkt  desselben  den 
halben  Umfang  der  Kurve  durchläuft;  einzelne  Flächentheile  er- 
scheioen,  wenn  w>2  ist,  ein-  oder  mehrmal  über  einander  ge- 
lagert, und  werden  eben  so  oft  in  Rechnung  gebracht    Dann  ist 

aqi  »f-  Jlq1>3.5....(2n~3)(2n~1)  nn 

' '  '  *    2*  -  a  2.4.6. ...(2«-2)2n         Y  # 

Für  die  Gardioide  z.  ß.  ist  ».=  2,  also 

2f  =  a  274  6  -  2"  cos  2  \(s ,n  2>  -  2  sm  2/ 

oder 

(30)  2/  =     (60  -  8sin  6  f  sin  20) 


•)  Für  k=  2,  4,  6  hat  Legendre  die  Bogenlänge  s  durch  ellipti- 
uae  Integrale  erster  Gattung  dargestellt,  A.  Serret  durch  Etil  er 'sehe 
Integrale  zweiter  Gattung.  (S.  Journal  de  Liouville,  1842  —43, 
T- VII,  p.  H4,  T.  VIII,  p.  495.) 

Theil  LI.  6 
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und 

(31)   2F  =  ^  7t. 

Zur  Berechnung  der  Bogenlänge  s  gibt  die  Gleichung  (0),  indem 
ß 

jetzt  r'  =  r.ctg- : 


/e     e  «-1 
(sin—)  .t/0, 


und  hier  ist  zur  Ausführung  der  Integration  die  Unterscheidung 
zweier  Fälle  uothwendig,  je  nachdem  n  eine  ungerade  oder  gerade 
Zahl  ist. 

Für  n  =  2m  |  I,  also 

<32)  r  =  ö(8in2^Tl)       '  " 

wird: 

m.  .       1.3.5...  (2m-3)(2m-l) 

(33)*  *  '  '    '  =  «2.4.6  ..(2m-2)2m  6 


-a~TmC0S 


(2m -2)2/ 

2m+l  6  6     *—»    2m— 1 ,  .      0  *"-3 

ST+1  \(wn5Hn)       +  2m--^2(s,r,2mTl) 

(2m-l)(2m-3)  0  »— _  .  (2m-l)(2m-3)...5.3  6  i 
+  (2m-2)(2m-4)(S,n2m+l>      +"  +  (2m-2)(2m-4)...4.2sln2mTl) 

und  der  ganze  Umfang  der  Kurve: 

ru\  r;  _    1 . 3 .5. . . (2m -3) (2m -I) 

(34)  .  .  •  C7~fl2.4.6...(2m-2)2m  + 

Ist  w  =  2m  eine  gerade  Zahl,  also 

0  2"* 

(35)   .    r  =  «(s'm^)  , 

so  erhält  man : 

m  2.4.6...(2m— 2)  2m 

m *  a1.3.5...(2m-3)(2m-l) 

2m  0  i  .    0  2m-2,  .    0  *"-4 


(2m-2)(2m-4)  0 
+  (2m-3)(2m— 5)  *8,IW       H      *  * 

(2m-2)(2m-4)...6.4   .  _ö_  •  (2m-2)(2m-4)...4.2> 
*  *  +  (2m-3)(2m-5)...5.3(sin2m)  +  (2m-3)(2m-5)...3.1J 
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Die  Cardioide  entspricht  diesem  letzteren  Fall  mit  m  —  1,  und 
es  wird: 

(    *  =  ia  sin*  \Bt 
<"> U  =  4U. 

§•  8. 

Die  durch  die  (ileichung: 

(,0) rföly'rMT7»)  9 

dargestellte  Beziehung  ist  in  allen  Fällen  zur  Auffindung  der 
Kurve  dienlich,  wenn  der  Krümmungsradius  q  als  Function  des 
Leitstrahls  r  gegeben  ist  Bezeichnet  F(r)  irgend  eine  Function 
von  r,  F'(r)  ihre  erste  Derivlrte  und  ist 

(38)  Q  =  yr^y 

so  gibt  hiermit  (10)  nach  einmaliger  Integration,  wenn  G  die  will- 
kürliche Constante  bezeichnet: 


=  F—  G, 


oder  wenn  man  auf  r'  reducirt : 

r  =  r  F^G 

und  hieraus,  wenn  i\  eiue  neue  arbiträre  Constante  bezeichnet : 

dr 


(39) 


/r        F-G  dr 


In  Bezug  auf  die  von  uns  im  Vorhergehenden  untersuchten 
Kurven  ist  zu  bemerken,  dass  der  Krümmungsradius  derselben 

•  •  •=  Tir 

nicht  lediglich  eine  Function  von  r,  sondern  eine  Function  von  r 
und  r'  ist.  Dieser  Fall  ist  in  der  obigen  Verallgemeinerung  nicht 
eingeschlossen. 

6» 
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§.  9. 

Die  Fusspunktkurven  in  Polarcoord inaten. 

Fällt  man  vom  Pol  anf  die  Tangente  des  Punktes  M  (Fig.  5.) 
der  Basiskurve  r=f($)  die  Senkrechte  p  und  ist  v  der  Polwinkel 
derselben,  so  sind  p,  v  die  Polarcoordinaten  eines  Punktes  V  der 
Fusspunktkurve. 

Aus  der  Figur  folgt: 

„_0  =  t— 90°,  p=sr8inT, 

also  ctg(©  — ö)  =  —  tgt,  mitbin  nach  (5)  und  (11): 

Itg(Ö~*)  =  £, 
p  =  rsinr  = 


werden  aus  diesen  beiden  Gleichungen  und  jener  (1)  r  =/"(#),  r 
und  0  eliminirt,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Fusspunktkurve 
für  0  als  Pol. 

§.  10. 

Als  Anwendung  der  allgemeinen  Gleichungen  (40)  suchen  wir 
die  Fusspunktkurve  der  oben  behandelten  Kurve,  deren  Gleichung : 

(18)  (£)*=sin/M. 

Für  diese  ist  t>  =  (1  +  k)$— 90°,  p  =  rsinAfl,  woraus  folgt: 

1+*       •"TO0'  +  900)' 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  (18)  erhält  man : 

als  Gleichung  der  Fusspunktkurve.  Diese  Kurve  ist  offenbar  von 
derselben  Art,  wie  jene  (18),  nur  steht 

(42)  *,  =  * 


1+A 
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an  der  Stelle  von  k,  p  statt  r,  und  der  Polwinkel 

(43)  to  =  t>  +  90° 

ist  von  der  Axe  Oy  aus  zu  zählen ,  welche  auf  Ox  senkrecht 
steht;  alsdann  lautet  ihre  Gleichung: 

(44)  (fy^sio*!*. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  (18)  der  Rettie  nach  statt  k: 

oder 

k  k  A 

(46)  •■*  =  Tfi'       ~  f+2£ '  ^TT^r*' 

so  entsprechen  die  entstehenden  Gleichungen  einer 
Reihe  von  Kurven  von  der  Gattung  (18),  von  welchen 
jede  folgende  die  Fusspunktkurve  der  vorhergehen- 
den ist 

Für  k=  1,  welcher  Werth  dem  Kreis  entspricht,  wird  £,  =  i, 
welcher  Werth  der  Cardioide  entspricht:  Die  Cardioide  ist  also 
die  Fusspunktkurve  des  Kreises,  wenn  der  Pol  in  der  Peripherie 
liegt 

Die  Fusspunktkurve  der  Cardioide  hat,  da  fär  k  =  },  kg  =  1 
wird,  die  Gleichung: 


(46)  r  =  a  (sin  1$)*. 

Für  die  Lemniscate  ist  Ar  =  2,  also  kt  =  \,  die  in  {.  6.  be- 
schriebene Kurve  (Fig.  4.)  deren  Gleichung 

(26)  r  =  a(sin!Ö)1 


ist,  die  Fusspunktkurve  der  Lemniscate. 

§.  11. 

Eine  zweite  Gattung  von  Kurven,  welche  mit  den  vorher- 
gebenden in  unmittelbarem  Zusammenhang  stehen,  erlangt  man 
durch  die  Bedingung: 

(47)  t  =  180°— kB, 

wobei  wie  in  (16)  k  eine  positive  Constante  bezeichnen  soll.  Weil 
jetzt  tgt  =  —  tg*0,  -e  =  —  kt  so  wird  nach  (9) 
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^=  (1— Ä)SII1T, 
oder  mit  Anwendung  der  Gleichung  (3): 

<47)   p  =  -r=F"=r^' 

so  dass  auch  in  diesem  Falle  der  Krümmungsmittelpunkt  eines 
jeden  Kurvenpunktes  leicht  gefunden  werden  kann. 

Ferner  ist  nach  (5)  r  =  —  r'.tgkO,  woraus  folgt: 

c/r 

—  —  =  ctgke.de, 

* 

oder  durch  Integration,  wenn  a  die  willkürliche  Constante  be- 
zeichnet: 


,8(r)  =  ^,g8inÄÖ> 
m  sin  *0, 


und  diese  ist  die  Polargleichung  der  gesuchten  Kurve.  Da  für 
die  Richtungen 

ö-ü'  k9   T'  T9" 

sin  ke  =  0,  also  r  =  x  wird,  so  bezeichnen  dieselben  Asymptoten 
oder  Axen  der  unendlichen  Verzweigung,  deren  Anzahl  endlich 
ist,  wenn  k  eine  rationale  Zahl  bezeichnet. 


fr  12. 

Für  £=1  bezeichnet  dieselbe  eine  im  Abstand  a  zur  Polaxe 
parallele  Gerade. 

Für  k  =  £  wird 
(49)   r  =  ° 


sin*  \e' 


und  diese  Gleichung  bezeichnet  eine  Parabel  deren  Brennpunkt 
der  Pol  ist,  die  Polaxe  ist  die  Axe  der  Symmetrie.  Da  in  diesem 
Falle  t  =  180°-  £0,  so  ergiebt  sich  hieraus  für  die  Tangente  eines 
Parabelpunktes  die  Construction :  Man  halbire  den  Polwinkel  und 
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ziehe  durch  den  Berührungspunkt  zur  halbirenden  Geraden  eine 
Parallele.    Ebenso  folgt  aus 

(50)  q  =  *.NN 

eine  einfache  Constructioii  der  Krümraungsmittelpunkte:  Man 
ziehe  (Fig.  6.)  Radiusrectnr  und  Normale  und  errichte  im  Pol  auf 
erstere  eine  Senkrechte,  dann  ist  der  Krümmungshalbmesser,  der 
doppelten  Hypotenuse  des  so  entstandenen  Dreieckes  gleich  *). 

Ist  k  =  2,  so  bezeichnet  (48),  da 

a 


<5J)  r  = 


sin  20* 


eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  Pol  als  Mittelpunkt  und  die 
Polaxe  als  eine  Asymptote.    Hierfür  wird  nach  (47)  und  (47') 

(52)  x  =  180°  - 20,   q  =  -  M1S, 

das  von  der  Polaxe,  dem  Leitstrabi  und  der  Tangente  formirte 
Dreieck  ist  also  gleichschenkelig  mit  dem  Basiswinkel  0. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  in  (52)  folgt  eine  einfache  Con- 
struetion  der  Krümmungsmittelpunkte  der  gleichseitigen  Hyperbel: 
Man  ziehe  zum  gegebenen  Punkt  M  (Fig.  4.)  Radiusvector  und 
Normale,  errichte  im  Pol  auf  ersteren  eine  Senkrechte,  bis  zum 
Durchschnitt  N  mit  der  Normale;  tragt  man  nun  die  Hypotenuse 
MN  auf  die  entgegengesetzte  Seite  der  Normale  nach  MC,  so 
ist  C  der  Krümmungsmittelpunkt  zum  Punkt  M. 

Fig.  6.  zeigt  den  Verlauf  der  Kurve  für  k  =  \, 

<53> r=(sTnlöp; 

hierfür  wird: 

(54)  t  =  180°— \6,   e  =  {ilfiV; 

für  0  gleich  IM)0  und  5.90°  wird  r  =  8a,  diese  Werthe  entsprechen 
dem  Punkt  S,  in  welchem  die  beiden  Zweige  der  Kurve  sich 

kreuzen.    0  gleich  180°  und  360°  geben  r  =  diesen  Wer- 


•)  In  der  I'urabel  ist  also  die  Projcclion  de«  KrHiiiinnngslmlbmes- 
aers  auf  den  Leitstrnhl  dem  doppelten  l.eh*trahl  gleich.  Dieser  Satz 
wurde  von  Lainarle  bewiesen,  Bulletins  de  TAcadömie  de  Bel- 
giqne,  1857,  Nr.  5,  p.  33. 
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theo  entsprechen  die  Punkte  B,  B'  in  der  Polaxe.  0  gleich  270° 
gibt  r  =  a  im  Punkt  A.  Die  auf  der  Polaxe  senkrechte  Gerade 
AS  ist  eine  Axe  der  Symmetrie.  Für  0  gleich  Null  und  3.180° 
wird  r=oo,  die  Kurve  ist  sonach  nach  beiden  Seiten  der  AS 
in's  Unendliche  verzweigt. 

aßy  in  Fig.  2.  zeigt  die  Gestalt  der  Kurve  för  k  =  a, 

(55)  r  =  3  ? 

V  (sin  10)» 

hierfür  wird: 

(56)  r  =  180°-|Ö,   q  =  —  2.MN. 

Die  Kurve  besteht  aus  drei  getrennten  sieb  ins  Unendliche  er- 
streckenden Zweigen,  welche  die  den  Polwinkeln  0,  120°,  240° 
entsprechenden  Leitstrahlen  zu  gemeinschaftlichen  Asymptoten 
haben. 

Iwt  jr  =  n  eine  ganze  Zahl ,  so  lassen  sich  auch  die  Kurven 

zweiter  Gattung  quadriren  und  rectificiren  in  geschlossener  Form, 
und  die  Rechnung  ist  ähnlich  jener  in  $.  7. 


§.  13. 

Um  die  Fusspunktkurve  der  durch  die  Gleichung  (48)  reprä- 
sentirten  Kurve  zu  ermitteln,  wenden  wir  uns  zu  den  allgemein 
giltigen  Gleichungen  (40)  und  erhalten  daraus: 

ctg(i>-0)  =  tg*0,    v  —  6—  90°— A0,    also    d  =  V^~__k 

und 

p  =  rsin  kd; 

nach  (48)  ist: 

-i  i-! 
r  =  a(a\ük$)   *,    also    p  —  a  (sin  kB)  * 

oder  wenn  fär  0  der  oben  gefundene  Werth  substituirt  wird: 

k 


(57)  g)1-*  =  8i„        («,  _  90«). 


Die  durch  diese  Gleichung  angezeigte  Kurve  ist  offenbar  von  der- 
selben Art  wie  jene  (48)  nur  steht 

(58)  *'  =  ;nbfc 
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an  der  Stelle  von  k,  und  die  Polwinkel  werden  von  einer  neuen 
Axe  aus  gezählt,  welche  mit  der  alten  Axe  einen  Winkel  von  90° 
einschließt.    Setzt  man,  um  auf  gleiche  Zählung  zu  reduciren: 

(59)  tc=t>— 90°, 

so  erhält  die  Gleichung  der  Fusspunktkurve  die  Form: 

(60)  =  sin  k'tc. 

Wird  also  die  Constante  k  iu  (48)  der  Reihe  nach  durch 

k  k!  W 

oder,  was  dasselbe  ist,  durch 

k  k  k 

(61)  .  .  *'=2^ f    *"  =  T=2Jfc' 

ersetzt,  so  entsprechen  die  entstehenden  Gleichungen 
einer  Reihe  von  Kurven,  wovon  jede  folgende  die 
Fusspunktkurve  der  vorhergehenden  ist. 


§.  14. 

Ist  k  =  i,  so  wird  k'  =  1 ;  dem  ersteren  Werth  entspricht 
die  Parabel  für  den  Pol  als  Brennpunkt  und  ihre  Fusspunktkurve 
ist  bekanntlich  eine  Gerade,  welche  durch  den  Scheitel  geht  und 
auf  der  Polaxe  senkrecht  steht. 

Ist  k  ein  echter  Bruch,  dessen  Zähler  1  und  dessen  Nenner 
eine  ganze  Zahl  n  ist,  so  wird: 

und  diesen  Werthen  entsprechen  n  Kurven,  deren  jede  die  Fuss- 
punktkurve ihrer  Vorgängerin  ist,  welche  Reihe  mit  der  Parabel 
and  der  geraden  Linie  abschliesst. 

In  dieser  Kurvenreihe  ist  die  drittletzte  Kurve,  für  welche 
iK«-8)  =  J,  besonders  bemerkenswert!),  denn  ihre  Fusspunktkurve 
ist  die  Parabel.  Es  ist  dieselbe  Kurve,  weiche  wir  bereits  in 
{.  12.  unter  (53)  (Fig.  6.)  kennen  gelernt  haben. 

In  Folge  dieser  Eigenschaft,  dass  die  durch  die  Gleichung 


* ■ 
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(53) 


a 


(sinifl)3 


dargestellte  Kurve  die  Parabel  zur  Fusspunktkurve  hat,  ergibt 
sich  eine  einfache  Construction,  um  in  einem  Kurvenpunkt  M  oder 
von  einem  Punkt  L  ausserhalb  eioe  Tangente  zu  ziehen ,  welche 
beide  Constructionen  in  der  Figur  angedeutet  sind. 


Ist  die  Constante  k  nicht  von  der  Form  -  >    sondern  irgend 

n 

eine  andere  positive  Zahl,  so  tritt  in  der  Reibe  (61),  welche  nun 
eine  unendliche  wird,  sicher  einmal  ein  Zeichenwechsel  ein,  d.  h- 
in  der  Reihe  k,  k' ,  k'\...  sind,  von  einem  gewissen  Gliede  ab, 
alle  folgenden  Glieder  negativ.  Wäre  z.B.  £>1,  so  tritt  diese 
Erscheinung  schon  vom  zweiten  Gliede  ab  ein. 

Um  den  geometrischen  Sinn  derselben  zu  deuten,  setzen  wir 
in  der  Gleichung  (48)  —  k  statt  k  und  auch  —6  statt  6,  so  dass 
wir  jetzt  die  Polwinkel  im  entgegengesetzten  Sinne  zählen ;  hier* 


welche  Gleichung  genau  mit  jener  (18)  ubereinstimmt.  Hieraus 
schliessen  wir,  dass  die  den  negativen  Werthen  von  k  entspre- 
chenden Kurven,  Kurven  der  ersten  Gattung  sind,  welche  sich 
also  an  die  Reihe  der  Fusspunktkurven  für  die  Gattung  (48)  an- 
schliessen. 


So  hat  die  gleichseitige  Hyperbel  (Fig.  4.),  welche  mit  k  =  2 
eine  Kurve  der  zweiten  Gattung  ist,  zur  Fusspunktkurve  die  Lern, 
niscate,  welche  mit  demselben  Werth  von  k  der  ersten  Gattung 
angehört 

Die  oben  untersuchte  Kurve  zweiter  Gattung  (Fig.  2.),  deren 
Gleichung 

(55)   r  =  a  » 

V (sin  |0)2 

hat  zur  Fusspunktkurve  jene  erster  Gattung,  welche  wir  in  §.  6. 
kennen  gelernt  haben  und  deren  Gleichung: 


§.  15. 


1 


durch  verwandelt  sich  dieselbe  in: 


(18) 


§  16. 
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(24')  r  =  aV^hT3ö; 

nur  werden  die  Polwinkel  von  einer  anderen  Axe  aus  gezählt. 

§.  17. 

Aus  O  (Fig.  7.)  als  Pol  beschreiben  wir  mit  dem  Radius  e 
einen  Kreis  und  theilen  denselben  von  einem  gewissen  Theilungs- 
pnnkt  fi  ausgebend  in  k  gleiche  Theile,  so  dass  also  von  nun 
an  k  eine  ganze  positive  Zahl  bezeichnet;  OfXi  Of%t  Oft,..  seien 
die  entsprechenden  Leitstrahlen.  Irgend  ein  Punkt  M  in  dem 
Winkel  fxOx,  dessen  Coordinaten  r  und  6  sind,  verbinden  wir 
mit  diesen  sämmtlichen  Theilungspunkten  und  bezeichnen  diese 
Strecken  der  Ordnung  nach  mit  r, ,  ra,  r8,...r*.  Hierdurch  ent- 
stehen k  Dreiecke,  welche  im  Pol  O  je  zwei  Seiten  gleich  e  und 
r  haben,  und  wenn  wir  den  Winkel  fx  Ö3J  =  a  setzen,  so  sind  die 
von  diesen  Seiten  eingeschlossenen  Winkel: 

2tc  4jt  6tt  ,(Jfc— 1)2» 

«,  a  +  y   a+y    «+-£-»•••«  +  — ^ — > 

mithin: 

rt*  =  c2  +  r*— 2er.  cos  a, 

r2*  =  ea  +  r2 — 2er .  cos  (a  -f  -j), 

r5*  =  e2  +  r2— 2er.cos(a  + 


r*2  =  e2  +  r2  -  2er .  cos  («  +  — ]  — ) ; 

werden  sSromtliche  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt,  so  ist 
nach  dem  bekannten  Satz  von  Mo i vre: 

(63).  .  .    (rirtr8...rjt)a  =  e«  +  r*k— 2e*r*.cosÄa. 


§.  18. 

Ueber  die  noch  unbestimmt  gelassenen  Grossen  e,  «,  r  ver- 
fugen wir  im  Sinne  der  folgenden  Gleichungen: 

(64)  e  =  ~t 

V2 
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<«) «  =  ^-0' 
(18)  r*  =  a*sin*6\ 

so  dass  jetzt  M  einen  Punkt  der  Kurve  erster  Gattung  bezeichnet; 
hierdurch  reducirt  sich  die  Gattung  (63)  auf: 

(66)  rlrtrs...rk  =  ek, 

d.  b.  die  Kurven  erster  Gattung,  deren  Gleichung  (18), 
haben  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  das  Product 
der  Entfernungen  eines  jeden  Punktes  derselben  von 
k  festen  Punkten  constant  ist. 

Diese  k  festen  Punkte  liegen  in  der  Peripherie  eines  Kreises 

a 

vom  Halbmesser  -j — ,  und  ihre  Leitstrablen  entsprechen  den 

Vä 

Polwinkeln : 

n     5it     9»       (ik  —  3)  7t 

Für  die  Lemniscate  z.  B.  ist  k  =  2,  also  e  =  und 

(67)  r.r^e» 

Diese  Eigenschaft  hat  bereits  A.  Serret  a.  a.  O.  nachgewiesen, 
und  wir  benützen  nun  die  allgemeine  Gleichung  (63),  um  die  ent- 
sprechende Eigenschaft  der  Kurven  zweiter  Gattung  aufzufinden. 

Setzt  man  in  derselben: 

i 

(68)  e-aV% 

(65)   «  =  Ö, 


(48)  r*  =  -^-rä, 


so  geh$rt  der  Punkt  M  zu  einer  Kurve  zweiter  Gattung  und  man 
hat  nach  kurzer  Rechnung: 

(69)   r1»y>B...rft  =  r*, 

d.  b.  die  Kurven  zweiter  Gattung,  deren  Gleichung  (48), 
haben  die  Eigenschaft,  dass  das  Product  der  Entfer- 
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Olingen  eines  jeden  Punktes  derselben  von  k  festen 
Packten  der  Men  Potenz  seines  Leitstrahles  gleich  ist. 

Diese  k  festen  Punkte  liegen  in  der  Peripherie  eines  Kreises 
k 

vom  Halbmesser  a\  2,  und  ihre  Leitstrahlen  haben  die  Polwinkel: 

n     5n     9?t       (4k  —  3)  n 

2k'  W   2k'"  2k 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  z.B.  ist  k—%  also  e=:oV^2  und: 
(70)  rxri  =  r\ 


X. 

Elementare  Auflösung  der  allgemeinen  Gleichung 

vierten  Grades, 

Von 

Herrn  Professor  H.  Grassmann 

am  Gymnasium  in  Stettin. 


Die  folgende  Auflosung  der  Gleichung  vierten  Grades  ist 
einfacher  als  die  mir  bekannten,  und  eignet  sich  vorzüglich  zur 
Darstellung  in  der  Schule.  Die  Gleichung  sei  (nach  Wegschaf- 
fung des  zweiten  Grades) 

(1)  ar*  +  oa;*+6a?  +  c  =  ü. 

Wenn  es  gelingt  diese  Gleichung  auf  die  Form 

(2)  (x*  +  d)*~e(z+f)*  =  0 
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zu  bringen,  so  ist  mit  der  Lösung  der  letzteren  auch  die  der  er- 
steren  gegeben.  Nun  giebt  die  Gleichung  (2)  nach  Potenzen  voo 
x  entwickelt 

x4  +  (2rf  -  e)  x*—2efx  +  d*  -  ef*  =  0. 

Diese  wird  der  ersteren  (I)  identisch,  wenn  die  Koeflicienteti 
gleich  werden.    Das  gibt  die  Gleichungen 

(3)  '2d  =  e+u 

(4)  2ef=  —  6 

und  indem  man  die  dritte  d2 — ef*  =  c  mit  4e  niuitiplicirt  und 
dann  für  2d  und  2ef  ihre  Werthe  (aus  (3)  und  (4))  einsetzt,  er- 
hält man  e(e  -|-  a)2—b2  =  4ec,  d.  h. 

(5)   +  2ae2  f  («2  -4c)e  =  b2. 

Da  nun  auch  umgekehrt,  wenn  die  drei  letzten  Gleichungen  er- 
füllt  sind,  die  beiden  ersten  identisch  werden,  so  folgt: 

„Man  suche  eine  beliebige  der  drei  Wurzeln  (e)  der  Gleichung 
(5),  führe  diesen  Werth  e  in  (3)  und  (4)  ein,  so  sind  dadurch 
d  und  f  eindeutig  bestimmt.  Die  gefundenen  drei  Werthe  in  (2) 
eingesetzt,  machen  diese  Gleichung  mit  (1)  identisch  (was  eine 
gute  Probe  liefert).   Jetzt  bringe  man  die  Gleichung  (2)  auf  die 

Form  x2  +rf  =  +  V  e  (x  +  /),  so  erhält  man  durch  Auflosung 
dieser  quadratischen  Gleichung  die  vier  Wurzeln  der  gegebenen 
Gleichung." 

üebrigens  ergiebt  die  letgenannnte  quadratische  Gleichung, 
nachdem  man  sie  mit  4  niuitiplicirt,  und  für  d  und  f  ihre  Werthe 
aus  (3)  und  (4)  eingeführt  bat, 

!ix  =  t  T  V  — «4— 2o— -• 
wo  s  =  +  Sf  e  ist. 

♦  ■ 

Wählt  man  aus  der  Gleichung  (5)  statt  e  eine  der  andern  Wur- 
zeln et9  e%  dieser  Gleichung,  so  müssen  nach  dem  erwiesenen 
Satze  diese  dieselben  vier  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  liefern.  Um 
dies  anschaulicher  zu  übersehen,  führen  wir  die  drei  Wurzeln 
et  elf  e%  ein;  nach  der  Gleichung  (5)  rnuss  e  +  ex  +  e2  =  —  2a 
und  eexe%  =  b2  sein,  oder  wenn  e  =  £2,  ev  =  tx2,  e2  =  *22  »st,  so 
muss  £2  -f  *,2  -f  fa2=  -  2a,  t£,f.2  =  i=  b  sein ;  wir  wählen  die  Vor- 
zeichen für  f,  £t,  c3  im  Uebrigen  willkürlich,  aber  so  dass  £fi£.2  =  — ^ 
ist.    Dann  verwandelt  sich  die  Gleichung  (6)  in 
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2ar  =  e  TV  — +        fi*  +      +  *  l  f*  =  f  T  (*i  -f 

Hier  können  wir  das  Minus -Zeichen  weglassen,  wenn  wir  die 
obige  Zeichenbestimmung  für  t,  e,,  f4  festhalten.  Also: 

„Wenn  £,  sl9  fa  drei  Grossen  sind,  deren  Quadrate  die  drei 
Wurzeln  der  Gleichung  (5)  sind,  und  welche  alle  möglichen  Vor- 
zeichen (=F)  aber  mit  der  Einschränkung,  dass  nte2  mit  b  entge- 
gengesetzt bezeichnet  sei,  annehmen  können,  so  liefert  die  Gleichung 

(7)  2*  =  e  +  E,+et 

die  Tier  Wurzeln  der  Gleichung  (1)." 

Aus  dieser  Gleichung  tritt  die  Beziehung  zwischen  den  aus 
den  drei  verschiedenen  Wurzelu  von  Gleichung  (5)  hervorgehen- 
den  vier  Wurzeln  von  (1)  vollkommen  in  Evidenz;  z.  B.  wählen 
wir  die  Wurzel  et  aus  Gleichung  (5),  so  tritt  2x  in  den  Formen 
,2x  =  tl:f  (s  +  fj)  und  2o:=  — fj  ^(f  —  ff)  hervor  u.  s.  w. 

Es  sei  z.  B. 

(1)   ^-|**  +  2a:--~  =0, 

so  erhält  man 

(5)  e»-3e»  +  6e  =  4. 

* 

Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  ist  e  ==  1  (welche  sich  nach  der 
allgemeinen  algebraischen  Methode  sogleich  ergiebt).  Dann  wird 
also 

(3)  d  =  -i 

M  /*=-!. 

Also 

ff).  >  (**-*)*-(*-!)•  =  <», 

deren  Identität  mit  (i)  sofort  hervortritt,  also         i=  T  1), 
und  somit 

(6)  ....  2*  =  —  1 T  V6  oder  =  1  *  i  V2,  wo  i  =  V~f. 

Ich  füge  noch  zwei  Bemerkungen  hinzu. 

Bern.  J.  Es  ist  oft  wunschenswerth,  Gleichungen  vierten 
Grades  zu  erhalten,  bei  welchen  die  Hülfsgleichung  dritten  Grades 
0>)  sich  durch  die  bekannte  algebraische  Methode  rational  losen 
lasst.    Dies  erreicht  man,   wenn  man  drei  beliebige  rationale 
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Grossen,  er,  tc,  t>  annimmt,  und  die  Gleichung  vierten  Grades  auf- 
stellt: 

3  3 
x*  +  ^  ***  +  V  «»  +  t>»  -  a«  +  3t<t>« .  *  +  jg  (4«p  -  o«)  =  0, 

woraus  dann  c=a  +  t>  — «  folgt  u.  s.  w.;  so  z.  B.  war  in  obigem 
Beispiele  «  =  —  1 ,  u  =:  J,  t>  =  —  1. 

Bern.  2.  Es  ist  die  Frage,  in  wie  weit  sich  die  obige  Me- 
thode auch  auf  beliebige  Gleichungen  des  2nten  Grades  anwenden 
lässt.  Eine  solche  bat  nach  Wegschaffung  des  2ten  Gliedes  (mit 
.r*"-1)  nocn  2n  — 1  Koefficienten.  Ebenso  viel  bietet  die  Gleichung 

(x*  +  D)*-  e  (x*-1  +  F)*  =  0, 

jn  welcher  D  und  F  ganze  Funktionen  des  (n — 2)ten  Grades  sind. 
Denn  D  und  F  enthalten  je  (w— 1)  Koefficienten,  wozu  dann  noch 
der  Koefficient  e  kommt.  Man  hat  zur  Bestimmung  dieser  2»— 1 
Koefficienten  also  ebenso  viel  Gleichungen.  Wenn  diese  Be- 
stimmung in  irgend  einer  Weise  gelingt,  so  verwandelt  sich  die 
gegebene  Gleichung  in  die  oben  angegebene  Form.   Aus  ihr  folgt 

a?»+Z)  =  T  e(x"-l  +  F)9 

was  dann  durch  Losung  einer  Gleichung  nten  Grades  die  2w 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  liefert.  Bis  dahin  ist  also 
alles,  wie  bei  der  Gleichung  vierten  Grades.  Allein  die  Hülfs- 
gleichungen,  durch  welche  die  Umwandlung  in  die  verlangte  Form 
gelingt,  steigen  im  Allgemeinen  zu  höheren  Graden  an,  und  lassen 
sich  nur  unter  besonderen  Bedingungen  auf  Gleichungen  des 
(2k— l)ten  Grades  zurückführen. 


V 
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XI. 

Proprtäte  de  la  bissectrice  d'un  angle  dans  le  triangle. 


Par 


Monsieur  Georges  Dostor, 

Dncteur  ea  sciencet, 
Professciir  de  niathemaliques  a  Paris. 


Theoreme«  Dans  tout  triangle  ABC,  lorsqu'on  niene 
la  bissectrice  ADzzzd  d'un  angle  A,  la  tangente  de  l'in- 
clinaison  decettebissectrice  sur  le  cötäoppose*  BC~a 
est  ä  la  tangente  de  la  mottle  de  Tangle  A  comme  la 
somme  6  +  c  des  deux  cöfds  AC  =  b,  AB=c,  qui  le  coni- 
prennent,  est  ä  leur  difference  h  —  c. 


A 


Nous  supposerons  6>c,  de  sorte  qne  D  exprimera  langle 
aign  que  fait  la  bissectrice  d  avec  le  cdte  »ppose*  a. 

Oes  8oinmets  C  et  B  abaissons  sur  la  bissectrice  le*  per- 
pendiculaires  CE,  BF.  Dans  les  deuz  triangles  rectangles  CDE, 
BDF  nous  avons 

CE  =  D£tangö,  BFz=  ÖFtangtf, 

Theil  LI.  7 
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cToü  nous  tirons,  en  ajoutant, 

{DE+  »F)tangZ)  =  CE)  BF, 

et,  par  suite, 

,t\  ♦      n     CE  +  *F  CE+BF 

(l)  tiknSD=1  DE  +  VF=  AE-AF 

Or  les  deux  triangles  rectangles  -dCF,  4Z?F  donnent 

A  A 
CE  =  6  sin  ^ »         =  6  cos  ^ » 

Z?F  =  c  sin  2 »    -^F  =  c  cos  ^  » 
ajoutant  d'une  part  et  retranchant  de  l  autre,  on  obtient 

CE  +  BF  =  (6  +  c)  sin  ^,    AE~AF=z(b- c)  cos  ^ . 
Substituons  ces  valeurs  dans  l'^quation  (1)  et  noas  trouvons 

(6-rQsin^     ,  ^ 

(I)  .  .  .  .  taugZ>  =  3  =  6^tang  2* 

(6—  c)cos  2 

2.  Corollalre.   On  en  dlduit 

(II)  .  .  .  sin/>  =  sin -3»    cosZ>  =  cost:. 


La  valeur  de  la  bissectrice  est  d'ailleurs 

.     6cs»n^     26c  sin  |  cos  j     m  ^ 

(6  +  c)sin^ 

3.  Remarque.  Dans  Fellipse  appellons  2g>  1'angle  de  deux 
rayons  vecteurs  r,  r'  et  iV  l'angle  que  fait  la  normale  N  avec  le 
grand  axe,  nous  aurons 

„     r'+r  2a 
tang  Pf  =  tangy  =  ^— ^  tangg?, 

r'  +  r  2a  a 

(IV).  .    ^  sin  iV  =  ~2 —  sin  q>  =  ^  sio  <p  =  -  sin  9, 


r*  —  r 


cos  A  =         cos  qp. 
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(V)   ZV  =  ^— --  cos    =  —  cos<p. 

Dans  l'hyperbole,  si  T  est  1'angle  que  fait  la  tangente  T  avec 
l'axe  transverse,  on  aura 

tang  T  =       ^  tangqp  =         taug  9? , 

(VI)  .  .    <  sinT  =  ~tr8iny, 
cosT  =         cos  qp  =  ^  cos  <p  =  -  cos  <p. 

(vii) .....  r=-T-7Cos<p. 


XII. 

Ellipse  et  Hyperbole. 
Relation  entre  les  deux  angles  que  font  les  deux 
rayons  vecteurs  d'un  point  avec  l'axe  focal. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor, 

Docteur  es  sciencex, 
l'rofeaseur  de  iu»lhciiinttques  ä  Pari« 


1.  Dans  une  ellipse  ou  dans  une  hyperbole,  lorsqu'on  donne 
Tinclinaisoo  d'un  rayon  vecteur  sur  Taxe  focal ,  le  point  corre- 
spondant  de  la  courbe  se  trouve  döterniine;  par  coiisequent  on 
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connaitra  la  direction  du  deuxieme  rayon  vecteur,  c'est-ä-dire  son 
inclinaisou  sur  Taxe  focal.  Donc 

Etant  d  on  nee  l'equation  d'une  ellipse  ou  celle  d'une 
hyperbole,  il  existe  necessairement  une  relation  entre 
les  deux  angles  que  Tont  avec  Taxe  focal  les  deux  ra- 
yons  vecteurs  d'un  in  6 ine  point  de  la  courbe,  et  cette 
relation  doit  avoir  lieu  entre  les  deux  angles  et  les  pa- 
rametres  de  l'equation  meine  de  untre  section  conique. 

Cette  relation  s'obtient  rapidement  de  la  maniere  suivante. 

2.  Soient  F,  F'  les  deux  foyers  d'une  conique  ä  centre,  et 
iW  un  poiut  de  ia  courbe,  que,  pour  plus  de  siiuplicite,  nous  sup- 
poserons  situe  dans  Tangle  des  x,  y  positifs.  Nous  poserons  le» 
rayous  vecteurs 

FN  =  r,    F'M  =  r\ 

la  distance  focale 

FF'  =  2c, 

et  Taxe  focal 

AA'=2a. 

L'iuclinaisou  F  du  rayon  vecteur  FM  sur  Taxe  focal  est  le 
supplement  de  1'angle  en  F  du  triangle  MFF'\  par  consequent, 
si  nous  faisons 

r  +  r' +  2c  =  2/>, 

nous  aurons 

d'oü  nous  firnns 

t\\  tangjF  p 

K  ) tangif"-/,-2c' 

(2)   taiig4FtangW=|=^'. 

3.  Kllipse.  Supposons  que  la  conique  a  centre  soit  une 
ellipse.    Dans  ce  cas  on  a 

rfr'  =  2a, 

et,  par  suite, 

p     _     2p        r+r'+2c     2a  +  2c     a  +  cm 
p  —  2c     2/?— 4c     r-fV  — 2c"~*2a  — 2c~~  «-V 

Vi 
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doiic  il  vient,  en  substituant  dans  (I) 

iw  tangjF  _  oj  e 

(I' tangJF'  — a-c 

Theoreme  I.  Les  tangentes  des  demi-angles  que 
fönt  avec  le  grand  axe  de  J'ellipse  les  rayons  vecteurs 
d'un  menie  point  de  la  courbe,  sont  entre  elles  comme 
la  somnie  du  grand  axe  et  de  la  distance  focale  est  ä 
leur  difference. 

4.  Myperbole.  Si  la  conique  a  centre  est  une  hyperbole, 
on  aiira 

r'  —r  =  2«, 

et,  par  suite, 

p-f  _  ty—W  2c+r+rr  -2r'  __  <2c-(r'  -r)  2^— 2«  _  c-a  . 
p-r~  ~  2/>— 2r       2cfr+r'— 2r      2c+(r'-r)  ~~  2c  +  2«  ~"  c  +  a  5 

donc  il  vient.  en  snbstituant  dans  (2), 
(")   tangiFtang^'  =  ^. 

Theoreme  II.  Le  produit  des  tangentes  des  demi- 
angles  que  fönt,  avec  Taxe  transverse  d'une  hyper- 
bole, les  deux  rayons  vecteurs  d'un  meme  point  de  la 
courbe,  est  egal  au  rapport  de  la  difference  entre  la 
distance  focale  et  Taxe  transverse  ä  leur  somme. 

5.  Reinarque.    II  est  facile  de  voir  que  l'equation 
(III)  (1  +  <y)  V  +  4o.tr*  =  ia*q 

represente  toutes  les  ellipses  daus  lesquelles  q  exprime  le  quo 
tient  des  tangentes  des  demi-inclinaisons  des  rayons  vecteurs  sur 
l'axe  focal,  ou  toutes  les  hyperboles  oü  q  exprime  le  produit  de 
ces  tangentes,  suivant  que  q  est  positif  et  plus  grand  que  l'unitä 
ou  negatif  et  plus  petit  que  l'unite,  a  e^ant  toujours  le  demi-axe 
focal  de  ces  coniques. 
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XIII. 

Inclinaison  du  rayon  vecteur  sur  Taxe  de  la  parabole. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor, 

Docteur  es  scienecs, 
Profeweur  de  mathematiqnes  a  Parin. 


Representons  cet  angle  par  F.   On  sait  que 

/ix  1P     4/"l  — cosF  Afr—rcosF 

(I)  tang4F  =  V  1T—J,  =  \-TV^-r 

Si  r  designe  le  rayon  vecteur  d'un  point  M  de  la  parabole 

y*  =  2px, 

dont  le«  courdonnees  sont  ar,  y,  on  aura 

P  P 
r  —  x  -f-    >    r  cos  F  —  x  —  ^ ; 

il  vient  Hone,  en  substituant  dans  (I), 

Theoreme.  Dans  la  parabole,  la  tangente  du  demi- 
angle que  fait  le  rayon  vecteur  avec  Taxe,  est  egal  au 
parametre  divisö  par  l'ordonnäe. 
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XIV 

Proprietes  du  triangle  rectangle. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor, 
Doctour  e«  sciencei, 
Pr«fe«scur  He  math<£inatiqnes  a  Pari«. 


1.  Th^or^me  I.  Dans  tout  triangle  rectangle»  le 
carte-  de  l'inverse  de  la  perpen  d  iculaire  d,  abaissöedu 
so  mm  et  de  l'angle  droit  eur  l'hypot^nuse  a,  est  egal  ä 
la  somnie  des  carrös  des  inverses  des  deux  cdtös  bt  c 
de  l'angle  droit. 

La  double  surl'ace  du  triangle  est  bc  =  ad;  on  eti  tire 

Ä*c»  =  a*d*  =  (6«  +  c»)  d*  =  c»d*  +  b  *d* ; 

divisant  par  b*c*d*,  on  obtient 

2.  Theoreme  II.  Dans  deux  triangles  rectangles 
semblables,  le  produit  aa'  des  hypote'nuses  est  e*gal  ä 
la  somme  bb'  -\-cc'  des  produits  des  cötös  homologues 
6  et  b't  c  et  c'  des  angles  droits. 

On  a 

-  =  -  =  - 
a  ~"  b      c  ' 

ou,  ce  qui  revient  au  niöme, 

at  —  6a  -  C2  —  -gTfc*  * 
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or 

n2  =  0*  +  c*; 

donc 

(II)  aa'  =  bb'  +  cc'. 

3.  Theoreme  UM.  Dans  deux  triangles  rectarngles 
semblables,  le  produit  des  inverses  des  perpendtcu- 
laires  d,  d'  abaissees  des  sommets  des  angles  droits 
sur  les  hypote*  nuses,  est  egal  ä  la  sonime  desproduits 
des  inverses  des  cötes  homologues  b  et  b' ,  c  et  c'  des 
cotes  des  angles  droits. 

Puisque 

b[_c'  __eV 
b  ~  c  ~  d 

il  vient 

b'c'  _  c'd'  b'd' 
bc  ~  cd       bd  ' 

et,  par  suite, 

bb' . cc'  _  cc\dtV  _  bb' . dd'     cc'.dd'  +  bb'.dd' 

or 

6*c2  =  c«rf»+ÄW; 

donc 

bb'  .vc'  =  cc'.dd'  +  bb'.dd'; 
divisaiit  par  bb'  .cc'  .daV ,  on  ohtient 


dd'—W*  cc' ' 

4.  Theoreme  IT.  Lorsque  deux  polygones  sem- 
blables  sont  tcrminäsparles  cötes  homol  ogues  a  et  a', 
b  et  b',  c  et  c',...,  comprenant  les  angles  A,  dans 
toute  relation  entre  a,  6,  c, ...  et  les  angles  A,  B,...,  on 
peut  remplacer  les  c6te*s  a,  6,  c,...  respecti vement  par 

les  moyennes  geom etriques  aa' ,  V bb',  \T cc',...  entre  a 
et  a',  b  et  6',  c  et  c', ... 

Ainsi,  puisque  dans  le  triangle 

a*  =  b2  +  ca  —  26c  cos /I, 

dans  deux  triangles  sernblables  on  a 
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(IV).  .  .   aa'  =  bb'  +  cc'—  Wöb'.  V^.cos,*. 
En  effet,  de  ce  que 

-  =  -  =  - 
a  ~  b  c 

il  vient 

aa'  _  W_      cc'     WW.  Vc^7.  cos  A , 
a?  ~~  6»  ~~  c2  26ccos/4 

d'oü  on  lire 

ca'     66'  +  cc'  -  2 V667.  Vcc7". cos ^ . 
a*  —  6*  +  c2— 2bccosA 

les  deoominateurs  ätant  egaux,  il  en  sera  de  meme  des  nume 
rateurs. 

5.  Bemarqae,  Le  premier  thdoreme  e*tablit  une  relation 
entre  la  taugen te,  la  normale  et  la  coordonnäe  correspondante 
d'one  courbe,  dans  le  cas  d'axes  quelconques.    Ainsi  on  a 

i      _L  .  J  L_ 

Tx*  +  iVx2—  y«sin2  e 9    T9*  +  Ny*  ~  arVm*  6  ' 
0  repräsentant  l'angle  des  axes. 

Le  troisieme  theoreme  exprime  une  relation  entre  les  deux 
tangentes,  les  deux  normales  et  les  deux  coordonnäes  du  point 
de  contact,  dans  le  cas  de  coordonne'es  rectangulaires,  c'est»ä- 
dire  que 

1         _l  l_ 

TxNy+  TyNs~xy 


Digitized  by  Google 


106         Doslor:   G&itralisation  d'un  tMoreme  d'Euler 


Gen<£ralisation  d'un  th^oreme  d'Euler  sur  le  cercle 

et  son  extension  a  Tellipse. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor , 

Oocteur  es  aciences, 
Professeur  de  matheniatiques  ä  Paris. 


Theoreme.   Sur  Tun  des  axes  de  l'ellipse 

(1)  ay  +  62^  =  a26a, 

sur  l'axe  AAf  =  2a,  par  exemple,  comme  base,  on  con* 
strait  un'  rectangle  AA'ÜC,  dont  ia  hauteur  AC  soit 

egale  an  produit  de  l'autre  demi-axe  OB  =  b  par  V2; 
on  joint  an  point  quelconque  M{x',  y')  de  la  eourbe  aux 
deux  soraraets  extörieurs  C,  C  du  rectangle  par  les 
droites  MC,  MC ,  qui  coupent  Taxe  AA'  en  D  et  D'. 
Quel  que  soit  le  point  M  de  l'ellipse,  on  a  toujours 

AD'*  +  AD*  =  4a*  =  AA'* 

Pour  suivre  la  methode  qui  nous  a  conduit  ä  ce  rdsultat,  soit 
h  la  hauteur  indeterminee  de  notre  rectangle.  Les  sommets  C, 
C  ont  meme  ordonnäe  h  et  pour  abscisses  respectives  +o  et 
—  a;  par  consäquent  les  equations  des  deux  droites  MC,  MC  sont 

v-y'  =  £E-i  (*-*'>•  v-v' =|^£<*-*'); 

si  nous  y  posons  y  =  0,  nous  trouverons  que  ces  droites  coupent 
l'axe  des  x,  c'est-ä-dire  la  droite  AA\  en  deux  points  D,  D' 
dont  les  abscisses  sont 
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He  sorte  que  les  distances        ,  seront 

^=^o-op=-<,-g<^,=-2<,y'-A(;+a,). 

y — *  y  — A 

Nous  trouvon«  ainsi  pour  les  carres  de  ces  longueurs 

.,y„  _  (4cV»  +  h*x'*  +  a*h*  -  4a«A.y ')  +  4ahx'  (y'  -  A) 
~  (y'-A)* 

ill>  =~  (y'-A)» 

Leg  nume>atenrs  „  de  ces  deux  fr  actione  ont  une  partie  com* 
ranne;  les  deuz  autres  parties  sont  ögales  et  de  eignes  contraires. 
Pour  que  la  sorome  des  deux  carres  soit  egale  ä  4a*,  il  faut  et 
il  suffit  qae 

4a«y^  +  h*x'*+a*h*—4a*hy'  , 

oa 

4ay«+A*ar'2-f  aW-4a%'  =  2ay*-4a%'  +2a*A». 
Cette  equation  de  condition  revient  ä 

0r  le  point  {x\  y')  etant  situe"  sur  l'ellipse  (1),  on  a 

2a*y '»  +  2Ä**'*  ~  2a*6*  =  0 ; 
pat  conse'quent,  il  vient 

A*(^»_a*)  =  24»(*'*-a«), 

d'oä 

A»  =  26«  A  =  6V2, 

*  qu'll  fallait  prouver. 

En  posant  a  =  6,  on  a  le  theoreme  d 'Euler  g«*ne>alise. 

C»rollafre.  Puisqae 
AD  *  =  4Z>'(44'  -  ^Z)a  =  -  AD), 

•I  vient,  en  ajoutant, 
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AA'*  =  AD'  {AA'-A'D')  +  A  D(AAf  -  AD)  , 

ou 

AD.A'D  +  AD'.A'D'^AA'iAD'  +  AD-AA'y, 

mais 

AD'  +  AD-AA'  =  DD'; 

donc 

AD.A'D  +  AD'.AD  '  =  AA'.DD', 
c'est-a-dire  que 

Les  deux  points  />,  divisent,  chacun,  l'axe  AA' 
en  deux  Segments  tels,  que  la  sotuiue  de  leurs  pro- 
duits  est  egale  au  produit  de  l  axe  par  la  distancede 
ces  deux  points. 

Voyez  cet  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  T. 
XXVII,  p.  116;  T.  XXX,  p.  120;  T.  XXXI,  p.  61. 


Bemerkung  des  Herausgebers. 

Den  vorstehenden  Satz  für  den  Kreis  bezeichnet  Euler 
in  der  Abhandlung:  Variae  Demo  ns  trat  i  on  es  geometricae. 
Novi  Commentarii  Acad.  Scientiar.  Imp.  Petrop.  T.  1., 
p.  49.  ausdrücklich  als 

Fermat's  Lehrsatz 

und  sagt  von  demselben:  „Reperitur  in  commercio  epistolico 
Fermatii  propositio  geometrica,  quam  Geomctris  demonstrandam 
proposuit.  Quae  etsi  ad  naturam  circuli  spectat,  nihilque  difficnl- 
tatis  primo  intuitu  involvere  videtur,  tarnen  a  pluribus  Geometris 
frustra  est  suseepta,  neque  usque  adhuc  eius  demonstratio  est 
tradita."  Hiernach  wird  also  der  genannte  Satz  richtig  als  Fer- 
mat's Lehrsatz  zu  bezeichnen  sein. 

Ich  bemerke  noch,  dass  der  hier  behandelte  Gegenstand  schon 
früher  (1858)  im  Archiv  (Thl.  XXXI.,  Nr.  X.,  S.  61.)  eine  Be- 
handlung von  Herrn  Director  A.Krüger  in  Fraustadt  gefunden 
hat.  Dessenungeachtet  habe  ich  den  vorstehenden  Aufsatz  des 
Herrn  Dostor,  der  unzweifelhaft  ganz  selbstständig,  von  jeder 
früheren  Arbeit  völlig  unabhängig,  zu  den  darin  enthaltenen  Sätzen 
gekommen  ist,  hier  im  Archiv  abdrucken  lassen,  theils  um  diese 
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benierkenswerthen  Sätze  nieder  in  Erinnerung  zu  bringen,  tlaun 
aber  auch,  weil  die  Verschiedenheit  der  Behandlung  immerhin  von 
Interesse  und  lehrreich  sein  kann.  Herrn  Dostor  bitte  ich  recht 
sehr,  um  recht  häufige  Fortsetzung  seiner  Mittheilungen  für  diese 
Zeitschrift.  Bloss  absolut  Neues  mitzutheileu  ist  nicht  Zweck  des 
Archivs,  auch  weniger  Bekanntes  soll  dasselbe  gehen,  wenn  nur 
die  Methode  der  Behandlung  sich  empfiehlt,  in  welcher  Beziehung 
freilich  die  Meinungen  öfters  getheilt  sein  können.  G. 


Proprietes  du  triangle  spherique  rectanglc. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor, 
Docteur  es  «cience«, 
Professeur  de  mathematiquea  a  Pari«. 


].  Theoreme  I.  Dans  tout  triangle  spherique  ret- 
tangle ABC,  le  carre  de  la  tangente  de  l'hypotenuse, 
BC=a,  egale  la  summe  des  carres  des  tangentes  des 
deux  autres  cötes  AC=zb9  AB  =  c,  augmentee  du  pro- 
duit  des  carres  des  deux  memes  tangentes. 

En  effet  la  relation  coso  =  cos  6  cosc  peut  s'ecrire 

i      1  ^  1  , 

cosaa     cos9 6  cosac' 

ou 

cosa«  -fr  singo     cosa6-fr  sina6     cos2 c  -fr  sin2 c  . 
cos2a  cosa6  cosac 

et,  comme  celle-ci  revient  ä 

1  +  tangaa  =  (i-f  tang26)(l  -f  tangac) 
ou  trouve  de  suite,  en  effectuant, 
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(I).  .  .    tang2a  =  tang26-f-tang2c-ftang26tang2c. 

2.  Theoreme  II.  Dans  tout  triangle  sph^rique  rec- 
tangle  si  du  sommet^  de  l'angle  droit  on  abaisse,  sur 
l'hypotenuse  BC=a,  l'arc  perpendiculairc  AD=d,  qui 
y  determine  les  deux  Segments  CD  —  b',  DB  ==  & 

1°.  la  tangente  de  cbaque  cöte*  de  l'angle  droit  est 
moyenne  proportioneile  entre  la  tangente  de  rhypote- 
nuse et  celle  du  segment  adjacent; 


\  le  sinus  de  l'arc  perpendiculaire  est  moyenpro- 
portionnel  entre  les  tangentes  des  deux  segments  de 
l'hypote'nuse. 

J°.   Les  deux  triangles  rectangles  ABC,  ACD  dounent 

^  ( tango  ==  tang  a  cos  C, 

\  tang  b'  =  tang  b  cos  C; 

d'oü  on  tire,  en  multipliaut  en  croix, 

(II)  tang*  6  =  tangaXtango', 

et  de  möme 

tang2c  =  tang  aX  tang  c*.  *) 

2°.  Nous  avons  ensuite  par  les  deux  triangles  rectangles  ACD, 
ABD, 

tang  «2  =  sin  6' tang  C\ 
tangrf  =  sin  cf  tang  B, 


par  suite 


^   sin  6'  sine'  sin  6' sine', 

nS        cotZfcotC  cos« 


mais  comme 

Cosa  =  cos  b  cos  c  =  cos  6' cos  rf.  cos  c' cos«/, 

il  vlent,  en  substituant, 

si n2  </  sin 6' sine' 

cos2  e/      cos 6'  cos  cr .  cos2«/  * 


*)  Le  premier  theoreme  «e  trouve  demnntrö,  avec  un  peu  trop  de 
longneu r,  par  M.  Jos.  Eil  les  dana  le  T.  44,  page  140  de  ce  Journal, 
et  la  premiere  partie  dn  second  theoreme  est  donne  dans  la  Spherique 
de  Schulz,  T.  II,  p.  114.  G.  D. 
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d'oü 

(IN)  sin«d  =  tang6'taii£c'. 

3.    Corollaire.    Les  deux  egalites  (1)  dounent 

tang6'  =  tangacos*G\ 

par  suite 

tangc'  =  tangacos8/?; 

dou  on  tire,  en  roultipliant  et  en  divisant, 

(IV)  sind  =  tangacos/?cosC, 

tango'  ^  cos*  C 
(V> täögc7 <üs*l?' 

Ainsi  1°  le  sinus  de  Tarc  perpendiculaire  abaisse  du  sommet 
de  l'angle  droit  sur  l'hypotöiiuse  est  dgal  a  la  tangente  de  l'hy- 
potenuse,  multipliee  par  le  produit  des  cosinus  des  angles  ad- 
jacents; 

2°  les  tangentes  des  deux  segments  de  l'hypotenuse  sont 
proportionnelles  aux  carres  des  cosinus  des  angles  adjacents. 
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XVII. 

Ucber  das  Zurückbleiben  der  Alten  in  den 
[Naturwissenschaften. 

Rectorsrede 

gehalten  von 
Carl  von  Litlrow. 

(Ztceiter  Abdruck.) 


Ks  macht  dem  Unterzeichneten  ganz  besondere  Freude  und  derselbe 
erkennt  es  mit  besonderem  Danke,  das«  ihm  gütigst  erlaubt  worden  ist, 
diese  treffliche,  überaus  lehrreiche,  namentlich  in  historisch -natur- 
wissenschaftlicher vorzüglich  astronomischer  Rücksicht  sehr  interessante 
Rede  in  dem  Archiv  abdrucken  und  dessen  Lesern  mittheilen  —  auf 
diese  Weise  überhaupt  in  dem  Archive  aufbehalten  —  zu  dürfen. 
Möchten  doch  alle  Jünger  der  Wissenschaft,  besonders  auch  alle  die, 
welche  zu  Lehrern  der  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Dis- 
ciplinen  sich  ausbilden  wollen,  die  dem  Unterzeichneten  —  nach  sehr  bald 
fünfzigjähriger  Erfahrung  im  Lehrfachc  —  wie  aus  dem  Herzen  ge- 
schriebenen Schlußworte  dieser  schönen  Hede  sich  recht  zu  Herzen 
nehmen!  G. 


Ich  bin  der  hoffentlich  nicht  irrigen  Meinung,  dass  die  Feier- 
lichkeit, mit  welcher  bei  uns  der  Rector  in  sein  Amt  eingesetzt 
wird,  hauptsächlich  den  Studirenden  gilt.  Nur  so  kann  ich  mir 
den  Gebrauch  erklären,  dass  dem  neu  Installirten  einerseits  die 
unerquickliche  Aufgabe  wird,  seine  eigene  Biographie  anzuhören; 
dass  ihm  andererseits  ein  Vortrag  obliegt,  der  keinen  andern 
Zweck  haben  kann,  als  den  Standpunkt  zu  kennzeichnen,  welchen 
er  in  Wissenschaft  und  Lehre  einnimmt.  Die  Collegen,  welche 
ihn  gewählt,  müssen  selbst  am  Besten  wissen,  woran  sie  mit  ihm 
sind,  während  die  Studirenden,  namentlich  bei  gewissen,  durch 
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den  Rector  zu  vertretenden  Dnctrinen,  nie  z.  14.  bei  der  meinen, 
zu  solcher  Kenntniss  des  Neugewählteil  oft  nur  spärliche  Gelegen- 
heit haben.  Demnach  richte  ich  meine  heutigen  Worte  vor  Allen 
an  Sie,  meine  jungen  Freunde. 

Derjenige  Theil  des  Alterthums,  dem  der  Beiname  des  „das- 
sischen"  von  jeher  willig  und  unbestritten  zugestanden  wurde, 
verdankt  dieses  ehrenvolle  Epithet  bekanntlich  seiner  Meister- 
schaft in  der  Behandlung  der  Form.  Wenn  wir  unsere  Vorfahren 
auf  dem  Felde  der  Cultur  in  dieser  Beziehung  als  unerreichte 
Wuster  betrachten  müssen,  so  können  wir  hingegen  behaupten,  in 
der  Erforschung  und  Dienstbarmachung  des  Stoffes  einen  eben 
80  grossen ,  wenn  nicht  grösseren  Vorsprung  über  das  Alterthum 
gewonnen  zu  haben.  Es  ist  eben  der  zum  Vortheile  der  Mensch- 
heit nie  ganz  erlöschende  Streit  zwischen  Realismus  und  Idealis- 
mus, dem  wir  auch  hier  begegnen.  Üass  und  warum  wir  beinahe 
auf  allen  Gebieten  der  Kunst,  das  Wort  in  seiner  weitesten  ße 
deutung  genommen,  im  Ganzen  als  klägliche  Epigonen  gelten, 
ist,  glaube  ich,  weit  allgemeiner  anerkannt,  als  wir  uns  des  Grundes 
unserer  Ueberlegenheit  in  exaeten  Disciplincn  bewusst  sind. 
•Schiller,  der  ohne  philosophische  Tiefe  der  Dichterfürst  nicht 
gewesen  wäre,  der  er  war,  findet  den  Realisten  durch  „nüchternen 
Beobachtungs-",  den  Idealisten  durch  „unruhigen  Speculations- 
geist"  charakterisirt.  „Massen  wir  uns  an",  sagt  er,  „mit  unserer 
blossen  Vernunft  Etwas  über  das  äussere  Dasein  der  Dinge  aus- 
machen zu  wollen,  so  treiben  wir  ein  leeres  Spiel."  So  sehr  uns 
diese  Ansichten  sofort  einleuchten,  so  müssen  wir  doch  bei  näherer 
Ueberlegung  bedenken,  dass  damit  dem  idealistischen  Alterthume 
nicht  bloss  Speculationsgeist  in  einseitigem  Uebermasse  zuge- 
schrieben, sondern  offenbar  auch  die  Gabe  correcter  Beobachtung 
abgesprochen  wird.  Die  volle  Richtigkeit  jenes  unmittelbaren  wie 
dieses  abgeleiteten  Sinnes  von  Schillers  Worten  lässt  sich  auf 
astronomischem  Boden  vielleicht  klarer  darlegen  als  in  irgend 
einem  anderen  Fache. 

Alle  Welt  weiss  von  dem  schönen  Himmel  der  Stätten  früherer 
Civilisation :  Italiens,  Griechenlands,  Spaniens  und  vollends  Egyp- 
tens und  Arabiens.  Die  Reinheit  der  Luft,  deren  sich  diese 
Länder  von  jeher  erfreuten,  geht  schon  aus  der  Wichtigkeit  her- 
vor, welche  die  Alten  der  Kenntniss  von  den  Auf-  und  Unter- 
gängen gewisser  Gestirne  beilegten.  In  unseren  Gegenden  hätte 
die  Sternkunde  solche  Richtung  schon  deshalb  nicht  nehmen  kön- 
nen, weil  wir  die  Gestirne  äusserst  selten  auch  nur  nahe  am ,  ge- 
schweige denn  im  Horizonte  sehen,  der  Dünste  wegen,  die  bei 
uns  fast  beständig  den  Gesichtskreis  umlagern.    Aus  demselben 
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Grunde  hätten  wir  uns  ohne  das  Fernrohr  von  den  Bewegungen 
des  in  unseren  Breiten  so  schwer  sichtbaren  Planeten  Mercur  nie 
die  verhältnissmässig  genaue  Kunde  verschafft,  die  zu  sammeln 
den  Alten  gelang.    Wir  Mitteleuropäer  dürften  überhaupt,  was  die 
häufige  Trübung  unseres  Himmels  betrifft,  den   Kimmeriern  der 
Alten,  am  Asow'scheu  Meere,  leicht  den  Rang  streitig  machen. 
Man  sollte  also  denken,  was  jene  Vorfahren  uns  vom  gestirnten 
Himmel  überlieferten,  müsse  grösstenteils  für  uns  Unsichtbares 
enthalten,  weit  reichhaltiger  sein  als  was  etwa  der  Art  durch  uns 
später  zu  Stande  kam.    Wir  müssen  da  um  so  mehr  uns  kaum 
Erreichbarem  entgegensehen,  als  die  heutige  Eiutheilung  des  nörd- 
lichen Himmels  in  Sternbilder  der  Hauptsache  nach  schon  vor 
wenigstens  zweitausend  Jahren  vorhanden  war,  also  schon  da- 
mals, wie  wohl  von  vornherein  anzunehmen,  das  Firmament  einen 
Gegenstand  aufmerksamer  Betrachtung  bildete,  als  ferner  bereits 
Hipparch,  etwa   130  Jahre  vor  Christus,  an  die  Entwerfung 
eines  vollständigen  Verzeichnisses  sämmtlicher  Fixsterne  ging  und 
Claudius  Ptolemäus  dritthalb  Jahrhunderte  später  die  Arbeit 
von  Neuem  vornahm.    Nun  führt  der  Almagest,  wie  das  astrono- 
mische Lehrgebäude  des  Ptolemäus  von  den  Arabern,  die  es 
uns  erhielten,  genannt  wird,  im  Ganzen  1028  Sterne  auf  und  wenn 
wir  auch  nach  einer  Bemerkung  von  Plinius  d.  Aelt,  der  von 
1600  beobachteten  Sternen  spricht,  mit  geringer  Wahrscheinlich- 
keit annehmen  wollten,  dass  uns  im  Almagest  nicht  die  vollstän- 
digen Arbeiten  von  Hipparch  und  Ptolemäus  bewahrt  seien, 
so  bleibt  doch  auch  die  zweite  Zahl  weit  unter  unserer  Erwar- 
tung; denn  Arge  (ander  hat  in  Bonn  3256  mit  freiem  Auge 
sichtbare  Gestirne  auf  seine  Karten  gebracht,  und  Heis,  ein 
freilich  abnormes  Auge,  das  die  Sterne  ohne  Strahlen  als  Punkte 
sieht,  in  Münster  diese  Zahl  noch  um  etwa  2000  vermehrt.  Die 
Alten  verzeichneten  also  im  besten  Falle  und  ganz  abgesehen  von 
den  nicht  weniger  als  zwanzig  Graden,  um  die  etwa  Alexandrien 
mehr  von  der  Himmelssphäre  wahrnimmt  als  Deutschland,  kaum 
die  Hälfte  der  Sterne,  die  sie  sehen  konnten!    Noch  deutlicher 
wird  die  Mangelhaftigkeit  ihrer  Beobachtung  daraus  ersichtlich, 
dass  sie  z.  B.  474  Sterne  vierter,  hingegen  nur  271  fünfter,  end- 
lich gar  blos  49  sechster  Grösse  aufführen,  wählend  bekanntlich 
die  Anzahl  der  Sterne  nach  Grössenclassen  so  rasch  steigt,  dass 
jede  Classe  immer  weit  mehr  Sterne  enthält  als  alle  vorhergehen- 
den C lassen  zusammen  genommen.    Mit  freiem  Auge  in  unsern 
Breiten  sichtbare  Nebelflecke  und  Sternhaufen  fuhrt  Argelander 
neunzehn  auf,  währeud  Hipparch  deren  nur  zwei,  Ptolemäus 
fünf  erwähnt,  und  beide  selbst  so  auffallende  Gegenstände  wie 
die  Nebel  im  Orion  und  in  der  Andromeda  übergeben.  Und 
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solche  lückenhafte  Kenntnis*  des  vor  Jedermann  offen  daliegenden 
Himmels  erhielt  sich  bis  lang  nach  Erfindung  des  Fernrohrs,  Ober 
anderthalb  Jahrtausende!  Von  allen  Astrognosten  des  Alterthums 
macht  nur  der  Perser  A  bdalra  h ma  n-  A I-Süfi  im  zehnten  Jahr- 
hunderte eine  rühmliche  Ausnahme,  ohne  aber  bei  Zeitgenossen 
und  Nachfolgern  mit  seinem  Streben  nach  Ergänzungen  irgend 
Macheiferung  zu  wecken. 

Aehnliches  wäre  vom  südlichen  Himmel  zn  sagen.  Es  fehlte 
den  Alten,  namentlich  aber  den  Arabern  gewiss  nicht  an  Gelegen- 
heit, auch  dessen  Sternbilder  wenigstens  grossentheils  kennen  zu 
lernen,  und  doch  verzeichnet  der  Almagest  nur  eben  einige  der 
allergrüssten  Sterne  der  antarktischen  Hemisphäre.  Seit  Bartho- 
lomäus Diaz  trat  für  die  Europäer  das  Bedürfnis*  ein,  auf  See- 
fahrten ihre  Ortsbestimmungen  an  südliche  Constellationen  zu 
knüpfen,  und  doch  wird  erst  durch  Theodor  von  Emden  zu 
Anfang  des  siebzehnten  Jahrhunderts  eine  regelmässige  Eintei- 
lung in  Sternbilder  auch  jener  Gegenden  des  Himmels  eingeführt, 
während  es  Sir  John  Herschel  vorbehalten  blieb,  erst  in  der 
neuesten  Zeit  eine  Menge  bis  dahin  schwankender  Begriffe  über 
die  südlichen  Gestirne  festzustellen. 

Solches  Zurückbleiben  im  Erforschen  eines  Gegenstandes,  für 
den  die  Alten  gewiss  wenigstens  ebenso  lebhaftes  Interesse  wie 
wir  Jiesassen,  einfach  aus  eitel  Oberflächlichkeit  zu  erklären,  geht 
einer  Vorzeit  gegenüber  nicht  an,  die  durch  Beharrlichkeit  und 
sorgfaltige  Ausführung  in  andern  Beziehungen  unsere  volle  Be- 
wunderung in  Anspruch  nimmt.  Dass  es  vielmehr  nur  ihren 
Sinnen  an  der  Schule  für  solche  Thätigkeit  gebrach,  dass  sie  als 
Naturforscher  zu  sehen  noch  nicht  gelernt  hatten,  so  feinfühlig 
sie  auch  als  Künstler  waren,  wird  uns  die  Geschichte  der  Er- 
kenntniss  einzelner  himmlischer  Objecte  besser  lehren  als  die 
eben  gegebene  Uebersicht  des  ganzen  Firmamentes. 

Die  auch  dem  Nichtastronomen  wohlbekannte,  im  Herbste 
unseren  ostlichen  Abendhimmel  schmückende  Sterngruppe  der 
Gluckhenne  oder  der  Plejaden  ist  ein  gutes  Beispiel,  um  zu  zei- 
gen, dass  es  beim  Wahrnehmen  von  Sternen  nicht  blos  auf  reinen 
Himmel  und  gute  Augen  ankomme.  In  dem  um  das  Jahr  270  vor 
Christus  geschriebenen  Lehrgedichte  des  Aratus,  das  uns  die 
ersten  sichern  Nachrichten  von  der  Himmelskunde  der  Griechen 
bringt,  heisst  es,  dass  man  die  Plejaden  inrdnoQoi  „die  in  sieben 
Bahnen  wandelnden"  nenne,  ob  man  gleich  nur  sechs  Sterne  sehe. 
Nahe  dreihundert  Jahre  später  sagt  Ovid : 
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„Quae  Septem  dici,  sex  tarnen  esse  solent" 

während  Hipparch  in  seiner  Kritik  des  Aratus,  etwa  150  Jahre 
vor  Ovid,  ausdrucklich  bemerkt,  dass  man  in  heitern  Nächten 
ohne  Mondschein  wirklich  sieben  Sterne  ausnehme.    Nun  lebte 
Aratus  in  Macedonien,  Ovid  schrieb  seinen  Festkalender  wahr- 
scheinlich in  Rom  und  feilte  denselben  in  seiner  Verbannung  an 
den  südlichen  Küsten  des  Schwarzen  Meeres  aus;  beide  hatten 
also  sehr  schonen  Himmel  über  sich.    Darin,  dass  Hipparch 
noch  einige  Breitengrade  südlicher,  zu  Rhodus  arbeitete,  kann 
der  Grund  seiner  vollständigeren  Wahrnehmung  nicht  gesucht 
werden,  immerhin  aber  ist  diese  Verschiedenheit  der  Auffassung 
um  so  überraschender,  als  sie  eines  derjenigen  Gestirne  betrifft, 
welche  nach  der  Nautik  der  Alten  für  die  Schiffer  damals  von 
grosser  Wichtigkeit  waren  und  von  ihnen  stets  beobachtet  wurden. 
In  der  That  entging  den  damaligen  Sternkundigen  jener  Umstand 
nicht,  aber  sie  suchten  Jahrhunderte  lang  den  siebenten  Stern 
umsonst  und  kamen  endlich  auf  allerhand  sonderbare  Erklärungen 
seines  vermeintlichen  Verschwindens,  wovon  eine  besonders  merk- 
würdig ist.   Sie  meinten  nämlich  u.  A.,  jener  siebente  Stern  habe 
sich  zum  mittleren  Sterne  im  Schweife  des  Grossen  Bären,  den 
die  Araber  Mizar  nennen,  geschlichen  und  sei  das  jetzt  unter 
dem  Namen  des  Reiterleins  allgemein  bekannte  dem  Mizar  nahe- 
stehende Sternchen.    Die    Scholien    zu   Homer    hängen  noch 
dieser  Idee  vom  Verschwinden  des  siebenten  Sternes  an.  Im 
J3.  Jahrhunderte  erst  stossen  wir  bei  dem  Perser  Kazwini,  der 
die  Nachricht  wahrscheinlich  von  Sdfi  hat,  auf  eine  richtige  Be- 
schreibung der  Plejaden:  „es  sind  sechs  Sterne,  zwischen  denen 
eine  Menge  dunkler  (d.  h.  lichtschwacher)  stehen",  sagt  er,  ohne 
aber  damit  bei  spätem  Sternkundigen  irgend  Beachtung  zu  finden. 
Ebenso  verballt  selbst  die  Beobachtung  eines  Mannes  wie  Maest- 
lin,  Keplers  Lehrer,  der  vierzehn  Sterne  der  Gluckhenne  unter- 
schied.  Das  Fernrohr  musste  erfunden  werden,  bis  Sir  Christo- 
pher Heyden  als  Probe  des  neuen  Instrumentes  im  Jahre  1610 
schreiben  konnte:  „ich  sehe  in  meinem  Perspicille  elf  Sterne  in 
den  Plejaden,  während   kein  Zeitalter  deren  mehr  als  sieben 
kennt.'1  —  Und  heute?    Nun  Personen,  die  mit  freiem  Auge  an 
unserem  nordischen  Himmel  dieselben  elf  Sterne  wahrnehmen,  ge- 
hören nichts  weniger  als  zu  den  Seltenheiten,  ja  mir  sind,  nicht 
etwa  Astronomen  von  Profession,  sondern   Laien  bekannt,  die 
vierzehn  bis   sechzehn  Sterne   in  und  bei  der  Gluckhenne  er. 
kennen.    Aber  —  wir  sind  Abkömmlinge  von  Generationen,  die 
von  Jugend  auf  gelehrt  wurden,  ihre  Organe  zu  äusserster  Auf* 
merksamkeit  zu  spannen,  sich  auch  des  leisesten  Sinneneindruckes 
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bewtisst  zu  werden ;  unsere  Augen  sind  geschult  und  werden  in 
jenem  besondern  Falle  der  Plejadeu  von  den  heilern  Sternen  we- 
niger geblendet  als  auf  die  Nachthargestirne  geleitet,  wie  denn  in 
der  That  mehr  als  die  Hälfte  jener  sechzehn  Sterne  weit  unter 
der  Grösse  steht,  die  man  gewöhnlich  als  Grenze  der  Sehkraft 
des  unbewaffneten  Auges  annimmt;  —  wir  haben  beobachten,  wir 
haben  die  günstigsten  Umstände  wählen,  eigentlich  heitern  Himmel 
unterscheiden  gelernt,  wir  wissen,  dass  wir  kleine  Sterne  neben 
heilen  im  Zwielichte  weit  eher  ausnehmen  als  in  tiefer  Nacht,  da 
der  Glanz  der  grossem  Sterne  jene  verdunkelt.  Hipparch  hat 
Unrecht,  wenn  er  den  Mondschein  als  in  dieser  Hinsicht  geradezu 
hindernd  ansieht:  scharfe  Augen  haben  in  meiner  Gegenwart  bei 
hell  strahlendem  Vollmonde  bis  fünfzehn  Sterne  in  den  l'lejaden 
gezählt. 

Es  knüpft  sich  übrigens  an  dieses  lehrreiche  Beispiel  noch 
eine  andere  nicht  uninteressante  Bemerkung.  Dass  man  in  dem 
Reiterlein,  dem  Alcor  der  Araber,  den  angeblich  verschwundenen 
siebenten  Stern  der  Plejaden  vermuthete,  zeigt  nämlich  weiter, 
dass  Alcor ,  obschon  ein  Stern  fünfter  Grösse  und  mit  Leichtig- 
keit auszunehmen,  von  den  früheren  Astrognosten  nicht  aufgeführt 
war,  da  er  sonst  um  den  Anfang  unserer  Zeitrechnung  nicht  als 
neues  Gestirn  hätte  gelten  können,  das  man  gleichsam  erst  zu 
registriren  hatte.  Und  wirklich  nennen  die  arabischen  Astronomen 
diesen  Stern  tausend  Jahre  später  „den  Vergessenen"  offenbar, 
weil  früher  dessen  nicht  erwähnt  wurde. 

Ein  ähnliches  Beispiel  bietet  der  Stern  a  im  Steinbocke,  den 
die  Menschheit  auch  einige  Jahrtausende  beschauen  musste,  bis 
sie  bemerkte,  was  jedes  Kind,  darauf  aufmerksam  gemacht,  sieht, 
nämlich  dass  hier  zwei  Sterne  (der  eine  dritter,  der  andere  vierter 
Grösse)  so  nahe  bei  einander  stehen,  dass  sie  einem  allerdings 
flüchtigen  Blicke  in  einen  Stern  verschwimmen.  Wieder  erst 
bei  den  Arabern  finden  wir  dieses  Umstand  es  gedacht.  Aber 
auch  das  genügte  wieder  nicht,  um  jene  Beschaffenheit  von  « 
Capricorni  allgemein  bekannt  zu  machen:  Ulugh  Beigh  im  15. 
Jahrhunderte,  so  wie  Tycho  Brahe  zu  Anfang  des  17.  Jahr- 
hunderts nehmen  bei  ihren  berühmten  Sternkatalogen  keine  Notiz 
davon  und  erst  ein  Säculum  später  führt  Hevel  in  seinem  Ver- 
seichnisse den  Nebenstern  förmlich  auf,  wie  denn  allerdings  diesem 
Astronomon,  der  bereits  über  das  Fernrohr  verfügte,  jene  Dupli- 
cität  nicht  mehr  entgehen  konnte. 

Wie  auch  in  anderen  Fällen  die  idealistische  Gedankenrich- 
tung der  Alten,   die  zuletzt  in  peripatetischen  Anschauungen 
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gipfelte,  bis  beinahe  in  unsere  Tage  von  einfacher  aber  richtiger 
Auffassung  der  Sinnen  weit  ablenkte,  mögen  noch  ein  paar  von  den 
unzähligen  Beispielen,  die  sich  hier  anführen  Hessen,  zeigen. 

Die  erstaunlichen  Fortschritte  in  beobachtender  Astronomie 
während  der  beiden  letzten  Jahrhunderte  beruhen  grossentheils 
auf  dem  glücklichen  Zufalle,  der  unserer  Hemisphäre  einen  hellen 
Polarstern  zur  Verfügung  stellte.  Eine  Menge  von  Untersuchungen 
lässt  sich  nur  an  solchen  dem  Pole  nahen  Sternen  und  selbstver- 
ständlich um  so  leichter  auch  mit  kleinem  Instrumenten  ausführen, 
je  grosser  der  betreffende  Stern  ist.  Die  Wichtigkeit  dieses  Ge- 
stirnes drängte  sich  auch  den  Alten  auf,  namentlich  für  die  Prü- 
fung des  Kompasses.  Dessenungeachtet  war  selbst  Columbus 
mit  sich  noch  nicht  im  Reinen  darüber,  ob  der  Stern  genau  im, 
oder  nur  nahe  am  Nordpole  stehe,  wobei  wohl  zu  beachten,  das» 
zu  seiner  Zeit  der  Abstand  des  Polaris  vom  Pole  über  drei  Grade, 
d.  h.  beiläufig  sechs  Vollmondbreiten  betrug,  also  auch  seinen 
Beohachtung8initteln  durchaus  nicht  entgehen  konnte.  „Es  scheint", 
sagt  er  sehr  vorsichtig,  ,,dass  der  Polarstern  sich  wie  die  andern 
Sterne  (um  den  Pol)  bewege." 

Muss  es  ferner  nicht  unser  Erstaunen  erregen,  dass  die 
Menschen  Jahrtausende  lang  an  dem  so  häufigen  und  namentlich 
in  südlicheren  Breiten  so  auffälligen  Zodiakallichte  vorüberge- 
gangen sind,  ohne  es  der  Erwähnung  werth  zu  finden,  oder  besser 
für  jenes  Zeitalter  der  Chroniken:  ohne  es  zu  sehen,  bis  Chil- 
drey  um  Hie  Mitte  des  17.  Jahrhunderts  es  —  entdeckte,  wenn 
man  da  noch  von  Entdeckungen  sprechen  kann?  Auch  darüber 
dürfen  wir  uns  billig  wundern,  dass  die  älteste  genauere  Erwäh- 
nung der  merkwürdigen,  mit  freiem  Auge  sehr  wohl  sichtbaren 
Erscheinungen  an  total  verfinsterter  Sonne  erst  vom  Jahre  1706, 
somit  aus  einer  Zeit  datirt,  da  das  Fernrohr  bereits  seit  100 
Jahren  erfunden  war. 

Es  fehlte  den  Alten  also  in  der  That  selbst  an  der  primitiv- 
sten  Beobachtungsgabe.    Das  klare   Bewusstwerden  und  treue 
Wiedergeben  dessen,  was  uns  die  Sinne  zeigen,  ist  ein  Vorrecht  ' 
unserer  Tage.  —  Und  der  unruhige  Speculationsgeist ,  dessen 
Schiller  die  Alten  zeiht? 

Lassen  sie  mich  auch  da  Gedanken,  zu  denen  wir  Alle  viel- 
leicht schon  oft  veranlasst  waren,  durch  ein  astronomisches  Bei- 
spiel frisch  in'«  Gedächtniss  rufen.  Plutarch's  Dialog  „über 
das  in  der  Mondscheibe  erscheinende  Gesicht"  galt  stets  für  den 
Inbegriff  alles  dessen,  was  man  bis  zu  jener  Zeit  über  unsern 
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Satelliten  gedacht  and  erdacht  hatte.  Stimmt  uns  Kinder  der 
Neuzeit  nicht  schon  das  Thema  zur  Heiterkeit?  Das  Gesicht  des 
Monden!  Heute  weckt  es  nur  die  satyrische  Ader  bei  Dichtern 
und  Künstlern :  damals  bildete  es  den  Ausgangspunkt  tiefsinniger 
Betrachtungen  die  man  ausgezeichneten  Philosophen  und  Mathe- 
matikern jener  Zeit  in  den  Mund  le^en  durfte.  Da  wird  zuerst 
allen  Ernstes  die  Ungereimtheit  der  Behauptung  nachgewiesen, 
dass  die  im  Monde  sich  zeigende  Gestalt  weiter  nichts  als  eine 
zufällige  Eigenschaft  des  Gesichtssinnes  sei,  der  seiner  Schwäche 
wegen  dem  Glänze  weichen  müsse.  Folgt  die  weitläufige  Wider- 
legung einer  andern  Ansicht,  das  Gesicht  des  Mondes  sei  eine 
Spiegelung  unseres  Weltmeeres,  was  unter  Andern»  deshalb  nicht 
sein  könne,  weil  es  nur  ein  einziges  Weltmeer  gebe,  während, 
weon  das  Gesicht  des  Mondes  ein  Bild  unseres  Oceans  wäre, 
dieser  aus  mehreren,  durch  Erdengen  und  Festlande  von  einander 
getrennten  Tbeilen  bestehen  raösste!  Kommt  eine  dritte  eben- 
falls bekämpfte  Meinung  an  die  Reihe,  der  Mond  sei  eine  Mischung 
aus  der  gesammten  Luft  und  einem  sanften  Feuer  und  wie  zu- 
weilen bei  völliger  Windstille  die  Oberfläche  der  Gewässer  sich 
kräuselt  (was  eben  noch  zu  beweisen  wäre),  so  nehme  auch  die 
Luft  manchmal  eine  schwärzliche  Farbe  an  und  daraus  erkläre 
«ich  die  einem  Gesiebte  ähnliche  Erscheinung.  Weiter  wird  die 
Hypothese  der  Stoiker,  der  Mond  sei  eine  Feuerkugel,  auf  deren 
Oberfläche  die  Luft  liege,  aus  dem  Grunde  zurückgewiesen,  weil 
der  Mond  dann  einer  Materie  bedürfte,  auf  der  er  ruhte  und  aus 
der  er  Nahrung  für  das  Feuer  nähme.  Die  Erde  werde,  hören 
wir  bei  dieser  Gelegenheit,  nach  Pindar  ringsherum  von  diamant- 
fäesigen  Pfeilern  gehalten,  während  sie,  nach  den  Stoikern,  keine 
Stütze  nöthig  habe,  da  sie  sich  in  dem  Mittelpunkte  des  Weltalls, 
nach  welchem  alle  Dinge  neigen,  ohnedies  beünde.  Die  letztere 
Meinung  wird  nicht  zugegeben,  weil  diu  Erde,  die  doch  so  grosse 
Tiefen  und  Höhen  auf  ihrer  Oberfläche  bat,  dann  kugelförmig  ge- 
dacht werden  müsste  und  es  folglich  Antipoden  gäbe,  die  sich 
wie  Eidechsen  an  die  Erde  klammern.  Zum  Hauptthema  zurück- 
kehrend, hebt  der  eine  Theilnebmer  an  diesen  Gesprächen  her- 
vor, dass  wenn  man  auch  annehmen  wollte,  schwere  erdartige 
Körper  vermöchten  sich  nicht  am  Himmel  zu  bewegen,  daraus 
noch  nicht  folge,  dass  der  Mond  keine  Erde  sei,  sondern  nur, 
dass  er  sich  an  einem  Orte  belinde,  wo  er  seiner  Natur  nach  nicht 
hiugehört.  Der  Mensch  z.  B.  habe  auch  die  schweren  erdartigen 
Theile  oben  am  Kopfe,  die  warmen  und  feuerartigen  tiefer;  von 
den  Zähnen  seien  einige  auf-,  andere  unterwärts  eingesetzt,  aber 
weder  diese  noch  jene  verhielten  sich  der  Natur  zuwider.  Der 
Mond,  der  zwischen  der  Sonne  und  der  Erde,  wie  die  Leber  oder 
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ein  anderes  zartes  Eingeweide  zwischen  dem  Herzen  and  dem 
Magen  stehe,  schicke  die  Wärme  aus  den  oberen  Regionen  zu 
uns  herab  und  vertheile  dagegen  die  von  hier  aufsteigenden  Dünste, 
nachdem  er  sie  durch  Kochen  gereinigt  und  verdünnt  hat,  um  sich 
herum.  Der  Mond  als  Erde  sei  ein  prachtvoller  Körper,  als  Steru 
mache  er  diesem  Namen  Schande;  denn  unter  allen  den  unzäh- 
ligen Himmelskörpern  sei  er  —  ich  citire  wörtlich  —  der  einzige, 
der  fremden  Lichtes  bedarf!  —  Beim  Untergange  der  Sonne  werde 
diese  unserem  Blicke  durch  die  Erde,  bei  einer  Sonnenfinsterniss 
hingegen  durch  den  Mond  entzogen.  Daher  komme  es,  dass  die 
Erde  ihrer  Grosse  vregen,  die  Sonne  ganz  und  so  lang  als  eben 
die  Nacht  dauert,  bedecke,  während  der  Mond  die  Sonne  zu- 
weilen wohl  ganz  aber  nur  auf  kurze  Zeit  verberge.  Der  Mond 
sei  also  ein  Körper  wie  unsere  Erde,  und  da  er  nichts  Schlam- 
miges in  sich  fasse,  im  Gegentheile  des  reinsten  Himmelslichtes 
geniesse,  nicht  mit  wüthendem,  sondern  mit  lieblichem  Feuer  er* 
liillt  sei,  so  müsse  er  die  reizendsten  Gefilde,  Flammen  gleich 
leuchtende  Berge,  purpurne  Gürtel  und  viel  Gold  und  Silber  ent- 
halten und  daher  rühre  —  das  Gesicht  auf  seiner  Scheibe.  Dem 
Einwurfe,  dass  die  Flecken  auf  dem  Monde  zu  gross  seien,  um 
so  erklärt  zu  werden,  begegnet  man  mit  dem  merkwürdigen  Satze, 
dass  nur  die  Entfernung  des  Lichtes  vom  schattenwerfenden  Kör- 
per, nicht  aber  die  Grösse  des  letztern, die  Schatten  gross  mache, 
und  wenn  der  Berg  Athos  einen  siebenhundert  Stadien  langen 
Schatten  werfe,  dies  nicht  von  dessen  Höhe,  sondern  von  der 
grossen  Entfernung  der  Sonne  rühre.  Damit  nimmt  die  Discus- 
sion  eine  Wendung  zur  Frage  der  Bewohnbarkeit  des  Mondes 
und  der  Schicksale  unserer  Seele  nach  dem  Tode,  aus  der  ich 
schliesslich  nur  noch  die  erfreuliche  Kunde  beibringen  will,  dass 
die  Frommen  und  Tugendhaften  auf  den  Mond  kommen  und  aus 
dem  Aether,  in  dem  sie  schweben,  eine  Spannung  und  Stärke 
bekommen,  für  die  schon  der  geringste  Duft  als  Nahrung  hin- 
reicht. — 

So  karg  diese  Auszüge  aus  dem  ziemlich  dickleibigen  Trac- 
tate  auch  sind,  so  mögen  sie  doch  als  Pröbchen  griechischer 
Astronomie  und  Physik  hinreichen.  Wo  ist  da  ein  irgend  ruhiges 
Auffassen  der  Thatsacheo,  ein  richtiges  Erkennen  auch  nur  der 
elementarsten  Begriffe?  Aphoristisch  voreingenommen  hat  man 
über  die  Ursachen  der  Erscheinungen  längst  entschieden,  bevor 
man  auch  nur  ernstlich  an  sie  herangetreten. 

Also  nicht  allein  darauf  was,  sondern  auch,  und  beinahe  noch 
mehr  darauf  wie  wir  sehen,  kommt  es  an,  darauf,  dass  wir  das 
Gesehene  zu  beurtheilen,  dass  wir  vor  Allem  das  Bedeutende 
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als  solches  zu  erkennen  wissen.  War  schon ,  wie  wir  an  obigen 
Beispielen  sahen,  das  naive  Sehen  auf  wissenschaftlichem  Ge- 
biete nicht  die  starke  Seite  der  Alten,  so  konnten  sie  sich  auf 
diesem  Felde  noch  viel  weniger  des  reflectirenden  Sehens 
rühmen.  Im  Gegensatze  zu  einem  weitverbreiteten  geflügelten 
Worte  lässt  sich  weniger  poetisch  aber  um  so  richtiger  sagen, 
die  Einfalt  kindlichen  Gemüthes  bleibe  an  Unbedeutendem  hängen 
und  gehe  an  wirklich  Wichtigem  in  der  Regel  vorüber.  Die 
Sinne  liefern  zwar  ursprünglich  das  Material,  den  bewussten  oder 
mittelbaren  Grnndbau  auch  zu  den  hehrsten  Gedankensystemen, 
können  aber  in  ihrer  weitern  Entwicklung  dem  Einflüsse  der  Bil- 
dung, die  sie  erzeugten,  sich  nicht  entziehen.  Waren  sie  ur- 
sprünglich unsere  Lehrer,  so  werden  sie  nun  vielfach  zu  Schü- 
lern. Sichten  und  Sehen  sind  unzertrennliche  Begriffe:  Sehen 
ohne  Sichten  ist  beinahe  ebensowenig  denkbar,  wie  Sichten  ohne 
Sehen.  Wir  bedürfen  des  Verstandes  zum  Sehen  fast  mehr  als 
scharfer  Augen,  wie  wir  zum  Geben  rüstige  Beine  eher  missen 
können  als  eine  gesunde  Lunge.  Das  geschulte,  wenn  auch  ge- 
schwächte Auge  nimmt  mehr  schwierig  Wahrnehmbares  aus,  als 
das  wohlerhaltene  aber  ungeübte  Organ.  Vom  Mikroskope  und 
vom  Fernrohre  gilt  in  dieser  Beziehung  Aehnliches  wie  vom  un- 
bewaffneten Auge:  der  beutige  Naturforscher  sähe  auch  mit  den 
anvollkommenen  Werkzeugen  seiner  Vorgänger  weit  mehr  als 
diese.  Wer  hat  nicht  die  Abhängigkeit  der  Sinne  vom  Verstände 
hundertfältig  dadurch  erfahren,  dass  wenn  er  darauf  aus  ist  etwas 
Bestimmtes  wahrzunehmen,  sein  Auge  für  alles  Uebrige  beinahe 
fähllos  wird:  wer  rothe  Beeren  im  Garten  sucht,  wird  sich  der 
blauen,  die  daneben  stehen,  gar  nicht  bewusst. 

Es  ist  ein  sinniges  Spiel  unserer  Sprache,  wenn  sie  den 
Scharfsinn,  mit  dem  epochemachende  Männer  der  Wissenschaft 
alltäglichen  Erscheinungen  bedeutungsvolle  Seiten  abzugewinnen 
verstehen,  „ Blick*'  nennt.  Ist  es  nicht  gleichsam  ein  höheres, 
nicht  blos  durch  Genialität,  sondern  auch  durch  umfassendes 
Wissen  gesteigertes  Sehvermögen,  wenn  ein  Gauss  durch  das 
Glitzern  der  Fenster  eines  Kirchthurms,  den  er  eben  im  Fern- 
rohre hat,  auf  seinen  Heliotrop  geführt  wird,  ohne  den  heut  zu 
Tage  keine  genaue  Triangulation  mehr  zu  denken  ist,  oder  ein 
Ritten  house  in  den  niedlichen  Bildern  eines  verkehrt  vor  das 
Auge  gehaltenen  Fernrohres  das  seither  überall  angewandte  Mittet 
erkennt,  künstliche  Signale  zu  erzeugen,  die  sich  ganz  so  ver- 
halten, als  ständen  sie  in  unendlicher  Entfernung,  oder  ein 
Newton  das  tausend  und  aber  tausend  Mal  vor  ihm  als  Ergötz- 
lichkeit begaffte  Spectrum  zur  Quelle  der  heutigen  Optik  macht? 
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Das  allseitige  plötzliche  Anstürmen  zu  irgend  einer  Wahr- 
heit, dem  wir  so  oft  in  der  Geschichte  der  Wissenschaften  be- 
gegnen und  das  es  zuweilen  schwer  macht  zu  entscheiden,  wem 
eigentlich  die  Ehre  der  neuen  Entdeckung  gebührt,  zeigt  eben, 
das»  die  allgemeine  Bildung  die  Dinge  gehörig  erfasst  hat.  Das 
Menschengeschlecht  ist  einem  Reisenden  in  unbekannten  Län- 
dern zu  vergleichen.  Wrie  dieser  um  so  reichere  Ausbeute  heim- 
bringt, je  umfangreichere  Kenntnisse  ihm  zu  Gebote  stehen,  die 
ihn  das  Neue  vom  Gewöhnlichen  unterscheiden  lehren,  so  bedarf 
auch  die  Menschheit  einer  langen  Schule,  um  zu  verstehen,  was 
um  sie  her  Wichtiges  vorgeht  Man  rouss  eben  anregbar  sein, 
um  angeregt  zu  werden. 

Seit  dem  vierten  Jahrhunderte  unserer  Zeitrechnung  wendet 
China  die  Magnetnadel  als  nautisches  Hülfsmirtel  an  und  konnte 
so  schon  damals  seine  Schifffahrt  nach  Indien  und  Ostafrika  aus 
dehnen.  Die  Araber  brachten  uns  im  achten  Jahrhunderte  mit 
Indien,  die  Kreuzfahrer  im  zehnten  mit  dem  Orient  in  Verbin- 
dung, aber  der  Koropass  fand  erst  im  zwölften  Jahrhunderte  Ein- 
gang in  Europa. 

Klingt  es  nicht  beinahe  unglaublich ,  dass  man  das  freihän- 
gende Loth  als  Beobachtungsmittel  nicht  über  die  Periode,  da 
die  Araber  unsere  Lehrer  in  der  Sternkunde  waren,  zu  rück  ver- 
folgen kann,  ja  dass  es  erst  im  fünfzehnten  Jahrhunderte  durch 
unsern  berühmten  Landsmann  Georg  von  Peurbach  allgemeine 
Aufnahme  fand? 

Wenn  Amontons  zu  Anfang  des  vorigen  Jahrhunderte«  einen 
optischen  Telegraphen  mit  vollem  Erfolge  spielen  lässt,  wenn 
Franklin  fünfzig  Jahre  später  den  Donner  entwaffnet  und  beide 
dafür  sogar  in  einer  Körperschaft  wie  die  Pariser  Akademie  mit 
schalen  Witzen  abgefertigt  werden,  wenn  ganze  Jahrtausende  zahl- 
lose Aerolithen  zur  Erde  fallen  sehen,  ohne  sich  irgend  zu  ern- 
stem Nachdenken  über  die  Natur  der  Meteore  aufgefordert  zu 
fühlen,  so  ist  das  dieselbe  Harthörigkeit  für  Neues,  die  das  Men- 
schengeschlecht an  den  goldenen  Lehren  eines  Hoger  Baco 
oder  eines  Leonardo  da  Vinci  unaufmerksam  vorbeigehen  Hess. 
Beide  standen  als  inductive  Philosophen  weit  höher  als  des  erstem 
Namensvetter  Francis,  aber  diesem  waren  Zeitgenossen  beschie- 
den, die  durch  Kopernicus,  Galilei,  Kepler  u.  s.  w.  gross- 
artige Erfolge  jenes  Prinzipes  kennen  gelernt  hatten,  das  Francis 
Bacon  nun  nur  eben  zu  forniuliren  hatte,  um  es  zu  allgemeinem 
Bewusstsein  zu  bringen.  Einzelne  hervorragende  Männer  hatten 
selbst  lang  vor  Hoger  Baco  den  richtigen  Weg  der  Naturfor- 
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scbong  eingeschlagen.  Auch  dafür  sei  ein  vielleicht  weniger  be- 
kannter Beleg  beigebracht.  Die  Sichtbarkeit  der  Sichel  nach  dem 
Neumonde  hat  für  die  Juden  eine  rituelle  Bedeutung,  da  der 
kirchliche  Anfang  ihrer  Monate  davon  abhängt.  Ihr  grosser  Welt 
weiser  Mairoonides  fiberliefert  ans  im  zwölften  Jahrhunderte 
das  Verfahren,  nach  welchem  sie  geraume  Zeit  hindurch  die  Mo- 
mente notirten,  da  die  Lunula  sich  dem  Auge  zeigte  und  daraus 
eioe  Formel  ableiteten,  mittelst  deren  man  je  nach  der  Stellung 
ron  Sonne  und  Mond  die  Zeit  des  Sichtbärwerdens  der  Sichel 
berechnen  kann.  Das  ist  Induction  wie  sie  leibt  und  lebt,  aber 
die  Zeit  war  noch  lange  nicht  gekommen,  da  der  Boden  für  sol- 
chen Samen  empfänglich  wurde,  da  man  die  hohe  Bedeutung  jenes 
Verfahrens  überhaupt  erkannte. 

Seit  wenig  mehr  als  einem  Jahrhunderte  sind  wir  in  allen 
den  Beziehungen,  die  wir  eben  besprochen,  auf  gutem  Wege. 
Wir  haben  die  Leistungsfähigkeit  unserer  Organe  durch  immer- 
währende Schulung  derselben  ungemein  erhöht,  wir  haben  unsere 
Sione  vor  den  Schleiern  bewahren  gelernt,  mit  denen  vorgefasste 
Philosopheme  sie  umhüllten,  wir  wissen  das  Glück  festzuhalten, 
das  uns  irgend  eine  wichtige  Beziehung  zur  Natur  in  die  Hände 
spielt,  vornehmthuende  Zweifelsucht,  von  der  Alexander  von 
Humboldt  so  richtig  sagt,  dass  sie  in  einzelnen  Fällen  fast  noch 
verderblicher  sei  als  unkritische  Leichtgläubigkeit,  weicht  wie 
diese  mehr  und  mehr  von  uns.  Aber  hüten  wir  uns  vor  dem 
Wahne,  dass  darin  unser  ganzes  Heil  liege.  „Der  gebildete 
Mensch  in  seiner  vollen  Wahrheit  ist  eben  mehr  als  jegliche  Vir- 
tuosität, dauerhafter  als  jede  noch  so  gesteigerte  Specialität, 

»egensreicher,  wirksamer  als  jede  besondere  Kraft  Wer 

unter  uns  die  zahlreichsten  Eigenschaften  harmonisch  in  sich  ver- 
bindet, der  ist  ein  Führer  der  Menschen,  mag  er  in  der  Stärke 
der  einzelnen  Eigenschaften  noch  so  sehr  von  Andern  übertroffen 
werden.  Das  ist  der  Sieg  echter  Menschlichkeit,  echter  Bildung, 
"eiche  in  der  Person  wie  im  Staate  immer  nach  innerm  Gleich- 
gewichte  trachtet."  Mit  diesem  schönen  Ausspruche  eines  ge- 
feierten Dichters  der  Gegenwart  komme  ich  zu  dem  Worte,  das 
ich  Ihnen  auf  Ihren  Lebensweg  mitgeben  möchte.  Wenn  einerseits 
das  Princip  der  Arbeitsteilung,  ohne  das  kein  eigentlicher  Fort- 
schritt der  Menschheit  denkbar  ist,  die  Leistungen  der  Einzelnen 
auf  verhältnissmässig  enge  Gebiete  beschränkt,  so  kann  anderer* 
seits  nur  der  solche  Gebiete  richtig  wählen  und  tüchtig  ausbeuten, 
(|em  es  nicht  an  Ueberblick  gebricht.  Eis  gibt  keine  Wissenschaft, 
die  nicht  auch  eine  ästhetische  Seite  hätte,  kein  noch  so  formales 
Studium,    das   durch  reale  Grundlage    nicht  gefördert  würde. 
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Philologen  und  Historiker  wollen  neuerlich  ihre  Disciplinen  unter 
die  inductiven  Fächer  gereiht  sehen;  der  Naturforscher  fühlt  täg- 
lich mehr,  dass  er  den  deductiven  Weg  vielleicht  länger  als  er 
gesollt  vernachlässigt  hat,  und  die  Wissenschaft  aller  Wissen- 
schaften, die  Philosophie,  kann  sie  selbst  bestehen  ohne  grund- 
liche Kenntniss  des  Wesens  aller  übrigen  Doctrinen,  und  ist 
wieder  ohne  sie  eine  hohe  Stufe  geistiger  Entwicklung,  sei  es  in 
welcher  Richtung  immer,  denkbar?  Drängt  sie  sich  nicht  auch 
denen,  die  sich  schnöde  von  ihr  wenden,  unwillkürlich  auf?  Bringt 
nicht  sie  allein  Klarheit  in  Reflexionen  über  die  Natur  des  er- 
wählten Faches,  denen  zuletzt  keio  denkender  Kopf  entgeht? 

Halten  Sie  also  fest  daran,  Hörer  der  Hochschule  iure  ££oj$v, 
nicht  Hörige  einer  Facultät  oder  gar  eines  Facultätszweiges  zu 
sein.  Bleiben  Sie  treu  den  Grundsätzen  der  Universität  literarum, 
vernachlässigen  Sie  über  den  Beruf  nicht  möglichst  allseitige  Bil- 
dung, lassen  Sie  das  strenge  Specialisiren  Ihrer  Thätigkeit  auf 
den  Zeitpunkt,  da  Sie  nicht  blos  zu  empfangen,  sondern  auch  zu 
geben,  zu  produciren  baben  werden.  Halten  Sie  die  Alten  hoch 
in  Allem,  wo  diese  unsere  Lehrer  waren  und  sind,  verschmähen 
Sie  nicht  die  jüngeren  Vorfahren  und  die  Zeitgenossen  überall 
da,  wo  man  nur  von  diesen  lernen  kann. 


XVIII. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 


Von  Herrn  Franz  V  nferdinger  in  Wien. 

1.   Es  ist  zu  zeigen,  dass  der  Ausdruck 

(a+b  +  c)(b  +  c-a)(a  +  c— 6)(a  +  6  —  c) 
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unverändert  bleibt  in  seinem  Werth,  wenn  statt  a,  o,  c  bezie- 
hungsweise gesetzt  wird: 

2.  Es  ist  die  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichungen  nachzu- 
weisen für  ein  ganzes  positives  n: 

0♦i<>}ä>♦-♦-:ö-,♦ä♦}♦^••♦t?,-• 

(D-iGS)+SCS>— *LO-»+i+ä+--+S- 

2W  +  3V1/  +  4W  f"  +  «■^2W'"(»  +  l)(»  +  2), 
2 (o) ~" 3 ( l)  +  4 ( i) "  * ± JT+2 («)  =  (n  +  2) ' 


Geometrisches  Sinnen -Confect  von  Paul  Halcken. 

(Man  vergl.  Tbl.  XLIX.  S.  237.,  wovon  die  folgenden  Aufgaben,  bei 
denen  ich  eine  Ftrengere  Auswahl  absichtlich  nicht  getroffen  habe,  dio  Fort- 
setzung bilden.  Die  folgende  Aufgabe  Nr.  1.  ist  Nr.  416  bei  P.  H.  Figuren 
habe  ich  hier  nicht  beigefügt,  weil  Jeder  dieselben  leicht  für  sirh  zu  ergänzen 
im  Stande  sein  wird.  Sollte  ich  dieselben  bei  weiteren  Mittheilungen  für  nöthig 
halten,  so  werde  ich  sie  beifügen.).  G. 

1.  Wie  die  recht  winckelten  Triangul,  von  rational  Seiten  in 
gaotzen  Zahlen  zu  finden. 

2.  Triangula  obliquangula,  schraatwinckelte  Triangul  zu  fin- 
den, deren  Seiten  und  Perpendicolar-Linien  rational-Zahlen  seyn. 

3.  Man  begehret  einen  Scalenischen  Triangul  in  rationalen 
zu  Sachen,  das  die  Summa  der  drey  Seiten  3  mahl  so  viel  sey, 
als  die  Pcrpendicular-Linie.  Fac.  J25.  136.  Bas.  99.  Perp.  120. 
Oder  183.  212.    Basis  145.    Perpend.  180.   Und  unzählige  mehr. 

4.  Es  is  ein  scalenischer  Triangul,  davon  thut  die  Basis  156. 
und  der  groste  Schenckel  145.  Die  Summa  der  drey  Seiten  ist 
just  4  mahl  so  viel,  als  die  Perpen  dicular- Linie.    Ist  die  Frage 
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nach  dem  kleinem  Schenckel,  nnd  der  Perpend.  Linie?  Facit  119. 
Perpend.  105. 

5.  Findet  einen  solchen  Triangul,  dass  die  Summa  der  drey 
Seiten  sey  eine  Trigonal- Zahl,  und  die  Perpendicular* Linie  der« 
selben  Radix.    Fac.  15.  281/».   Bas.  34*/3.   Perpend.  12. 

6.  Einen  andern  Triangul  zu  Gnden,  dass  die  Summa  der 
drey  Seiten  sey  eine  Quadrat- Zahl,  und  die  Pcrpendicular-  Linie 
derselben  Radix.   Fac.  12l/6.  221/,*   Bas.  298/4.    Perp.  8. 

7.  Noch  findet  einen  Triangul,  dass  die  Summa  der  drey 
Seiten  sey  eine  Cubic-Zahl,  und  die  Perpend.  Linie  derselben 
Radix.    Fac.  36V4  72V*.    Basis  107%.    Peipend.  6. 

8.  Von  einem  schratvvinckelten  Triangul,  ist  die  Summa  der 
drey  Seiten  ein  Cubus,  und  die  Perpendicular-Linie  ein  Quadrat. 
Facit  19%.  24.*)    Basis  23.    Perpend.  16. 

9.  Von  dem  Triangul  13.  15.  Basis  14.  thut  die  Summa  der 
drey  Seiten  42.  und  die  Perpendicular-Linie  12.  Einen  anderu 
Triangul  zu  finden,  davon  die  Summa  der  drey  Seiten  auch  sey 
42.  und  die  Perpend.  Linie  12.  Facit  16%.  12»/I0.  Basis  13»/1A. 
Und  viel  andere  mehr. 

10.  Es  ist  ein  rechtwinckelter  Triangul  davon  thut  die  Summa 
der  drey  Seiten  176.  und  wann  man  3ie  Summa  der  beiden  Seiten 
B  und  C.  mit  ihrer  Differentz  multipl.  und  zum  Product  die  Seite 
H  addiret,  so  kommen  794.  Wieviel  hält  jede  Seite?  Facit  £55. 
6  48.   H  73. 

11.  Es  ist  ein  rechtwinckelter  Triangul  ABC*  aus  dem  recbt- 
winckel  A  ist  gezogen  die  Perpendicular-Linie  AD,  thut  demnach 
die  Seite  AB  und  das  Stück  der  zertheilten  Baseos  BD  zu- 
sammen 200.  und  die  Seite  AC  und  CD  thut  480.  Ist  die  Frage 
nach  den  dreyen  Seiten  dieses  Trianguls.  Fac  AB  136.  AC265. 
und  BC  289. 


*)  Diese  Zahl  i«t  nicht  genau  zu  erkennen,  vielleicht  ist  sie  nicht 
richtig.  G. 

(Fortsetzung  folgt  später.) 
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XIX. 

M  i  s  c  e  1  I  e  n. 

. 

Schreiben  des  Herrn  Franz  Unferdinger  in  Wien  an 
den  Herausgeber  über  das  grösste  in  eine  Ellipse  zu  be- 
schreibende Dreieck  und  das  grösste  in  ein  dreiaxiges  Ellip- 
soid  eu  beschreibende  Tetraeder. 

Im  XXX.  Theil  (Nr.  II.  S.  1 1.)  Ihres  geschätzten  Archivs  haben  Sie 
eine  interessante  Constniction  des  grossten  einer  Ellipse  eingeschrie- 
benen Dreieckes  mitgetheilt  *),  aus  welcher  hervorgeht,  dass  es 
unendlich  viele  solche  gleich  grosse  Dreiecke  gibt,  deren  Seiten  zu 
den  Tangenten  der  gegenüberliegenden  Ecken  parallel  sind  und 
deren  gemeinschaftlicher  Schwerpunkt  der  Mittelpunkt  der  Ellipse 
wt.  Ich  erlaube  mir  die  weitere  Folgerung  anzuschliessen ,  dass 
die  Seiten  dieser  Dreiecke  die  umhüllen  den  Tangenten 
einer  zweiten  conce n trischen  und  gleichliegenden  El- 
lipse sind,  mit  den  Halbaxen  \a,  \b,  und  dass  auch  die 
von  den  Seiten  auf  der  ersten  Ellipse  erzeugten  Seg- 
mente gleiche  Fläche  haben. 

Ihre  Untersuchung  bat  später  Professor  Spitzer  veranlasst 
zur  Lösung  des  analogen  Problems  über  das  grösste  Tetraeder 
im  dreiaxigen  Ellipsoid,  und  ans  seiner  im  XXXII.  Theil  (Nr. 
XVIII.  S.  194.)  des  Archivs  mitgetheilten  Darstellung  geht  hervor, 
dass  es  auch  unendlich  viele  solche  gleichgrosse  Tetraeder  gibt. 

In  neuerer  Zeit  hat  in  Schlömilch's  Zeitschrift  (14.  Jahr- 
gang, S.372)  ohne  der  vorhergehenden  Arbeiten  Erwäh- 
nung zu  thun  Professor  Grelle  das  letztere  Problem  wieder 
vorgenommen    und   gezeigt,  dass    der   Inhalt   des  Tetraeders 

Q 

^V3.a6c,  dass  die  Seitenflächen  jedes  grossten  Tetraeders  zu 


*)  Erweiterung  auf  Vielecke  überhaupt  a.  Tbl.  XXX.  Nr.  X.  S.  81. 

G. 
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den  Berührungsebenen  der  Gegenecken  parallel  sind,  dass  der 
Mittelpunkt  des  Ellipsoides  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt 
aller  Tetraeder  ist,  und  dass  die  elliptischen  Kegel,  deren  Scheitel 
im  Schwerpunkt  liegt  und  deren  Basen  die  Ellipsen  sind,  in 
welchen  die  Seitenflächen  des  Tetraeders  das  Ellipsoid  schneiden, 

das  gleiche  Volumen      abcn  haben. 

Aus  den  a.  a.  O.  aufgestellten  Gleichungen,  kann  man  leicht 
die  weitere  Folgerung  ziehen,  dass  die  Seitenflächen  sämmt- 
I  icher  Tetraeder  die  um  hü  Ken  den  Beruh  rungsebenen 
eines  zweiten  concentri sehen  und  gleichliegenden 
Ellipsoides  sind,  mit  den  Halbaxeu  \as  \b,  \c,  und  die 
Berührungspunkte  sind  die  Schwerpunkte  der  Seiten- 
flachen. 

Mit  Anwendung  der  Resultate  meiner  Abhandlung  im  XXVHI. 
Theil  (Nr.  II.  S.  52.)  Ihres  Archivs  überzeugt  mau  sieb  leicht, 
dass  auch  die  Segme  nte,  welche  die  Seiten  flächen  vom 

•2» 

ersten  Ellipsoid  abschneiden,  den  Consta nten  Inhalt  ^ 
abcn  haben. 


Druckfehler  in  Schrön's  siebenstelligen  Logarithmen- 
Tafeln. 

Nr.  23.  Tafel  II.  S.  399.  Diff.  zwischen  log.  tang.  32ft  33'  \0"  und 
20"  statt  463  lies  464. 

Nr.  24.  Tafel  II.  S.  412.  log.  cotg.  34°  47'  10"  «latt  0,1682  286  Ii«« 
Of  1682  285. 


Berichtigung. 

Tbl.  XLIX.,  S.  481,  Z.  6,  7,  9,  statt  arc.tg  lies  £arc.|g. 
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XX. 

Relations  nouvelles  entre  les  tangentes,  normales,  sous- 
tangentes  et  sous-  normales  des  courbes  en  general, 
avec  application  aux  lignes  du  second  degre. 

Par 

Monsieur  Georges  Dostor, 

Docteur  es  sciences 
Professeur  de  mathe"matiques   a  Paris. 


I.  Dans  l'&ude  des  courbes,  on  a  Thabitude  de  ne  consi- 
derer  que  les  tangentes  et  les  normales  vers  Taxe  des  x,  c'est- 
ä-dire  les  parties  de  ces  tangentes  qui  soot  comprises  entre  le 
poiot  de  contact  et  Taxe  des  x. 

De  möme  on  ne  considere  ordinairement  que  les  sous -tan- 
gentes et  les  sous-normales  sur  Taxe  des  x. 

Souvent  meine  certaines  courbes  sont  caractärisees  par  des 
conditions  particulieres  auxquelles  se  trouvent  assujetties  ces 
longueurs. 

Or  il  n'est  pas  raoins  important  de  faire  entrer  dans  le  calcul 
les  droites  analogues  par  rapport  a  Taxe  des  y. 

II  existe  mörae  entre  ces  dernieres  droites  et  les  premieres 
des  relations  assez  remarquables ,  qui  peuvent  servir  ä  simplifier 
les  calculs,  et  qui',  en  outre,  conduisent  presque  imn»e*diateroent  ä 
de  nouvelles  propridtes  des  courbes.  Souvent  on  n'apercoit  pas 
deaoite  ces  propriötes,  et  on  ne  les  demontre  que  par  des  Cal- 
ais plus  ou  moins  longs. 

Dans  cet  e*crit,  nous  nous  proposons  d'etablir  ces  relations 
et  d  en  faire  l'application  aux  courbes  du  second  degre. 

Theil  LI.  9 
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§.  I.    Dlfinitions  et  Notatlons. 

2.  Soieot  OX,  O  Y  les  deux  axes  de  coordonnäes ;  6  l'angle 
XOY  qu'ils  coraprennent.  Considerons  un  point  quelconque  M 
d'une  courbe,  et  supposons  que  TM V  soit  la  tangente,  et  MNN' 
la  normale  en  ce  point. 


r 

Nous  nommerons  tangente  ?ers.  x  la  partie  MT  de  la 
tangente,  qui  est  comprise  entre  le  point  de  contact  et  Taxe  des 
x;  tangente  vers  y  celle  MT*,  qui  est  comprise  entre  le  point 
de  contact  et  Taxe  des  y. 

De  mäme,  nous  appellerons  normale  vers  x  la  partie  Mßi 
de  la  normale,  qui  est  comprise  entre  le  point  de  contact  et  Taxe 
des  x;  normale  vers  y  celle  MN\  qui  est  comprise  entre  le 
point  de  contact  et  Taxe  des  y. 

Puis  nous  poserons 

MT  =  T,  MV  =  Tf,   MN  =  N9   MN'  =  Nf. 

Menons  les  coordonnees  MPy  MQ  du  point  M;  nous  donoe- 
rons  les  noms  de  sous  -  tangentes  sur  x  et  y  aux  distances 
PT,  QT',  et  les  noms  de  sous  •  normales  sur  x  et  y  aux 
distances  PN,  QN';  nous  ferons  d'ailleurs 

PT^U   QV  —  i\   PN—n,    QN'  =  n'. 

Quant  aux  distances  ä  I'origine  des  poiots  T,  N,  V,  N't  oü 
les  axes  sont  coupes  par  la  tangente  et  la  normale,  nous  les  re- 
presenterons  par  les  lettres  grecques  et  nous  ferons 

OT=zr,    Ofst',    OiV=v,    ON'  =  v'. 
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j.  II.  Relation*  indlpendantes  de  fanjrle  des  axes  de  eoordonnees. 

3.  Les  deux  Systeme»  de  triangles  seniblables  MPT  et 
MQV,  MNP  et  MN'Q  nous  fournissent  les  proportions 

qui  äquivalent  ä  quatre  equations ,  pendant  que  la  rectangularite 
des  deux  triangles  MNTt  MN'T  nous  doone  les  deux  equations 

/V»+l*  =  (»  +  <)«.  2V'»+r*=(«'  +  o*.  •  •  .(2) 

Au  moyen  des  six  Equations  (1)  et  (2),  nous  pouvons  exprimer 
les  valeurs  des  six  quantites  t,  tf,  n,  n\  y,  x  en  fonction  des 
deux  tangentea  T,  T  et  des  deux  normales  N,  N'. 

4.  Les  equations  (I)  donnent  d'abord  les  valeurs 

§-T*  s-T'y  n-N*  <%s 

qui,  Itant  Substitutes  dans  les  egalites  (2),  nous  fournissent  pour 
y  et  x  les  valeurs 

JSTSf  JS'*+  T*         _  jy'T,\TW+'T* 
y  —    NT  +  TN'   9     x  ~~    NT  +  TN'  '   '  '{) 

Mettons  ces  valeurs  dans  les  equations  (3),  nous  trouvons 

TN'STWVf*        __  NT'tfWHf* 
i  ~~   NT  +  TN'  '     1  —    NT+TN'    9  " 

NT  yTN*+T*       ,  _  TN'\  N'*+  V* 
n       NT  -f  TN'   *    n  —    NT  -f-  77V'    "  "  '  ' 

5.  Ces  expressions  fönt  voir  que 

,     NN'.  TT.V(N*+  7*)(iV'»  +  f*)  |v 

Ainsi 

Theoreme  I.  Le  produit  des  deux  sous-  tangentes 
et  le  produit  des  deux  sous  -  normales  sont  6*gaux 
entre  eux,  et  e*gaux  au  produit  des  eoordonnees  du 
poiot  de  contact. 

6.  Au  moyen  des  valeurs  precedentes,  nous  trouvons  que 

9» 
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x    4/  iV»  +  r»    A'  r 

i'-lf  iv^+r'*    v  n" 1  ' 


puis 


(VIII) 


Dodc 


Theoreme  II.  Cbaque  sous-tangente  est  ä  la 
soos  -  normale  correspon dante,  corome  le  rapport  des 
tangente8  est  au  rapport  des  normales. 

7.  Si  nous  divisons  membre  a  membre  les  egalitäs  (VI)  et 
(VII),  nous  voyons  que 

t' '  n' "  T*  '  N* (,A; 

c'est-a-dire 

Theoreme  III.  Le  rapport  des  sous  -  tangen t es  est 
ä  celui  des  sous -normales,  comme  le  carre*  du  rap- 
port des  tangeotes  est  au  carre"  du  rapport  des  nor- 
males. 

8.  Nous  trouvons  encore,  au  moyen  des  e^galites  du  n°  4, 

A     NN' .  TT .(N*  +  7»)  NN'.TT.(N'*+r*) 

(NT'+TN')*     '  «*—      (NV+TN')*  »-W 

par  suite 

NT  N'  T 

x*  =  nt:flTjp,  ya  =  »'<,:^yyr     .  .  .  .(XI) 

puls 

_  N*T'*\T  (N2+  7»)ffi'»+~7»») 
ni  -  (NT  +  77V')*  * 

_      yiy tjy%  +  T*)  (ZV'«  +  F*) 
»*  —  (#7*+ 77V')a  *   *  *  •  vÄ") 

enfin,  en  ayant  egard  a  (2), 
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TIS'  V  NT 


n   _      NT'  n'  77V' 

n  +  t-NV+TN'9    n'  +  t'- Nr+  TN'; 


. .  (XIII) 


doü 


+  ./  x  *'  —  ' »    «1/  +  «'  j_  *'  —  * »     •  *  (XIV) 


^«  =  ?T?'     mm~;p+7  (XV) 

9.  Distances  de  Porlglne  des  coordonnles  aux  in- 
tersections  de  la  tangeute  et  de  la  normale  avec  leg 
ixes  de  coordonne'es.  Les  droites  TT*,  JSNr  coupant  les 
aies  en  7"  et  T't  iV  et  N't  les  coordonne'es  du  point  Mt  qui 
est  conimun  ä  ces  deux  droites,  satisfont  aux  equations 

7  +  $  =  '-  7  +  ?  =  I  <XV,> 

ou  t  =  t)7\  t'  =  OT",  v  =  OA',  v'  =  —  OiV' ;  nous  en  tirons 

vt(t'  —  v')  vV  (v  -  t)  /  v  v  1 1  \ 

10.  Paisque 

x  =  z  —  t  =  n  +  v,   y  =  t'  —    =  n'  +  v', 
H  vietit ,  en  sobstituant  dans  les  equations  (XII), 

l+£  =  l,£  +  £  =  -l  (XVIII) 

Ces  egalites  expriment  que  les  points 

(x  =  t,  y  =  /'),    (*  =  —  »,  y  ==  —  ri) 

«ont  situes,  le  preoiier  sur  la  tangente,  et  le  second  sur  la  nor- 
male. Üonc 

Theoreme  IT.  Si  Ton  mene,  enun  point  d'une  courbe, 
la  tangente  et  la  normale,  1°  le  point,  qui  a  pour  coor- 
donne'es les  deux  sous-tangentes,  est  situ^sur  la  tan- 
gente; 2°  lepoint,  qu i  a  pour  coordon ne'es  les  deuxsous« 
normales,  changees  de  eigne,  est  aussi  situe  sur  la 
normale. 

1).   Dans  les  egalites 
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i  =  r  —  x,  f  =  x' — y,  n  =  x  —  v,  n'  =  y — v' 

mettotis  ä  la  place  de  x,  y  leurs  valeurs  (XVII)  et  effectuotis, 
nous  trouvons 

Tv'(»,-T)  _  VT'  (t'  -  v')  . 

VT' -TV'   9       %   -     VT'-TV'     *     "  ' 

VT  — TV  VT   TV  v 

d  oii  nous  tirons 

n  +  t  =  r—v,    «'+<'  =  t'-v' 
ce  qui  est  evident 
12.  Conime 

T*=:t(n  +  t),  r*=tin'  +  f),  ZV*=n(» -H),        =  n' (n'  +  t), 
nous  obtenotis  en  substituant, 

tv'(t-v)'  vr'(T'-v')».  ™„ 

'    ~  tv'-vr'  '     '    —    vr'^W^"  -(XXI) 

m  =  .(XXII) 

VT  — TV'  TV' — VT  X  7 


§.  III.   Relation*  variant  avec  rangle  des  axes  de  coordonnees. 

13.  Inclinaisons  de  la  tangente  et  de  la  normale 
sur  les  axes  de  coordonnees.  D^signons  par  T  et  T'y  ZV  et 
iV'  les  angles  aigus  que  font  la  tangente  et  la  normale  avec  les 
detix  axes  des  coordonnees  OX  et  OY.  Les  triaugles  rectangles 
MNT,  MJS'T  nous  donnent  de  suite 

sin  T=  cosN=-7=J^-,  sin  r  =  cos/V' =      - — ^> 
cosT-  sin  iV=   — _ ^,  cosr=sin2V  = 


(XXlll) 


tang  5T  =  cotaogiV  =  ^,  tang  7"  =  cotangiV'  =  ^  .  (XXIV) 

14.    Angle  des  axes  de  coordonnees.  Puisque 

0  =  180°- V) 
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il  vient 

tan*       tang  T  tang  *"~r 

et,  co  substituant, 

tang  0  =  NN,  _  y^  ;   (XXV) 

.  _    iVr  +  TIS'  

8,n  ~~  V(is*  +  7*)  (#'*  +  r **j ' 

CO8  0  =  ■   -     . 

On  en  tire 

tan*  r  =  WÜ^-^F  >   ten&  7  =  iVtang0-V  <XXVI,) 

15.  La  rectangulariW  des  deux  triangles  MIST,  MN'V 
donne  de  suite 

J_  ,  J  ?_ 

}    .  .  .  .  (XXVIII) 

_L     i  L_ 

N'*  +  r*  -  s»sin*0' 

16.  Si  Ton  rapproche  les  valeurs  (IV)  et  (XXVI),  on  obtient 

,         ISN  ^  TT 
xy  =  tt  =nn  =  (2Vr  +  IW)™  0*   '  '  (XXIX) 

II  vient,  par  consequent, 

TT  (T  T\  .  iViV'  fN  ^N*\  .  /VYY, 
7^  =  (jY  +  2v?^«*Dö,  — ^  =  ^  +        sin  0;  ...(XXX) 

i  =  i=X4=  W?*  +  tW*1"  Ö*  -  (XXX,) 

j.  IT.  Relations  dans  le  eas  d'axes  reetangulaires. 

17.  Si  les  axes  de  coordonndes  sont  rectangulaires ,  on  a 
0  =  90°,  cos0  =  0,  ce  qui  exige  que 

TT  =  M'  fXXXIl) 

Donc 

Theoreme  V.    Lorsque   les   axes  de  coordonnees 
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sont  rectangulaires,  le  produit  des  deux  tangentes  est 
egal  au  produit  des  deux  normales. 

18.  Cette  relation  nous  permet  de  simplifier  les  resultats  ob- 
tenus  plus  haut. 

> 

Nous  avons  d'abord 
NT  +  TW  =  ^(#*  +  T*)  =  jr  (iV*  +  V>)  =  £,(W*  +  r») 

=  ^,(iV'*  +  r»);  .  .  .  .(XXXIII) 

Nr + tw  =  V* (N*  +  r»)  (iv» + r *)  =  (»  +  o  (»' + f) ;  (xxxi v> 
iv  r  w  t 


II  vient  ainsi 

ivr     _     NW      _  TT 


(XXXV) 


=     ^y           W     =     TT  _  ><xxxv,) 

•y     ^N*~fT*      V  W*  -f  7*'*     V  iV'2  +  7** 

' =  VT^T^*'  1  =  v^T^; (xxxvii) 

'»'  =  OT (XXXVIII) 


19.   Nous  obtenons  ensuite 

NW  TT  N*  T1 

w2  r* 

—  Nr  X  ^y'2_|.  t*%  "       X  ^yy»  _j_  /pa '  (XXXIX) 

.v-T~iV;  (XL) 

l_T*  TW     n  N±_Nr. 

f ~~  NT  ~~  T*  9   n'  ~"  77V' ~"  2V7*  *  (*L|) 

1   t*   f  r* 

~  =  2ya '  ^>  —  2^2*  (XLII) 

Ces  dernieres  ögalites  prouvent  que: 
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Theoreme  VI.  Chaque  sous  -  taugeute  est  ä  la  aotis- 
normale  correspoo  dante,  com me  le  carrd  de  la  lange nte 
est  au  carre  de  la  normale. 

20.  Oi»  trouve  encore 

t   n      T*  N'* 

T''n,==  N*^  (XL1I1) 

y*  _  JS_  T 


§.  V.  Expressions  generales  des  tangentes,  normales,  sous-tao- 
rentes  et  sens  -  normales  en  valeur  des  eoordonnees  du  point  de 
eontaet  et  des  fonetions  dlrirees  du  premier  membre  de  l'equation 

de  la  eourbe. 


21.  Supposons  qne  le«  axes  de  coordonnöes  comprennent 
entre  eux  nn  angle  6.  Si  f(x,  y)  =  0  est  l'equation  de  la  courbe, 

f9(r-9nr*'.ix-*)  =  o  © 

(r9-c*8er9)(r-y)  =  (f1t-coB6f,)(X-z)  .  .(3) 

»eroot  la  premiere  l'equation  de  la  tangente,  la  seconde  l'equa- 
tion de  la  normale  au  point  (x,  y);  X,  Y  designent  lee  coor* 
doonees  courantes  de  cee  droites. 

Au  moyen  de  cea  equations,  il  est  facile  de  trouver  que 

l=s^+jA,  i.Zi+aCi. .  .  .(XLV1) 

t  =         f  =   (XLVI!) 

1  *  I  y 

tt  —  Xtf  f 

t'-~  x'fs*—  X  v»' 


(x +ff  cos  6)  /%  —  (y  +  *  cos  6) 

V  ~  fy—COB6  fx 

,  _  (tf  +  x  cos  B)  f,  -  (x  +  y  coe  0)  /V 


. .  (XLVIII) 
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n-  f'v-cosBf's  9  I 

,  cos  <y«), 

nn'  =  acy ; 

^  =  cos  «r^-ar'»'1' •  •  -  IM 


"  +  t~  f'xtf'y-coaef*) 


(LI) 


(LH) 


(UV) 


■  .  .,  *(/V+/y-2cogfl/Wy), 

=  <,-,««>(.  +  d  =  t!£*±L£j$~^. 

rr  _  *(r*+ff-**~9rsA  (LUI) 

iV^  =  (W+yco8Ö)(»+0  =  (/Vco«0f,)*  * 

ZV  *  -  (n  +arcos0)(fi  +0-  (£'— eo*0/J')Ä 

22.  Si  les  axes  de  coordonnöes  eoot  rectangulaires,  il  vient 
cos  0  =  0,  siü0=l;  dans  ce  cas  les  formules  (LXVI)  et  (XL VII) 
resteot  les  roömes,  tandisque  les  suivantes  se  simplifient  et  de- 
viennent 

,  =  *£ipü,  V'=y£^^   (lvi) 

 <"-"> 
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«r.ai^tCA  (lx) 

NN.^jJl^LÖ,   (LXI.) 

ce  qoi  donne  77*  =  iViV'. 
Od  en  tire  visiblement 

^=w=^=w=fiW;  (LXlII) 

Tfm-*r,=**rtt.\  _  9  t(LXIV) 

=  /V/x  =  *  V/V  +fy*\ 


doü 


et,  par  suite , 


T     *A   (LXV) 

TN      T*  _      _  0*  r,xvn 


{.  Tl.  Determination  des  Clements  de  Pellipse  en  yaleur  des 
rayons  Tecteurs  et  du  rayon  eentral. 

22.  Coordonnäes  d*un  point  de  la  eourbe  en  yaleur 
du  rayon  eentral.  Supposons  l'ellipse  rapporte*e  ä  ses  axes  et 
represeotee  par  l'öquation 

(1)  ay+6f*Ä  =  oW 

Soient  O  le  centre,  F,  F'  les  foyers.  Repre'sentons  par  q  le 
rayon  central  OM  qui  aboutit  au  point  M  de  l'ellipse,  dont  les 
coordonne*es  sont  x,  y.   Nous  avons 

(2)  **+y*  =  e*. 

Si  nous  resolvons  ces  deux  equations  par  rapport  ä  x,  y, 
nous  trouverons 
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(I).  .  .  .  x  =  ±Wp=b*,  J/  =  ±^W-e*, 

c  c 
*9  -  ±  f*^(«* -<!*)(**-<>*)■ 

» 

Od  choisira  les  eignes  de  x,  y  Selon  1'angle  des  axes  dans 
lequel  se  trouve  dinge  le  rayon  central  q. 

23.  Rayon  central  et  distanee  focale  en  fonction 
des  rayons  vecteurs  et  de  rangle  eomprls.  Soient  r,  r' 
les  rayons  vecteurs  menes  au  point  31  et  2qp  langte  compris. 
Dans  le  triangle  MFF\  le  rayon  central  OM  oü  q  est  la  mediane 
sur  FF'\  nous  avons  donc 


(3) 


i  4q*  =  r2  +  r'2  +  2rr'  cos  2qp, 
|  4ca     r2  +  r'2  _  2rr'  cos  2<p ; 


ou,  en  inultipliant  ra  +  r'2  par  sina(p  +  cos* 9  =  1  et  en  niettant 
cos'2<3p  —  sin*o;  ä  la  place  de  cos 2  q>, 

(  4p*  =  (r'-|-r)2co629?  +  (r' — r)2sin2a>, 

(4)  ...  ) 

I  4c9  =  (r'-r)2cos2g>  +  (r'  +  r)2sio2<p. 

Si  dans  (3)  nous  remplacons  cos2qp  d'une  part  par  1 — 2sin2qp 
et  de  l'autre  part  par  2cos2g> — 1,  nous  trouverons,  en  effectuaot 
et  en  observaot  que  r  +  r'  =  2a, 

(  n2  =  a2— -rr'  sin2a>, 

(II)  

|  c2  =  o2  —  rr'  cos  2a>. 

24.  Rayon  central  en  fonction  des  axes  et  des  rayons 
vecteurs.  Ajoutons  ces  deux  dernieres  equations,  nous  obtenons 

p2  +  c2-62  =  2a2 -rr', 

d'oü 

(III)  p2  =  a2  +  62-rr'. 

Theoreme  I.  Le  carre  du  rayon  central  tuene*  en  un 
point  de  l'ellipse,  est  ögal  ä  la  somme  des  carräs  des 
derai-axes,  diminule  du  produit  des  rayons  vecteurs. 

25.  Coordonnles  d'un  point  de  l'ellipse  en  fonction 
des  axes  et  des  rayons  vecteurs.   L'e*quation  (III)  nous  donne 

p»— 62  =  a2 — rr',   a2 — p2  =  rr' —  b2; 
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par  suite  les  valeurs  (I)  deviennent 


(IV)  •  • 


c  c 
xy  =  ±  ^  V"(^r7)(rr'-*«). 


26.  Angle  des  rayons  yecteurs  en  fonetion  de  ees 
rayons  et  des  axes.  Par  la  derniere  des  e'quations  (II)  noas 
frouvons 

rr' cos  a<p  =  a*  — c*  = 

n 

il'ou,  puisqae  <p  est  toujours  rooindre  que  j> 


b 

cos  9?  = 


(V).. 


tangqp  =  =  ^  ab  9  , 


et,  par  suite,  en  vertu  de  (II), 

26» -rr'  o»-c* 


(VI).  . 


cos  2<p  = 


sin  29)  — 


rr  rr 
rr' 


0       26Wr'—6*  2oV"a«-o2 
l  tang29  =  = 

27.  Coordonnles  d'un  point  de  l'ellipse  en  fonetion 
4es  rayons  Tectenrs  et  de  Tändle  eomprls.   Nous  avons 


(5).  . 


r'-r 


V^J*  =  V  a*-rr'  =    ^  =  V*c*-rrW<p , 

\TJ*=f  =  \TrV^6*  —  VrPsin  <p  =  6tang9>; 
par  conse*qnent  les  valeurs  (IV)  penvent  s'e'crire 

.(r'-r)  r"-r» 
*  -  *     2c      -  * 


(VII) 


•     «     •  » 


y  =  +  -  tangy. 


4c 


r'a_r* 

*y  =  :fc  — 4 —  X-,X  tangqp. 
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Theoreme  n.  L'abscisse  d*un  point  est  4gale  ä  la 
difference  des  carrtfs  des  rayons  vecteurs,  divis^e 
par  la  double  distance  focale;  et  l'ordonnee  est  ägale 
au  carre  du  petit  axe,  multiplie  par  la  tangente  du 
demi-angle  des  rayons  vecteurs  et  divise  par  la  derai- 
distance  focale. 

28.  Inclinaisons  de  la  tangrente  et  de  la  normale sur 
les  axes.  Appelons  T,  V  et  N,  Ä'  les  angles  aigus  que  foot 
la  tangente  et  la  normale  avec  le  grand  axe.    On  sait  que 

(«)   te"8?'  =  £; 

par  suite  il  vient,  en  remplacant  xt  y  par  leurs  valeurs  (I),  (IV) 
et  (VII), 

(VIII)  tangT=eotangiV=-Y  ,  =  - \  -^a=  _cotal>gv, 
d'oü  on  tire 


(IX)... 


cos  cp , 


cos7=s,n2V=-Y  =  -\  -—^-£-sin(P) 


Theoreme  III.  1°.  Les  cosinus  des  angles  que  fait  la 
normale  avec  le  grand  axe  et  le  rayon  vecteur,  sont 
entre  eux  com  nie  la  difference  des  rayons  vecteur»  est 
ä  la  distance  focale;  2°  les  sinus  de  ces  angles  sont 
entre  eux  comme  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  a 
la  distance  focale;  3°  les  tangentes  des  meines  angles 
sont  entre  eux  comme  la  somme  des  rayons  vecteurs 
est  ä  leur  difference. 


Tangentes.  lies  deux  triangles  MPT,  MQT  noos  donneot 
sin  T     T      1  o«-6*  -  Yrr  V  a*- 


=  zWcotr=:  2 


(X)  1  «  acoscptangT' 


o  cos  9? 
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oo  eocore 

™     2rr'sin  cp     _,.      r'  — r 

30.  Produit  des  deux  tangentes.   On  trouve  de  suite 

2  rv 

Theoreme  IT.  1°  Le  produit  des  deux  tangentes,  l'une 
ä  l  axe  des  x  et  l'autre  ä  Taxe  des  y,  est  egal  au  pro- 
ilait  des  deux  rayoos  vecteurs. 

2°  Le  produit  des  coordoone*es  du  point  de  contact 
est  egal  au  produit  de*  rayons  vecteurs,  multiplie*  par 
le  deroi-sinus  de  la  double  inclinaison  de  la  tangente 
sur  le  grand  axe. 

31.  On  däduit  encore  de  ces  valeurs 

T     a*-o*     rr'-b*     6»  # 
V  =  ?=b*  =  S*=r7'  =  «•  COtang2  1 


tXUU  ~  fraF^)""'  <«*-rr')(rr'-6*) 

=  (r'_ r)sin~^' 

1       1  c* 

^+  ^  ~  V  rr'(a*-e*)(o*-6») 

 £*  2c» 

VW'(as-rr')(rr'-6*)  ~  (r'-^rr'sinqp' 
32.  Normales,  Nous  avons  par  les  triangles  MNP,  MN'Q 

(XIV).  .  .  / 
Ces  resultats  expriment  que 

Theoreme  V.  Chaque  normale  est  egale  a  la  racine 
carröe  du  produit  des  rayons  vecteurs,  multiplie'e  par 
lerapport  de  l  axe  non  adjacent  ä  l'autre  axe. 
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33.  Produit  des  normales.    Par  la  multiplication  on  a 

(XV)  N.N'  =  tr' 

Theoreme  VI.     Le  produit  des  deux  normales  est 
e*gal  au  produit  des  rayons  vecteurs. 

34.  Noos  trouvons  ensuite 

(xvi)...; 

)   1       1       c*  1         c»  cosy 

(  J\~~  JS'- ab^^'  —  b*^    a  ' 

Theoreme  VII.  1°  Les  deux  normales  sont  entre  eile» 
com me  les  carrös  des  axes  non  adjacents  de  l'ellipse; 

2°  la  difference  des  normales  est  e*gale  ä  la  ra< 
eine  carre^  du  produit  des  rayons  vecteurs,  multi- 
plie"e  par  le  rapport  du  carre*  de  la  distance  focale  au 
produit  des  axes; 

3°  la  difference  des  inverses  des  normales  est  egale 
ä  l'inverse  de  la  racine  carröe  du  produit  des  rayons 
vecteurs,  multiplie'e  par  le  rapport  du  carre*  de  la  dis- 
tance focale  au  produit  des  axes. 

35.  Sous  -  tangentes.  Par  les  deux  triangles  rectangle* 
MPT,  MQT  nous  avons 

.  r      <a*-(?)  a(rr'-b*) 
t  =ycot7=_^  =  ___ 

r'+r  b2 

(Xii).  .  1  =?zrrx-t™g<p> 


t'  =  xteneT-  *<>!z*!L_  f>{a*-rr')  _  (r'-r) 

36.  Prodult  des  sous-tangentes.  En  multipliant  membre 
a  membre  on  trouve 

(XVIII)..  W  =  ^  V  (a*-p*)(o*-^*)  =  ^  V (a*-rr')(rr'-6*) 

b*     r'Ä— r2 
=  ^  X  —4  Xtangqp, 

ou  encore 

(7)  tt  =  i  rr '  sin  2  T. 


v 
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Theordme  VIII.  Le  produit  de«  rieux  sous-ta n gentes 
est  egal  au  produit  des  rayons  vecteurs,  multiplie  par 
ledemi-sinus  de  I a  double  incliuaison  dela  tangente 
sor  le'gra  n  d  axe. 

37.  So us- normales.  Les  deux  triangles  rectangles  MflfE, 
MNQ  nou8  donnent 

n  =y  cot  ZV  =-  =  VV-rr' 


(MX) . .  . 


bj  r—r 
c^r  |  r' 


n'  =  *tangiV  =  £  V  a*-o«  =  j^V^^h* 


-  -  tang<p. 

38.  Produit  des  sous-no rraal es.   En  multipliant  on  trouve 

(XX)  .  .  nn'  =  ^  ^(a*-o*)(p*-6«)=^  V(a2~rr')  (rr'-6*) 

r'*— r*  />* 
=  —  4  ~  X^Xtangy 

(8)  mm'  =  irr'  sin  22V. 

Th6ordme  IX.  Le  produit  des  sous-normales  est  4 g a I 
au  produit  des  rayons  vecteurs  multiplie'  par  le  deroi- 
sinus  de  la  double  inclinaison  de  la  normale  sur  le 
grand  axe. 

39.  Nous  avons  ensuite 

(xx!)   »=*;vr^*:=*;vr^? 

m'     a3  1  «*— o*     a3  ▼  rr'— o* 

r'  -  j*'  j» 

=     X         X  cotang?  =     X  pr^,  X  cotang 

40.  Projections  des  tangentes  et  des  normales  sur 
leg  rayons  vecteurs.    Ces  projections  sont 

Uteil  u.  10 
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.  q*— o»  _  rr'-b*  2(rr'-&») 

(XXII)..  I  =-7 — -tangqp 

r  —  r 

T'sincp  =  V^62  =  Va*=T~r~'  = 


(XXIII) 


d'oü 


zv'cos?  =  |         ^  =  o; 


(      sin  (pX?"  sin  g>  =  «*  — ö»  =  6»  tang  g>, 

(XXIV)  ..  \ 

t  Ncos(p  X  ZV'cosg>  =  o*. 

Theoreme  X.  Si  Ton  projette  les  deux  tangentes  sur 
les  rayons  vecteurs,  1°  la  projection  de  la  tangente  ä 
Taxe  des  y  est  ägale  ä  la  demi  •  difference  des  rayons 
vecteurs; 

2°  le  procluit  des  deux  projections  est  e*  g  a  1  ä  ladif- 
ference  des  carre*s  du  demi  grandaxeet  du  rayon  cen- 
tral, ou  egal  au  carre*  du  demi  petit  axe  multiplie  par 
la  tangente  du  demi-angle  des  rayons  vecteurs. 

Theoreme  XI.  Si  Ton  projette  les  deux  normales  sur 
les  rayons  vecteurs, 

1°  la  projection  de  la  normale  ä  Taxe  des  x  est  la 
troisieme  proportionnelle  au  demigrand  axe  et  audemi 
petit  axe; 

2°  la  projection  de  la  normale  ä  Taxe  des  y  est 
4gale  au  demi  grand  axe; 

3°  leproduitdesdeux  projections  est  4 gal  au  carre) 
du  demi  petit  axe. 

41.  Projections  des  rayons  vecteurs  sur  la  tangente 
et  la  normale,    ön  a,  pour  ces  projections, 

i  r  sin  q>  =  ^  p  (rr'-6*)  =  ^  (<,*-<>*)  =  b  ^p  tangy, 

(XXV)  .../  

(  r'stn  <p  =^  (rr'— 6»)  =  ^  (a*-oa)  =  tangy. 
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(XXVI) 


d'oü 


m\n<p  x  r' sing)  =  a*—  p*  =  6*tang*qp 
rcosqp  Xr'cosa?  =  6*. 

Ces  valeurs  prourent  que: 


(XXVII)  .  .  | 


XII.  ]°  Le  prodait  des  perpeodiculaires 
abaissees  des  foyers  sur  la  normale,  est  egal  a  la  dif- 
ference   des  carre*s  du  demi  grand  axe  et  du  rayon 

central; 

2°  Le  produit  des  perpendicu lai res  abaissees  des 
foyers  sur  la  tangente  est  constant  et  egal  au  carre 
du  demi  petit  axe. 

42.  Distanees  du  eentre  aax  Interseetions  des  axes 
avee  la  tangente  et  la  normale.   Nous  avons 


(XXVIII) 


ac 


ac 


r'  +r 


Xc, 


Or=r'=<'+y=^tangr+y  =  *g^xi  +  7 


bc 


V rr'-6» 


=z  ccotangqp; 


ON  =  v  =  x  —  «  =  o?  \x 


(XXIX)  .  . 


a*  a 


OiV'  = 


v'  =  n'— y 


—  A* 


r  — r 


Theoreme  XIII.  1°  La  distance  du  centre  ä  l'inter- 
»ection  de  la  tangente  avec  le  grand  axe,  est  a  la 
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demi -d is tan ce  focale,  comme  la  sorame  des  rayons 
vecteurs  est  ä  leur  difförence; 

2°  La  distance  du  centre  a  l'interseciionde  la  nor- 
male avec  le  grand  axe,  est  ä  la  demi-distance  focale, 
comnie  la  difförence  des  rayons  vecteurs  est  a  leur 
so  m  m  e. 

Theoreme  XIV.  1°  La  distance  du  centre  ä  l'inter- 
section  de  la  tangente  avec  le  petit  axe,  est  egale  äla 
demi-distance  focale  multipliee  par  la  cotangente  du 
deini-angle  des  rayons  vecteurs; 

*2°  La  distance  du  centre  ä  Tintersection  de  lanor- 
male  avec  le  petit  axe,  est  egale  ä  la  demi-distance 
focale  mul  tipliee  par  la  tangente  du  d emi -angle  des 
rayons  vecteurs. 

43.  Des  valeurs  pre'cedentes  on  tire 

OTX  0N=  07vx01S'=tc* 

ou 

(XXX)  xv  —  %'v'  =  c2. 

puis 

(XXX  bis) . .  ^  +  ^  =  1,   aV  +  6V»  =  c«. 

Theoreme  XV.  La  demi-distance  focale  est  moyenne 
p roportionnelle  entre  les  distances  du  centre  aux  in- 
tersections  de  la  tangente  et  de  la  normale,  soit  avec 
Taxe  des  x,  soit  avec  Taxe  des  y. 

Theoreme  XV  bis.    Le  Neu  des  points  qui  ont  pour 

coordonnees  les  sous- normales  des  differents  points 

d'une  ellipse,  est  u  ne  deuxieme  ellipse  d on  t  les  foyers 

sont  situes  sur  le  petit-axe  de  la  preiniere,  et  dont  les 

2(w*— 62)      2(a2-62)  Ä 

axes  sont    et        r  2a  et  2b  etant  les  axes 

a  o 

de  la  premierc. 

44.  Nous  avons  ensuite 
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(9).  .  . 


xy       ttf       V"  (a* — rr')(rr,—l*2) 

abc* 


c*nn'  c* 


K = *  =  s5-  -  s  ^  (a*  -  ^ (rr'  - 62) 

=  3  V(^W^)  i 


Oll 


(XXXI)  


r'  +  r 

tr'  =^^Xc2cotang(3P, 
vv=?Tr><c4tang9>; 


puis 

|       l       a2  rrf     rr'  62  rr' 

(XXXII).   .  -+-75  =  _-5_ +  __  =  _; 


c'rr 


(XXXIII)  .  .  v«  +  v'«  =  j5(a«-rr')  f  ^(n-'-Ä*)  = 

Theoreme  XVI.  1°  La  somme  des  carres  des  inverses 
des  distances  du  centre  aux  intersectiuns  de  la  tan- 
gente  avec  les  deux  axes,  est  ögale  au  produit  des 
rayons  vecteurs,  divisö  par  le  carre*  du  produit  des 
demi-axes, 

2°  La  somme  des  carrös  des  distances  du  centre 
aux  intersections  de  la  normale  avec  les  deux  axes, 
est  e^gale  a  la  quatrieme  puissance  de  la  d emi-distance 
focale,  multipliee  par  la  somme  precedente; 

de  sorte  que 


(XXXIV)  — ^4 —  —  &  +  ji* 


1 


45.  Distances  du  centre  ä  la  tangente  et  ä  la  nor- 
male. Par  la  consideration  des  trapezes,  on  voit  que  ces  dis- 
tances sont,  l'une  egale  a  la  demi-somme  des  distances  des  foyers 
&  la  tangente,  et  lautre  egale  ä  la  demi-diffe>ence  des  distances 
des  foyers  ä  la  normale,  c'est-ä-dire  que 

la  premiere  d  est  ögale  ä  la  demi-somme  des  projec- 
tions  des  rayons  vecteurs  sur  la  normale, 
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et  l  autre  d'  est  rfgale  ä  la  demi-difference  des  projec 
tious  des  rayons  vecteurs  sur  la  tangente. 

On  a  donc 


d  =i(r'  +  r)cos9  =  ^=p 


rr 


(XXXV)  .  .    \              ,      x  .         4 /"(«»- ""Hrr' 
W' =  |(r'  — r)siny  =  Y  y^  

46.  Distances  du  centre  aux  projections  des  foyers 
sur  la  tangente  et  la  normale.  En  appelant  ces  distances 
«,  ß,  on  voit  qu'elles  sont  les  hypotenuses  de  deux  triangles 
droits,  doot  les  deux  au t res  cotes  sont,  pour  le  preniier,  les  denii- 
sommes  des  projections  des  rayons  vecteurs  sur  la  tangente  et 
la  normale,  et  pour  le  second  les  dem  i-di  deren  ces  de  ces  memes 
projections.   On  a  donc 

«*  =  i(r'  +  r)2(sin2o?  +  cos», 
j?2  =  *(r' — r)2(sin29  -f-  cos2  9); 

d'oü 

(XXXVI)  .  .  .  a  =  *(r'  +  r),   |3  =  i(r'-r). 

Theoreme  XV II.  Les  distances  du  centre  aux  projec- 
tions des  foyers  sur  la  tangente,  sont  egales  ä  la 
demi-somme  des  rayons  vecteurs;  et  les  distances  du 
centre  aux  projections  des  foyerssur  la  normale,  sont 
egales  ä  la  derai-differeoce  des  rayons  vecteurs. 

47.  Segments  däterminls  par  les  dlrectrlees  sur  la 
tangente  et  la  normale.  Prolongeons  la  tangente  et  la  nor- 
male, de  part  et  d'autre  du  point  M,  jusqu'ä  la  rencontre  des 
directrices  en  S,  S'  et  L,  L' .  Les  angles  aigus  en  S,  S'  seront 
les  compläments  de  Tangle  T,  et  les  angles  aigus  en  L,  U  seront 
egaux  a  Tangle  T. 

Si  nous  roenoos  par  le  point  M  la  droite  DD'  parallele  au 
grand  axe,  nous  aurons 

MD  =  --a;  =  -(a--)  =  -, 

jtf0'  =  ^%*  =  ^(a  +  ^)=^; 
c  1         c  v  T  a '  c 
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IM 


par  saite 

MD      ar.  ak[~rV^E*       4/  rV~ 


(XXXVII) 


sin  <p ' 


sin  g> 


(XXXVIII) 


-"r'-r^  sin  <p* 


|  rt//)'      ar'   64/"fl4-rr'      «r'4f  rr' 

WL  -sTnT=T:cV  "~rrT_=  T  V  a^r7 


r'+r  r 

=  -7— -x-t: 


r — r    sin  g> 
Les  deux  premieres  valeurs  prouvent  que 

Theoreme  XVIII.  Les  perpe ndiculaires  ölevrfes  par 
les  foyers  sur  les  rayons  vecteurs,  rencontrent  la 
tangeote  aux  meines  points  que  les  directrices. 

48.  Des  formules  präcedentes  on  deduit 
( A.AAIA)  ....  MS'  - 


Theoreme  XIX,  Les  segments  de'termine's  par  chaque 
directrice  sur  la  tangente  et  la  normale  sont  entreeux 
comme  la  diffärence  des  rayons  vecteurs  est  ä  leur 
s  o  m  m  e. 

49.   On  trouvc  encore  que 
MS*  +  M»  =p  Xr«  x  ^—^-^  =  r»X3.^, 

MS«  +  ML-  =  g  xr'»  x  -^xJ.J. 

de  sorte  que  les  segments,  compris  entre  la  tangente  et 
la  normale  sur  ies  directrices,  sont 
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orr'  .  arrf 

(XL)...    SL  =rx— ,    S'Lr=r'><— . 
v     7  cxy  cxy 

50.  Conditlons  pour  que  deux  diametres  2p,  2pt  soient 
conjugu6s.  Conside>ons  deux  diametres  conjugues  2p,  <2gl,  dirig&, 
Tun  2p  dans  l'angle  des  x,  y  positifs,  et,  par  suite  l'autre  dans 
langle  des  y  positifs  et  des  x  negatifs.  Appelous  x,  y  les  coor- 
donne'es  de  l'extremite  supdrieure  de  2p,  et  xXt  yx  eelles  de  Tex* 
tremite  superieure  de  2p|.  Si  nous  designnns  par  rl9  r/  les  ra- 
yons  vecteurs  qui  correspondent  ä  2pJt  nous  aurons,  en  vertu  des 
l'ormules  (I)  et  (IV) 

x  -      -Vp*-69  =  Ü-  V^r7  , 
c  c 


(10).  . 


mm' 


y  =      -  Va»-^»  =  -  Vrr'-6»; 
c  c 

Les  eoefticients  angulaires  de  ces  deux  diametres  seront  donc 

ön  trouve  ainsi  pour  condition  la  relatiou 

_      ^_  4/7^o»)(a»--o7r) 
~~a»~-""«*lf  (p4— o*)(p,2-6V 

ce  qui  exige  que 

(<«*--**)(<*»-«>,*)  =  (^-6»)(ffl»-6»); 

effectuant,  räduisant  et  divisant  par  a9— b\  on  arrive  ä  la  rela- 
tion  connue 

(12)  +  a*+*'. 

Mais  e«  vertu  de  (III)  nous  avons 

(13)  io*=a*  +  6*-rr>, 

l  6*-rtr,'; 

retranchant  chacune  de  ces  egalites  de  !a  precedente,  on  trouve 
(XLI)  <>i4  =  rr',   0*  =  ^'. 
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Theoreme  XX.  Tout  rayon  central  est  moyen  propor- 
tionnel  entre  les  deux  rayons  vecteurs  menes  ä  Tex- 
tremite  de  son  conjugue. 

51.  Si  nous  ajoutons  ces  deux  egalites  et  que  nous  compa- 
rions  le  res  ul  tat  ä  (12),  nous  trouverons 

(XLII)  rr'  +  r,^'  =  a2+62 

Theoreme  XXI.  La  so m nie  des  produits  des  rayons 
vecteurs  menes  aux  extremites  de  deux  diametres  con- 
jogue's  est  constante,  et  egale  a  la  soiunie  des  carres 
des  demi-axes. 

52.  Puisque  r  +  r'  =  rt  +  rx'  =  2«,  il  vient 

(r'-r)2    =  4«2  —  irr', 
(rl-rl')2  =  4««-4rIr1'; 

d'oü 

(r'-r)2  +  (rj  — r,  ')2  =  8«2-  4  (rr'  +  rj  ri ')  =  8«2-4  («2-f  6«)  =  4  («2-  62) 

(XL1II).  .  .  .    (r'-r)2  +  (rl-r1')2  =  4c2. 
Cette  relation  prouve  que 

Theorfcme  XXII.  La  somrae  des  carres  des  diflerences 
des  rayons  vecteurs  menes  aux  extremites  de  deux 
diametres  conjugues,  est  constante  et  e*gale  au  carre 
de  la  distance  focale. 

52.  Les  deux  egalites 

r1+r1'  =  2<i,   r,-r/  =  2V^ 

donnent 

(XL1V)  .  .  r,  =  a  +  V«2^2,   V  =  a- V"«2^2 

ponr  les  valeurs  des  deux  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  a  l'ex- 
tremite  du  rayon  conjugue  de  p. 

53.  Soit  2(pt  langte  compris  entre  les  rayons  vecteurs  rt,r,f. 
Dans  l'egalite 

(14)  h  =  VrP.  cosqp  =  \^nr/.  cosqpÄ 

remplacons  \^rr',  \T r^r,'  respectivement  par  leurs  equivalents 
Pi,  q;  nous  obtenons 

10* 
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p,  cosqp  =  oco&cpx, 

d'oü 

2p      cos  cp 

(XLV) 2^~~io¥^* 

Theoreme  XXIII.  Deux  diametres  conjugues  sont  entre 
eux  comme  les  cosinus  des  d emi -an gles  comp ris  entre 
les  rayons  veeteursqui  aboutissentä  leurs  extremites. 

54.    On  trouve  ensuite 

!    cos  tpi  =  -  »  sin  cpi  =      -  * 


(XLVI).. 


fang  <px  =  g  


cos  2<p,  =     Q*C  >  sin2qp,  =:  p  V  a2—rrf » 

tang  2^  =     r/_cs  • 

55.  Puisque 

6        .  V^6*     ,  V  o«-P» 

cos<p  =  — ,     sin  9  =  —  ,    tang<p_       ^  » 

on  voli  que 

62                       y  (a*—  P*)  (p*— 0*) 
(XLVII)  . .  cosqpcoso?,  =  — ,  sinqpsingjj  =  —  —  * 


(XL1X)  .  .    tang  <p  tang     =  » 

/Vim    tangy       i/^-P*  sin  y       pV* q»-p» 

(XLIA)  ta^  -  V  f=b*~M  sin^,  -  ^y^rryt- 

56.  Angle  des  diametres  conj  uguls.  Representons  par 
V  fangle  coropris  entre  les  rayons  conjugues  p,  p(;  et  designons 
par  a,  a,  les  inclinaisons  de  ces  rayons  sur  le  grand  axe  de  Tel- 
lipse.    Nous  avuns 

sin  V  =  sin  (at  —  «)  =  sin  er,  cos  a  —  cos  <x,  sin  a, 

cos  V  =  cos(«,  —  «)  =  cos«,  cosa  +  sin  Oj  sin  a; 

nrnis,  en  egard  ä  (10)  et  a  (12), 


Digitized  by  Google 


fies  cottrbes  en  gener al,  avec  appUcntions. 


155 


«in«  =  -  =  ,  cosa  =  -  =   -  J 

(.5)..|  1__ 

il  vienr,  par  consequent, 

.           ab(g2— 62)     a6(fl* — o*)  «6  ao 


(L)\  =  j-COS?  =  ^COS^j, 

c*QQi  QQi 

Si  nous  comparoDs  les  seconds  nieiubres  aux  valeurs  (XLVI), 
nous  trouverons  que 

sin  F  =  ^  cos 9  cos  9?,, 

(LI)   <cosF=: —  singpsingjj, 

tangF  = — ^  cot  9  cot 


Theoreme  XXIV.  1°  Le  sinus  de  l'anglecompris  entre 
deux  diametres  conjuguös  est  au  produit  des  cosinus 
des  dem  i-angl  es  coropris  entre  les  rayons  vecteurs 
correspondants,  comme  le  graod  axe  de  l'ellipse  est 
au  peti t  axe; 

2°  le  cosinus  de  cet  angle  est  egal  au  produit  des 
sinus  des  demi -  angles  compris  entre  les  rayons  vec. 
teurs; 

3°  le  produit  des  tangentes  des  trois  angles  F,  (p, 
<Pi  est  eonstant  et  e*gal  au  rapport  des  axes. 

57.   Nous  avons  trouve*  au  n°  32  que 

acos  (p  —  i 

»i  vient  douc 
(LH)  g  sin  V  =  ^  • 

Theoreme  XXV.   La  per  pendiculaire  abaissee  de  l  ex- 
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trennte  d'un  diametre  sur  son  conjugue  est  une  troi- 
sieme  propor  ti o  nnelle  ä  la  normale  vers  le  grand  axe 
et  au  derni  petit  axe. 

58.  Appelons  Tx,  Tx'  et  Nif  7Vt'  les  tangentes  et  les  nor- 
males menees  ä  Pcxtremite  de  pt.    Nous  aurons 


(LIV)  { 

I 

d'oü 

(LV)  7\.7y  =  2^.  ZV,'  =  p2. 

Theoreme  XXTI.  Tout  rayon  central  est  moyen  pro- 
portionnel  entre  les  deux  tangentes  et  aussi  entre  les 
deux  normales,  menees  ä  l'extr^mitä  de  son  conjugue. 

59.    II  cn  resulte  donc 
(LVI)  j 


TT  +  r,7y  =  + 


Theoreme  XXVII.  La  somme  des  produits  des  tan« 
gentes  menees  aux  extremit^s  de  deux  d i ametres  con  - 
jugnes  et  la  somme  des  produits  des  normales  menees 
aux  meines  extr^mites,  sont  Egales  entre  elles  et  ä  la 
somme  des  carres  des  demi-axes. 

60.  Les  angles  que  fönt  les  lignes  precedentes  avec  le  grand 
axe  sont 


p,  sin  <p 
p*— w     a     psin  qp,  ' 


u„ßr1=co«A^V^  =  ;>< 

1      ";  *  '  <  sin  7\  =  cos  ZV,  =  -  V  — 1     —  -X  ' 

J  1  c  1      p2         r,  p 

rr  •      KT  a  4/   P*  — * 

cos  1\  =  sin  ZV,  =  -  w  — 2  —  =  - X  sin qp, . 

C    w         Q  C 
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61.  Si  nous  de*signons  de  meme  par  /, ,  et  nlt  w,'  les 
sous-tangentes  et  les  sous-  normales,  nous  aurons 

,        "(g*-62)       .  ,_  b(a*-g*) 


(lviii)  .  .  <;  v  v 

On  en  deduit 

/,/,'  =  =  ^VV-rtfF^  =  ^X^-  X  taug  9i. 

Si  nous  rapprochons  ce  dernier  resultat  des  valeurs  (XVII!) 
et  (XX),  nous  voyons  que 

(LIX)  .  .    xy  =  xxyx  =  M' =<,!,'  r=  rm'  =  fii«i'. 

Theoreme  XXVIII.  Lorsqu'on  menc  des  tangentes  et 
des  normales  aux  extremites  de  deux  rayons  conju- 
gues,  les  produits  des  sous-tangentes  par  rapport  ä 
chaque  rayon,  sont  egaux  entre  eux,  ainsi  que  les  pro- 
dui  ts  des  sous  -  normales,  et  tous  ces  produits  sont 
egaux  au  produit  des  coordonnees  de  chaque  extr«S- 
mite. 

62.  Si  nous  comparons  les  formules  (X)  et  (LIII),  ainsi  que 
les  formules  (XIV)  et  (LIV),  nous  en  tirons 

(LX)  .  .  .  \   T   ~    T     -   N   -  »'   -  ei  ' 

Theoreme  XXIX.  Si  on  mene  des  tangentes  aux  ex- 
tremites de  deux  rayons  conjugu^s,  le  produit  des 
tangentes  vers  Taxe  des  x,  et  celui  des  tangentes 
?ers  Taxe  des  yt  sont  egaux  entre  eux  et  egaux  au  pro- 
duit des  deux  rayons  conjugues. 

63.  Si  Ton  rapproche  les  valeurs  donnees  par  les  formules 
des  tangentes,  sous-tangentes  et  sous- normales,  on  trouvera  que 
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(LXI)  .  .  V'&=P=e^~Yjr-F  =  c  V"f7+5T' 


1  a*b       -  °  M  ab* 

bcnf  acnx 


a 


2  —    02  ' 


i 

V3  "<Ta  t/W 
SÄ»  =c\rt 


On  en  conclut 


(LXHI)  .  .  .  . 


62  -  a* 


'       fr       *  ? 

-!L  w  ~fr  **i   63 


64.  Probleme  I.  Determiner  le  lieu  des  intersec- 
tions  des  tangentes  menees  par  les  extremites  des  dia- 
metres  conjugues. 

Dans  l'equation  g£ne>äle  des  tangentes  ä  1'ellipse 

(16)  a*y'y  +  b*x'x=aVPt 

mettons  ä  la  place  de  x',  y'  leurs  valeurs  du  n°  22,  prises  posi- 
tivement;  nous  obtiendrons  ainsi 

(LXIV)  .  .  .  ay  \faJ^fi  +  bx  V$*=6*  =  +  abc 

pour  les  equations  des  deux  tangentes  menees  aux  extrömites  du 
diametre  2p  dinge1  dans  l'angle  des  x,  y  positifs;  par  analogie 

(LXV).  .  .  ay V^fi — bx Sfa*^Q*  =  ±abc 

seront  les  equations  des  deux  tangentes  menees  aux  extremites 
du  diametre  conjugue  2p. 

Elevons  au  carre  les  membres  de  ces  denx  equations  et  ajou- 
tons  les  räsultats;  nous  aurons 
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(LXVI)  <*y  +  6*x*:=2aW 

pour  lequation  du  lieu  cherche\  Ce  lieu  est  donc  iineellipse 
semblable  ä  l'ellipse  donnee,   et  dont  les  axes  sont 

2^2,  26V2. 

65.  Probleme  II«  Determiner  le  lieu  des  intersec- 
tionsdes  tangentes  menees  par  les  extremites  des  dia- 
metres  et  par  les  extremites  des  symätriques  de  leurs 
conjugues. 

II  sufflra,  pour  le  trouver,  d  eliminer  o  entre  les  deux  equations 
ai/V~a*^Q*  +  bx  V g*—b*  =  ±  abc, 

ayVf^lP  +  bx  \T  a*-oa  =  ±  abc, 

dont  la  seconde  repre*sente  les  deux  tangentes  menees  aux  ex- 
tremites  du  diametre  2p,  dinge*  dans  langle  des  x,  y  positifs. 

Efcvant  au  carre  et  retranchant,  on  trouve 

«V  («a  +    -  V)  +  b*x*  (V  -  62  -  "2)  =  0 

ou 

cest-ä-dirc 
(LXVH)  y  =  ± 

pour  les  equations  du  Heu  cherche*.  Ainsi 

Theoreme  XXX.  Les  tangentes  menees  aux  extremi- 
tes des  diaraetres  et  des  symetriques  de  leurs  conju- 
gues, se  coupent  sur  les  diagonalesdu  rectangle  con- 
etruit  sur  les  axes  de  l'ellipse. 


>.  Probleme  III.  Calculer  le  lieu  des  intersections 
des  normales  menees  par  les  extremites  des  diame- 
tres conjugues. 

Dans  lequation  generale  de  la  normale  ä  l'ellipse 
on  mieux  de  son  äquivalente 

<17>  »,?-*,J=^ 
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remplacons  x',  y'  par  leurs  valeurs  du  n°  22,  prises  positivement; 
nous  aurons 

pour  les  equations  des  deux  normales  menees  aux  extremites  d'un 
diametre  2p  dirige  dans  l'angle  des  x,  y  positife;  par  suite 

ax  by 
(LXIX)  ^™  +  ^„  =  ±  c 

seront  les  equations  des  deux  normales  aux  extremites  du  dia- 
metre 2ß|  conjugue  de  2p. 

II  suflfira  d'eTiminer  q  entre  les  deux  equations  precedentes, 
pour  avoir  l'equation  du  lieu  demande*. 

Pour  faire  cette  Elimination,  nous  poserons 


ce  qui  donne 
(18)  +  yä  =  ca, 

et  cbange  nos  equations  en 

ax  F—  byX  =  ±  c, 

by  Y  -f  axX  =  ±  c. 
De  celles  -ci  nous  tirons 

y  ±c{ax  +  by) 

a2x*  +  b2y*  9 

A  -  a*x*  +  6  V  ' 

Si  nous  mettons  ces  valeurs  dans  l'equation  (18),  nous  trou- 
verons 

(ax  +  by)*    +     {ax  -  by)*   "  C  * 

ou 

(LXX).  .  .    (««ar* +  ÄV)»  =  c*         — ÄV)« 
pour  IVquation  du  lieu  demande*. 
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Elle  represente  une  courbe  du  sixieme  degr£,  syiuetrique  par 
rapport  aux  deux  axes  de  Tellipse,  et  passant  par  son  centre. 

67.  Probleme  IT.  Detter  miner  le  lieu  des  intersec- 
tions  des  normales,  mendes  par  les  extr<$mit4s  des 
diametres  et  par  les  extreraites  des  symetriques  de 
leurs  conjugues. 

Les  equations  des  p  renne  res  normales  seront  toujours 

 ax  by 

tandisque  celles  des  secondes  seront 

by 

Vä*^?  */i?=b*  ~~  * e' 

Elevant  les  deux  membres  de  ces  equations  au  carre  et  re- 
tranchant  les  resultats,  on  trouve 

(«**•- 6V)  ~  JjC^i)  =  0. 

ce  qui  donne  les  deux  droites 

(LXXI)   y  =  ±  \x 

pour  le  lieu  cherche. 

Sur  chacun  des  axes  on  prendra,  de  part  et  d'autre  du  centre 
une  longueur  ägale  ä  lautre  demi-axe;  par  les  extremites  de  ce* 
longueurs  on  menera  des  paralleles  aux  axes;  on  formera  ainsi 
un  rectangle,  dont  les  deux  diagonales  seront  le  lieu  demande. 


§.  VIII.   Determination  des  Clements  de  Phyperbole  en  raleur 
des  rayons  Yecteurs  et  du  rayon  central. 

68.  Supposons  l'hyperbole  rapportee  a  ses  axes  et  repre- 
sentee  par  l'equation 

(1)  ay-6V  =  -o4Äl. 

Les  elements  de  cette  courbe  peuvent  se  deduire  de  ceux  de 
l'ellipse,  en  changeant  dans  ces  derniers  les  signes  de  ö2  et  r  et 
en  y  reroplacant  Tangle  <p  par  90°—  q>» 

Theil  LL  11 
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69.    Nona  obtenons  ainsi  les  valeors  euivantes. 

Coordonnges  d'un  point  de  l'hyperfoole  en  valeur  du 
rayon  central. 


(I).  .  . 


•r  =  dt  "V>+62,   y  =  +  -V >-«2 


Rayon  central  et  distance  focale  en  valeur  des  ra- 
yons  veeteurs  et  de  l'angle  eompris. 

!p2  ==  a2  -f  rr'  cos2  <p , 
c2  =  a2  +  rr'  »in  2  q>. 

Rayon  central  en  fonctlon  des  axes  et  des  rayons 
veeteurs. 

(III)  o2=«2-62  +  rr'. 

Theoreme  I.  Le  carre  du  rayon  central,  mene  en  im 
point  de  l'hyperbole,  est  egal  a  la  diffe'rence  des  car- 
res  des  demi-  axes,  augmentee  du  produit  des  rayons 
veeteurs. 

Coordonnles  d'un  point  de  l'hyperhole  en  fonetion 
des  axes  et  des  rayons  veeteurs. 


(IV)  .  . 


1  =  1^«'+^   y  =  ±W  rr' -b*. 
c  c 

v 


Angle  des  rayons  veeteurs  en  valeur  de  ces  rayons 
et  des  axes. 


(V).. 


b  4/"  rr1— o2  i/Tp2-^ 

tan      =       b       _  b 
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(VI)  . 


cos  2g> 


sin2<p  = 


262 -rr'  Q 


TT 


—  —  —  f 

rr 


ZbVrr'-tß*     <2b\f  Q*—a* 


rr' 


rr 


tang2<p 


26V" rr' — 62     26\^  g2-«2 
26»— tt'  ~~     p2-c2  * 


Coordonnles  d'un  point  de  Thyperbole  en  yaleur 
des  rayons  yecteurs  et  de  l'angle  compris.  Puisque 

V^T6*  =  V  aHrr'  =  ^4^  =  Vc2+rr' cos2?  . 

(2)  •  •  j  

[  V p2— a2  =     rr'— 62  =  V~ rr'coBfp  =  6cotg>; 


on  a  aussi 


(VII) 


aa(r'+r)  _  r'2-r2 
±  =  + 


y 

xy 


2c 

+  —  cotangy, 
c 


4c 


,  62  r'*-r2 

— ^ —  X  cotang <p. 


Theoreme  II.  L'abscisse  d'uu  point  de  l'hyperboie 
est  egale  ä  la  diffe*rence  des  carres  des  rayons  vec- 
teurs,  divisee  par  la  double  distance  focale;  et  l'or- 
donnee  est  «Sgale  au  carre  de  Taxe  non  transverse, 
raultiplie  par  la  cotangente  du  demi-angle  des  rayons 
vecteurs  et  divise*  par  la  demi-distance  focale. 

70.  Nous  obtenons  ensuite  pour  les  tangentes  et  les  normales 
et  tout  ce  qui  en  depend,  les  expressions  suivantes. 

Inclinaisons  de  la  tangente  et  de  la  normale  sur 
les  1x68,  Puisque 

„  6*r 


il  vient 
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(VIII)  |,nr=  cos ZV=-\  V-=cV  -^=^-«m(p, 

cos  r= 8I0  tv=-cv  V- = ;  V  -17- = co8  »• 

Theoreme  EU.  1°.  Les  cosinus  des  an  gl  es  que  fait  la 
tangente  avec  Taxe  transverse  et  le  rayon  vecteur, 
sontentre  euxcomroe  l'axe  transverse  estäla  distance 
focale;  2°.  les  sinus  de  ces  angles  sont  entre  eux 
comme  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  a  la  distance 
focale;  3°.  les  tangentes  des  m eines  angles  sont  entre 
eux  comme  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  ä  leur 
difflrence. 

Tangentes. 


(IX) 


cos  I 


o*  +  6*""  T       1  rr'  +  a* 
=  -a  VT/ cot  T, 


(X) 


^  6*  2rr/  cos  y 

~~  a  sin  qp  taug  T  r'+r 

|     =atangr=  r'  +  r 
sin  9       2  cos  9" 


Theoreme  IV.  1°.  Le  produit  des  deux tangentes,  l'une 
verg  Taxe  des  x  et  l'autre  vers  Taxe  des  y,  est  egal 
au  produit  des  deux  rayons  vecteurs. 

2°.  Le  produit  des  coordonne*es  du  point  de  con* 
tact  est  ägal  au  produit  des  rayons  vecteurs,  multiplie 
par  le  demi-sinus  de  la  double  inclinaison  de  la  tan- 
gente sur  Taxe  transverse. 
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(XII) . 


r  -  o*  +  6*  "~~  rr'  +  a*  a*C°l 


4Ä» 


7  +  r  = 


(r'+r?C0ta^ 
_c^fr?  «  iT  rr' 


6*) 


(r*  -\-r)  cosqp' 


1     j  c* 


,.2 


2c2 


Sous-tangrentes. 


<  = 


(XIII) . 


q(p»— a»)  _  0(^-6«) 
r'— r     6»  . 

tt'  =  ^  V^WX^+ä9)  =  ^  (rr'+a*)  (rr'^6*) 


(XIV) 


6*  r'2-r> 


«'  =  irr' sin2r. 


Theoreme  V.  Le  produit  des  dem  soos  -  tan  gentes 
est  ögal  au  produit  des  rayoos  vecteurs,  multiplie*  par 
le  demi -sinus  ds  la  double  inclinaison  de  la  tangente 
sur  Taxe  transverse. 


Normales. 


(XV).  . 


siniV     a  ösinqp 
iY  -coaN—byrr  ""ein<p 
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Theoröme  VI.  Chaque  normale  est  egale  ä  la  racine 
carree  du  produit  des  rayons  vecteurs,  multipliee  par 
le  rapport  de  l'axe  non  adjacent  ä  l  autre  axe. 

(XVI)  N.N'  =  rr'. 

Theoreme  TTL  Le  produit  des  normales  est  ägal  au 
produit  des  rayons  vecteurs. 


(XVII)  .  . 


I        I_     c2         I         e2  sing? 


Theoreme  VAU.  Les  deux  normales  sont  entre  elles 
comme  les  carres  des  axes  non  adjacents  de  l'by* 
p  e  r  b  o  I  e. 


So  us -  normales. 


I  J  1  4 

n  =  «cotZV  =  -  Vö*TT*  =  -  SfrYT** 

ac  ac 


—  -  X 


c  ^  r'-r 

ra'  =  *  tang  iV  =  ^  Vo2  -  a*  =  ~  Vrr'— 62 

(XVIII).  .7  a2 

=  —  Xcot<p. 

nnr=^  ^(p2— a2)(oa  +  6a)=  "4  V(n" +«*)(*•'  —  6*) 
c  c 

=  — 4—  X^Xcot9> 
X  mm'  =  irr'sin2iV. 

The'oreme  IX.  Le  produit  des  sous-normales  est  egal 
au  produit  des  rayons  vecteurs  multiplie  par  le  demi- 
sinus  de  la  double  inclinaison  de  la  normale  sur  Taxe 
transverse. 

71.  Projections  des  tangentes  et  des  normales  sur 
les  rayons  vecteurs. 
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(XIX)  . .  (  =s  -r—r  cot  a>, 


(XX)  .... 


iV'sin<p  =  ?  VTr7 X  — =  =  ö; 


f  Tcosg>  X  7"  cos  g>  =  oa--«2  =     cot  qp, 
(XXI)....  { 

t  Nsm<pxN'sm<p  =  6*. 

Theoreme  X.  Si  Ton  projette  les  deux  tangentes  sur 
les  rayons  vecteurs, 

1°  la  projection  de  la  tangente  vers  Taxe  des  y  est 
egale  ä  la  demi-somme  des  rayons  vecteurs; 

2°  le  produit  des  deux  projections  est  egal  ä  la  dif- 
ference  des  carre*s  du  rayon  central  et  du  demi-axe 
transversa  ou  egal  au  carre*  du  demi-axe  non  trans- 
verse multiplie  par  la  cotangente  du  demi  angle  des 
rayons  vecteurs. 

Theoreme  XI.  Si  Ton  projette  les  deux  normales  sur 
les  rayons  vecteurs, 

1°  la  projection  de  la  normale  vers  Taxe  des  x  est 
la  troisieme  proportionnelle  au  demi-axe  transverse 
et  au  demi-axe  non  transverse; 

2°  la  projection  de  la  normale  vers  Taxe  des  y  est 
e*gale  au  demi-axe  transverse; 

3°  le  produit  des  deux  projections  est  <*gal  au  carrö 
du  demi-axe  non  transverse. 

Projections  des  rayons  vecteurs  sur  la  tangente  et 
la  normale. 
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(XXII) 


rcosqo 


r'cos  <p  ("*' — =  V^r~  (Pa~ a*)  —  ^  cotqp». 


(XXIU).  .  .  rSm<p=zbrfp,  r'8wq>=zb^^; 

/yyiv\       (rcosyXr'  cos <p  =  t>*—a2  =  o2cot2<jp, 
{  r sin  9  X  r  sin  9)  =  62. 

Theoreme  XII.  1°  Le  produit  des  perpendiculaires 
abaissees  des  foyers  sur  la  normale,  est  egal  ä  la  dif- 
ference  des  carre*s  du  rayon  central  et  du  demi-axe 
transvers  e 

2°  Le  produit  des  perpendiculaires  abaissöes  des 
foyers  sur  la  tangente  est  constant  et  egal  au  carre 
du  demi-axe  non  transverse. 

72.  Distances  du  centre  aux  lutersections  des  axes 
aree  la  tangente  et  la  normale. 

ac  ac         r' — r 

(xxv).  J  "-T^-Tm-TT*** 

(XXVI)..j 

[  ON'  =  v'  =  |  Vr7^6*  =  -b  V?=^  =  c  cot  <p. 

The"or£me  XIH.  1°  La  distance  du  centre  a  l'inter* 
section  de  la  tangente  avec  Taxe  traosverse,  est  ä  la 
demi-distance  focale,  corome  la  difference  des  rayon« 
vecteurs  est  ä  leur  somrae; 

2°  La  distance  du  centre  a  l'intersection  de  la  nor- 
male avec  Taxe  transverse,  est  ä  la  demi-distance  fo- 
cale, comme  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  ä  leur 
difference. 

Theoreme  XIV.    I«  La  distance  du  centre  ä  l'inter- 
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section  de  la  tangente  avec  Taxe  non  transverse,  est 
egale  a  la  demi-distance  focale  multipliee  par  la  tan- 
gente du  demi-angle  des  rayons  vecteurs; 

2°  La  distance  du  centre  ä  l'intersection  de  la  nor- 
male avec  Taxe  non  transverse,  est  egale  a  la  demi- 
distance  focale  multipliee  par  la  cotangente  du  demi- 
angle  des  rayons  vecteurs. 

(XXVII)   rv  =  tV  =  c*. 

(XXV  III)  tt'  =  ^j^;  X  c2  tang  qp ,    vv'  =  j^^xc'cotangtp; 
1      1       rr'  c*rr' 

(XXIX)  .  .  -2+^=^,  v*  +  v'2  =  ^p- 

(XXX)  v2  +  v'2  =  c*(^+^). 

Theoreme  XT.  La  demi-distance  focale  e.st  moyenne 
proportionnelle  entre  les  distances  du  centre  aux  in- 
tersections  de  la  tangente  et  de  la  normale,  soit  avec 
i'axe  des  x,  soit  avec  Taxe  des  y. 

Theoreme  XVI.  1°  La  sommedes  carres  des  in v er s es 
des  distances  du  centre  aux  intersections  de  la  tan- 
gente avec  les  deux  axes,  est  egale  au  produit  des 
rayons  vecteurs,  divise  par  le  carre*  du  produit  des 
demi-ax  es, 

2°  La  somme  des  carres  des  distances  du  centre 
aux  intersections  de  la  normale  avec  les  deux  axes, 
est  egale  ä  laquatriemepuissancede  la  demi-distance 
focale,  multipliee  par  la  somme  precedente. 

Distances  du  centre  ä  la  tangente  et  ä  la  normale. 

(XXXI)  d=  d'=C^X^  =  ^-'xiCsinSr. 

* 

(XXXII)  .  .  .  J 

Theoreme  XVII.  Le  produit  des  distances  du  centre 
ä  la  tangente  et  ä  la  normale  est  egale  au  carre  de  la 
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d e m i-distance  focale  multiplie'  par  le  demi-sinus  de  la 
double  incl inaison  de  latangente  sur  Taxe  transverse. 

73.  Segments  däterminls  par  les  direetriees  sur  la 
tangente  et  la  normale. 


(XXXIII). 


MS  =    — ,   lMS'=— ; 

COS?>  COS9 

___     r'—r       r  r' — r  r' 

ML=z-j—X——>  MV  =-7— x 


r'-fr    coso/  r'-fr  cosqp' 


Theoreme  XVIII.  Les  perpe ndiculaires  elev^es  par 
les  foyers  sur  les  rayons  vecteurs,  rencontreot  la 
tangente  aux  memes  points  que  les  direetriees. 

Theoreme  XIX.  Chaque  directrice  determine  sur  la 
tangente  et  la  normale  des  segmentsqui  soot  entre  eux 
comme  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  ä  leur  diffc- 
r  e  n  c  e. 

74.  Segments  d6termin£s  par  la  tangente  et  la  nor- 
male sur  les  direetriees. 

(XXXIV) .  .  SL  =  j^y.  IW  =  ^ 

75.  £lement§  de  rbyperbole  conjuguee.  Cette  courbe 
est  repr^sent^e  par  I  equation 

(3)  aV  —  P**  = 

Pour  appliquer  ä  cette  byperbole  les  formules  pr&ädentes.  il 
suffira  d'y  changer  a  en  b,  x  en  y  et  röciproqueraent.| 

Designons  par  ,  ^  les  coordonne*es  d'un  point  Mx  de  la 
courbe,  par  qx  le  rayon  central,  par  r,,  r/  les  rayons  vecteurs,  et 
par  2c?!  l  angle  compris. 

En  (aisant  les  changements  indiques,  nous  obtenons 
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*  4c 


(XXXVW  *  =  ±5VV-6»  =  ±:!  VV.V-^l-cotang?,, 

c  c  c 

t  o6  /  

*y  =  ±  ^ (Pi«+fl2)(ei*-6*) 

=  ±^V  (r,r1'-a»)(r1r/+6*)==  ±~><?:i^fcot9)1, 
poor  les  eoordonn£es  du  polnt  flf  , ; 

(XXXVI)  |?,»  =  6»  +  rIrI'co8^„ 

lc*  =  62  -f  rtr| '  sin*  91 

pour  les  Yaleurs  de  qx  et  c  cn  fonction  de  6,  r, ,  r/  et  g>,  ; 

(XXXVII)  q*  =  6»-«*  +  ^,' 

pour  celle  de  o,  en  fonction  de  a,  b,  r,  et  r,'; 

sin     =  ~7-2-=,    cos  ^  =  tfljlLZ^ 

(XXX  VIII)]  =Vr^rv^' 

pour  la  valeur  da  demi-angrle  <?!  comprls  entre  les  ra- 
yons  vecteurs;  enfin 

cos  2qp,  =  — ——7 —  =  _  _  t  > 
riri  riri 

(XXXIX)  \  sin29i  =  =  —  , 

tang2<p1  -   2fl,_riri  "=     ^2«C2  > 

pour  ta  valeur  de  l'angle  2g>,  corapris  entre  les  rayons 
Tectenrs. 

76.    Nons  trouvoos  ensuite 
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taug  Tx  =  cot  iV,  =  ~b\  ^-^V  VlW 


Vi 

^7:-nta,189>,, 


(MO 


W        c  i 


t  os  7\  =  sin  ZV,  =  -  V  ^~TT-  =  -V      *  / 
1  1      c  "    Tili         c  T 

i  r,'— r, 

|uiur  l«*s  lueUntttsoiis  de  la  tangente  et  de  la  normale  snr 
l'axo  tranMorse; 

=  5  Vw  cot  r„ 


=  -vVi'cot7y, 

|r                 «*  2rtr/  cos  yj 
a  tang  7\  V+r, 
'  |     —    "  "".  — ~  =  A  » 
sing?!  2cos(pi 

<xun>  r,  7/  ,w.£==(1r^cot*9l  =^5}S^; 


poiir  los  vnleiir**  des  tangeiitcs; 

„  ''((>»» -fr»)     ft(rlrl/-i»«)=  »V-^i  ^g*  C0i<pif 
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(XLV)         =  $ VtoT»+a»)(ft«-Ä»)  =  § V^^^ÖW^) 

pour  les  sous-tangentes  et  leur  produit; 
77.    Puis  nous  obtenons 

(XLVI)  V'  =V^=-J-. 

i  a  sing^ 


Aj.iV,'  =r1r1'  =  -rpS, 


8in2qpi 


pour  les  normales  et  leur  produit; 

[    Wl       bc     Ql  +    ~6cYr,ri  +  °  c^r^-r/ 

=     y^6*=  ^V^r7=7*  =f  X  cot  91, 

(XLVH)  J  ,  

W  =  "V<el*--6t)<fc1+«,> 

\         =  4^, 'sin  2^ 
pour  les  yaleurs  des  sous-normales  et  de  leur  produit. 

78.    On  verra  enfin  que 

2q* 

(XLVIIIW  =r7+^C0t^' 


a  r—         a  a2 
JVi  sin?,  =sVriri  XV=^==Ä 


(XLIX)  .  . 


Digitized  by  Google 


174   Dostor:  Relations  nouvelles  entre  les  langenies,  normales  etc. 

sont  les  projections  des  tangentes  et  des  normales  sur 
les  rayons  vecteurs  et  donnent 

Tx  cosqp,  X  7\'co8<pj  =  ot2 — b*  =  a2cetg>, , 

iVj  sin  q>i  XNY'  sin  <px  =  a2 ; 

puis  que 

bc  bc         ^  ri — rt 

(L). 


/  ^   ^   ___  M  M 


(LI)  .  .  . 


ac  ac 

i 

r  £  

vvr  =  -  V  rjrj' —  a2  =  -  V  p!2— 62  =  ccotang  a>, 


sont  les  distances  dn  centrc  aux  1  nterseetions  des  axes 
ayec  la  tangente  et  la  normale,  et  que 

1  2 

(LI1)  jrfjt^'  =  ^  X*,y,  =  ^»811.27-, 

sont  les  distances  dn  centre  ä  la  tangente  et  a  la  nor- 
male. 

79.  Les  Segments  dlterminäs  par  les  directriees  sur 
la  tangente  et  la  normale  seront 

1  1     cos^j'      11  cosg>, 

*i  +ri     cos^'      1  1      r/  +  r!  cosft 

et  on  aura  pour  les  segments  compris  sur  les  directriees 
entre  la  tangente  et  la  normale 

(LIV)  .  .  .  .*I|-Ä-£frr.  W-jäto- 


(LIII) .  . . 
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80.  Supposons  que  les  deuz  diametres  2p,  2p|  sotent  con- 
jugues,  de  sorte  que 

(4)  p»— ft«  =  o*-6» 

Combinons  cette  equatioo  successivement  avec  chacune  des 
Vivantes 

-  (o*  =  aa-6*  +  rr', 

et  oous  trouvons 

(LV)  9»  =  ^',   <>;»  =  rr'. 

Theoreme  XX.  Dans  l'hyperbole,  tout  rayon  central 
est  raoyen  proportionnel  entre  les  deuz  rayons  vec- 
teurs  menes  a  l'exträmite*  du  rayon  correspondant 
dans  l'hyperbole  conjuguäe. 

81.  Si  dous  retranchons  l'une  de  l  autre  ces  deux  dernieres 
egalite's  et  que  nous  coroparions  le  resultat  a  (4)  nous  obtieodrons 

(LVI)  w'-rr'  =  a*—b* 

Theoreme  XXI.  Dans  deux  byperboles  conjuguäes, 
ladifference  des  produits  des  rayons  vecteurs  mene's 
ä  deux  poiots  conjugues  est  coostante  et  6gale  ä  la 
difference  des  carres  des  azes  transverses. 

82.  Nous  avons 

d'oü  dous  tiroos 

(r  +      =  4o«+4rr'f    (rt  +r/)*  =  46a  +  4r1r1'; 
retrancbant  la  seconde  egalite*  de.la  premiere,  il  vient 

(r-fr')a— (r,-f  r/)2  =  4(o*-62)  — 4(r1r,'-rr'); 

mais,  en  vertu  de  la  relatioo  (LVI)  le  second  membre  est  nul;  on 
a  donc 

(LV1I)  r  +  r' rzrri+r/. 

Theoreme  XII.  Dans  deuz  byperboles  conjuguees, 
les  sommes  des  rayons  vecteurs  qui  aboutissen  t  ä  deux 
poiots  conjugues,  sont  Egales. 

83.  Puisque 
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ri#  +  r!  =  r'+r  =  2a+2r, 
r/-rl=  26, 

il  vient 

(LVIH)  .  .  .  .  r^rra  +  ft  +  r,  ^  =  a  —  6+r 

poar  lesvaleurs  des  deux  rayons  vecteurs  qui  aboutis- 
sent,  dans  laseconde  hyperbole,  ä  l'extr^mite  do  ra- 
yon  conjugue*  de  p  auquel  aboutit  r. 

84.    Les  relations  de  condition 

Qt—Qii  =  a2-  6*    p*  =  w Qli  =  rr' 

transforment  les  expressions  (XXXVIII)  et  (XXXIX)  dans  les 
suivantes : 


a  \T 
(L1X)  siny^-,   cosy^     yg         tang qpt  = -^^i 

,i  Vx           •  o          2aV^=^         .         p*— 2a* 
(LX)  .  .  .  811)2?!  =  ^§  cos  2?!  =  ~  ~ä — » 

tang2g>1  =  —^^T' 

■ 

85.    Nous  avons  trouve*  au  n°  69,  formules  (V)  que 

V  p*-a*  6 
cos©  =  —  ,    tang  «  =    /  ; 

si  nous  comparons  ces  valeurs  ä  (L1X),  nous  obtiendrons 

f  cosy      2p      cotangqp  2o 

cos?!     2p!*    cotangq>!  26' 

Theoreme  XIII.  Dans  deux  hyperboles  conjuguees, 
si  Ton  mene  des  rayons  vecteurs  aux  extreiuites  de 
deux  diametres  conjugues,  1°  les  cosinus  des  demi- 
angles  compris  sont  entre  eux  comrae  ces  diametres; 
2°  les  cotangentes  des  meines  angles  forment  un  rap- 
port  constant,  e*gal  au  rapport  des  axes  transverse*. 

85.  Divisons  la  premiere  des  relations  (LXI)  par  la  seconde, 
il  viendra 

/IXlh  sin  y      2g  ,  2« 
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Theoreme  XIV.  Dans  deux  hyperboles  conjuguees  le 
rapport  de  deux  diametres  conjugues,  divise  par  le 
rapport  des  axes  transverses,  est  egal  an  rapport  des 
sioas  des  demi-angles  compris  eotre  les  rayons  vec- 
teurs  qoi  aboutissent  aux  extremitls  de  ces  diametres. 

86.    Les  coordonnees  de  l'extremite  de  g  etaot,  d'apres  n°  69, 
V  =  \  >f  ea—     =  ~  ^ rr'  —  b*  =  ^-  cotang  <p, 


etiles  de  l'extremite*  de  pi  seront,  en  vertu  de  la  forroule  (XXXV), 

ab 

Ix.  =  -  V  pa  — a*  =  -  V  rr'— 6*  = 
I  4      c     *  c 

(LX1II). 


00  en  tire 

(LX1V).  .  xy  =        =  ^  V(p* -  aty*1**5) 

=  ^  V(fT'+a*)(ir'-6^  =  ^XLy^X  cotang  9. 

87.  Nous  trouvons  ensuite 
taug  Tt  =  j \  =  £ \         ^  =  Xtangy, 

(LXV)<    sinT,--.  —  ="•—  =  Tcp"' 

™      6   V^Z^2     6  V" rr'— 6*  6» 

cos  1 !  =  -  •  — 1  =  - .  =s  —  cotang  cp, 

'        C  Q  C  Q  Cp 

pour  I*inclinaison  sur  Taxe  transverse  de  la  premiere  hyperbole. 
de  la  tangente  menee  dans  la  conjuguee,  a  l'extremite  Mx  du 
diametre  coojugue  de  2p. 

88.  Les  tangentes  et  les  normales  en  Mx  seront 


Theil  LI. 


12 
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(LXVI){  t   f  

(LXV1I)  

■ 

d'oü  on  tire 

(LXVHI).  .  .    TxxTxr  —  ^XN^'  =  q\ 

Theoreme  XV.  Dans  deux  byperboles  conjuguees,  le 
produit  des  tangentes,  menees  dans  l'une  d'elles  h 
I  extremite'  d'un  rayon,  est  4gal  au  produit  des  nor- 
males, et  aussi  ögal  au  carre*  du  rayon  conjuguö  dans 
l'autre  hyperbole. 

89.  Nous  obtenons  pour  Ies  sous- tangentes  et  Ies  sous- nor- 
males : 

b(y*  —  a*)_  b(rr'  —  b2)  2a*6* 

(LXIX)  < 

\t '  =  ~  (Q*  +  bt)  =       °*>  _  9Ar±  rT . 

h  =  Fe    + 6  =  ^  v  "  +a,= — ssr-' 

(LXX)  J 

'»■'  =  7C^*=  S*^*»  gcotaog,,; 
d'oü  il  nous  vient 
(LXXI)  ig  tx ' = n,  ftj '  ==       =  nn'  =tt?  =  -^X  — ^ —  X  cotang  <p. 

Theoreme  XVL  Dans  deux  byperboles  conjugu^s,  si, 
par  Ies  extrömitäs  de  deux  diametres  conjugutfs,  od 
mene  des  tangentes,  le  produit  des  sous -tangentes  et 
celui  des  6  ous-nor  males,  par  rapport  ä  l'extrlmite' 
d'un  diametre,  sont  egaux  entre  eux  et  egaux  aux  me- 
mes  produits  par  rapport  a  l'extr^mite*  du  diametre 
conjugu£,  et  ces  produits  sont  encore  egaux  aux  pro* 
duits  des  coordonn^es  des  points  de  contact. 
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t 

90.  .  Les  projections  de«  laogcatee  et  de«  normales  en  Mx 
sur  les  rayons  vecteur«  seront 

(LXX11)  < 

[iVi  «io <JP|  =  -j- ,   iV,'sing>|  =  6; 

mais  nou«  avons  troiive" 

iVsioa>  =  —  >  iY'siug>  =  a; 

a 

d  oü  oous  tirons 

/r  yyiiI\    Tco8q>        iV*»in<p        ZV'sin<p  26 
7*!  cos  9!  ~"~  ZV/sintpi      iV4  sin  <pt     fc2a ' 

(LXX1V)  .  .  .  TVcosqjjXlY cos<p,  =  abcottp, 

(LXXV).  .  .  .  Ajsin^XiV'sin^  =  a«, 

(LXXVI)  Vcosy  =  r/cosqp!, 

/(  YYvm      rcosp     r'+r      7\ 'cos  y t  _  r, '  4  rt 
(LXXVII)  . .  .jyT^  -  pzj  '  iV/sin^-rT^' 

Theoreme  XTTI.  Dans  deux  byperboles  conjuguees, 
si  Ton  raene  des  tangenteset  des  normales  par  les  ex- 
trömites  de  deux  diametres  conjugues,  et  qu'on  pro- 
jette  ces  lignes  sur  les  rayons  vecteurs, 

1°  le  rapport  des  projections  des  tangeotes  vers 
Taxe  des  x  est  egal  au  rapport  inverse  des  axes; 

2°  les  projections  des  tangeotes  vers  faxe  des  y 
sont  Egales  entre  elles; 

3°  le  produit  des  projections  des  deux  tangentes  ä 
l'extrrfmite  d'un  diametre,  est  4gal  au  prod  uit  des  axes 
transrerses,  multiplie  par  la  co  tan  gen  te  du  dem  i -angle 
coropris  entre  les  rayons  vecteurs  qui  aboutissent  ä 
l'extremite  du  diametre  conjugue; 

4°  le  produit  des  projections  des  deux  normales  ä 
l'extremite  d'un  diametre  est  4gal  au  carre  du  denn, 
axe  non  transverse; 
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5°  le  rapport  des  projections  de  la  tangente  et  d< 
la  normale  vers  l  axe  des  y  est  egal  an  rapport  de  I 
somme  des  rayons  vecteurs  a  leur  difference. 


91.  Nous  avons,  poor  les  distances  du  centre  aax  tnter 
tions  des  axes  avec  les  tangentes  et  les  normales; 

bc  bc  26c 

(LXXVIII).J 

I   ,  ac  ac  ac 

(LXXIX)....  I 

V  =  WjTZa*  =  -  \Tt7=o*  =  -  cotang  <p ; 
a  a  a 

mais  au  nw  72  nous  arons  aussi  trouve' 


r'+r 

v  =  -^Xc,   v'  =  ccotangp. 


Comparant  ces  valeurs  et  les  precödentes,  oo  voit  que 

t\  \\\\  x  —  x'  —  v»  —  Vl'  —a- 

(LXXX).  .  .  .    -=^-7---.^ -g» 

(LXXXI)  ...     =  tV  =  rlVl  =  T| ' V| '  =  c«; 


(LXXXII)  .. 


tt'  =  t,t4'  =  ^T^X^tangg), 
r'4-r 

vv'  =  VyVi  =  ^r^Xc*  cotang  q>. 


Theoreme  XVIIL  1°  Les  tangentes  raenees  aux  extr«*- 
mite»  de  deux  diametres  conjugues  coupent  chaque 
axe  ä  des  distances  du  centre,  qui  sont  entre  elles 
comme  le  premier  axe  est  au  second; 

2°  les  produits  des  distances  däterminees  par  les 
tangentes  sur  lesdeux  axes  sontegaux,  ainsi  queceux 
des  distances  formees  par  les  normales; 
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3°  cbacun  des  premiers  produtts  divise*  par  l'un  des 
secoods,  est  4gal  au  carr4  du  rapport  de  la  difference 
des  rayons  vecteurs  ä  leur  sorome,  multiplie*  par  le 
carrä  de  la  tangente  du  demi-angle  compris  entre  ces 
rayons. 

92.  Les  distances  du  centre  ä  la  tangente  TtTtr  et  ä  la 
normale  ZV^iV/  seront,  d'apres  (LH), 

(l.TVim  ,     ab  b  r+r'  o  n-fr/ 

(LXXXHI)     =        a\'  =  - -  — 2~ . cot y  =  —  .    2  ,cotPi 


n+v 

=     2^  C08W 


et,  corame  nous  avons  trouve 


.ab       „      6    r-fr'  o  ri+r,'     t  r+r' 

rf  =  — ,     d'  =  -  •  — ~— .  cot  <p  =  .  cot  qp,  =  — s—  cos  (jp 


il  ?ient 

(LXXXIIl  bis)  .  .  .  do1=dlg  =  ab; 

a*b2 

(LXXX1V)  ddt  =  —  ; 

<™*>  J-J-*« 

(LXXXVI)  .  •J5-5r.=  -^--5i-^-  . 

Theoreme  XIX.  Dans  toute  byperbole  1°  la  distance 
du  centre  ä  chaque  tangente  est  £gale  au  produit  des 
demi-axes  divise*  par  le  conjugue*  du  rayon  mene*  au 
point  de  contact; 

2°  la  distance  du  centre  ä  cbaque  normale  est  e*gale 
ä  la  demi-somme  des  rayons  vecteurs  roene*s  au  point 
de  contact,  multipliee  par  le  cosinus  du  demi-angle 
compris. 

Theoreme  XX.  Dans  deux  byperboles  conjuguös, 
1°  la  difference  des  inverses  des  carres  des  demi-axes 
transverses  est  egale  ä  la  difference  des  inverses  des 
carre*s  des  distances  du  centre  aux  tangentes  menöes 
aux  extre*mitös  de  deux  diametres  conjuguäs. 

2°  le  rapport  des  distances  du  centre  aux  tangentes 
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et  le  rapport  des  distances  du  centre  aux  normales 
sont  Igaux  entre  eux  et  egaui  au  rapport  des  diame- 
tres  conjuguäs. 

93.  Par  le  n°  79  nous  voyons  que  Ies  directrices  determinent 
sur  la  tangente  TXTX'  et  la  normale  iVjiVi',  menees  en  Mlt  cod- 
jugue  de  M,  les  segnients 


(LXXXVII) 


1    1         QxCO&tp  1    1  ftCOSqp 

mt  —      26r^  if  r  /  _  26r/o 

111  ~  Qi~^fTf)^P '    MlLi  "  t>i(r'+r)cosg> • 


mais  nous  avons  dejä  trouve  au  n°  73 


[MS  =  — .  JKÄ'  =  — , 

i  COS  OD  COS  W 

(LXXXV1I1) 

I  2cir  2ar' 

311  z  (r'+r)  cos  ^  =  (r'+r)  cos  p  * 


il  vient  donc 


cosa9>       1   1         11  p^COS*? 


(LXXXIX) 


cos2  9i 


MLxML'  =  /  , 
(r-fr)2cos*9 

d'oü  nous  tirons,  en  vertu  de  (LXI), 
(XC)  =  MlSlxMl  St', 

* 

MLxML'  a« 


(XCI) 


Theoreme  XXI.  Dans  deux  hyperboles  conjuguees 
1°  le  produit  des  deux  segments  deter min 4s  par  les  di- 
rectrices sur  uue  tangente,  est  ögal  au  produit  des 
deux  segments  determines  par  les  directrices  sur  la 
tangente  menees  du  point  conjugue  du  premier  poiot 
de  contact;  2°  les  produits  des  segments  formes  sur 
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chacooe  des  normales,  sont  entre  eux  comme  les  axes 
Iransverses. 

94.  Angle  de  deux  diametres  conjugnls.  En  deVig- 
nant  cet  angle  par  V,  nous  trouverons,  par  un  catcul  analogue  ä 
celui  qui  a  ete*  employe  pour  l'ellipse,  que 

,  ab      a  .         6  .  . 

sin  V  =  —  =  — sing)  =  -  sin  cpt  =  sin  w sin  a>, , 


(XCII) .  .  }  cos  F 


-V 


Xcosgjcosgp,, 


p2— a* 


tangF=Y  ^j^pXtang^tang^i. 


Theoreme  XXII.  Le  sinus  de  l'angle  de  deux  diame- 
tres conjugue*8  est  egal  au  produit  des  sinus  des  demi- 
•Dgles  compris  eutre  les  rayons  vecteurs  qui  aboutis* 
teot  a  leurs  exträmttäs. 


95.   Considerons  les  deux  byperboles  conjuguees 

(6)  a*y*—b*x*  =  -  a*6* 

[  (7)  ay-6V=o*Ä« 

L  i 

«t  leors  asymptotes  communes 

I'  * 

b 


(8).  .  , 
fftqnation 


ay\f  pa— d1 — bx  \T oa+6*  =  — abc 


«era  celle  de  la  tangente  mene'e  ä  (6)  par  l'extremite*  supe'rieure 
|<H  et 


ayV  Q*+b2—bx  V o*~ o*  =  abc 

l'equation  de  la  tangente  mene'e  ä  (7)  par  l'extremitä  supe- 
de  Oi  conjugurf  de  o. 

Ces  deux  tangentes  conpent  les  deux  asymptotes  (8),  la  pre- 
|>iere  en  deux  points  E,  F  dont  les  coordonnees  sont 


ac 


bc 
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x  ~~  vva+T*-  Vg*^a*'  y  ~~  Ve*T6*— v^s»; 

et  la  seconde  en  deux  points  jEi,  Fx  dont  les  coordonnees  sont 
,  ac  ,  —-bc 


xi  —  Arr.-r«  .  a/-s — ^»  — 


V  o*+6»  +  Ve*-a»    *l       V  o»+62  +  V  o»~a* 

Si  od  compare  les  valeurs  de  xf,  y'  et  x",  y",  011  verra  que 
les  deux  points  B»  F      confoodent.   La  distance  EXFX  sera 

(XCIII)  .  .  8  =s  v_-^v._j-  fl|^-. 

Meoons  la  tangente  ä  (7)  par  l'extrlmite  du  rayoo  syru&rique 
de  ox;  son  equatioo  sera 

ayV^Hb*  +  bx*f  p*— aa  =  o6c; 

eile  couper a  les  deux  asymptotes  en  Cr,  Crj  dont  les  eoordoo- 
nees  sont 

^  ac   6c 

*  ~~  *f zurrt*  .  Af~* — ri*     y  — 


crc  6c 


\f 0»+6*  -  V o*-a«  *  V o*+6»-  Vjj' 

Nous  aurons  pour  les  distances  des  points  d'intersection 

9ft  

GE=  GF=~  6»  =  2A, 

c 

=     V^«+6*  =  2X 

c 

La  loogueur  2JT  est  la  projectioo  du  diametre  2p  sur  Taxe 
transrerse  2c,  et  2  Fi  est  la  projectioo  du  diametre  conjugud  2^ 
sur  Taxe  26. 

96.  Supposons  que  les  deux  hyperboles  conjttguees  soieot 
equilateres;  leurs  e'quations  seront 

(9)  .  yt—x*  =  ^  a*. 
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Si   ooos  faisoos  6  =  a  daus  les  resultats  precedents  nous 


(XCIV).  ...    Q*  =  rrJ  =  fr*,   c*  =  2a«; 

sin  «  =  -,    cosop  =  — -  ,    tanggp  = 

9  9 


8\n2q)  = 


*2aVQ*-a* 
9*  ' 


29,  =  — »  tang2<jp-    p*_2a2r  * 


Theoreme  XXIII.  Dans  l'hyperbole  equiiatere,  tout 
rayoo  central  est  moyen  proporti on nel  entre  les  deux 
layoos  vecteurs  qui  aboutissent  ä  soo  eztremite. 

97.    Nous  trouvoos  ensuite 


*  —  ±  V  ~~  ~2~~'     y  =±V  ~2~  ' 

*i  =±  \  ~2~ »  yi  =  +  V~ 2"" 

moor  les  coordonnees  des  extremites  de  deux  diametres  conjugues. 
98.    Nous  avons  apres  cela 


(xcv)'..  t  =  r,  =  f  V" J=S  r  =  «•  =  f  V 

t.  r  = 

s 

(XCVI).  .  .  .    N  =  JSX  =  xV'  =  2V  =  e; 

0t  fA  02  i.  a2 

«'  =  tltl'  -  \\T +  a*Tü*  -V*) ; 


(XCVHI) . 


r  +  r  —  «' 


1 


Theoreme  XXIV.    Dans  l'hyperbole  equilatere,  la  nor- 
ale  est  egale  au  rayon  central,  qui  est  moyen  propor- 
[ionnel  entre  les  deux  tangentes. 

Theoreme  XXV.   Le  rayon  divise  par  le  produit  des 
|sous-tangentes  est  egal  ä  la  somme  des  inverses  des 
angentes. 

12* 
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§.  IX.   Determination  des  616ments  de  la  parabole  par 
le  rayon  Teetenr  e;t  le  parametre. 

99.  Inclinaison  de  la  tangente  snr  l'axe.  Supposons 
qne  la  parabole  soit  rapportöe  ä  son  axe  et  ä  la  tangente  au  som- 
met;  eile  sera  representee  par  l'equation 

(1)  ,  '  y*  =  2par, 

oü  p  est  le  parametre  de  la  courbe. 

» 

Soient  x,  y  Ies  coordonnees  d'un  point  de  la  parabole,  r  le 
rayon  vecteur  mene*  en  ce  poiot  et  <p  1'angle  qu'il  fait  avec  la 
tangente.   On  sait  que 

(1)  2r  =  2a:  +  p. 

L'equation  de  la  tangente  e*tant 

(2)  Yy^p(X+x), 

on  a 

taogr=£; 

il  vient  donc 

(..)...  UsT=eoSV=\[^=yr*Ee, 

* 

d  oü  on  tire,  pour  l'ioclinaison  da  rayon  vecteur  sur  Taxe 

.           2\f2px     y  \fp&r-p) 
»in  2<p  ~  a    ,     =  -  =  — —  — , 

tang  2*  =  ^  =         =  V£WE£). 
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100.  Yaleurs  des  tangentes.  Le*  triangle*  rectangles' 
MPT,  MQT'  nous  donneot 

T*  =  2x(2x  +  p)  =  Arx  =  2r(2r-|>), 

T*  =  ^2^==  |  (2*  +p)  =  rx  =  *r(2r-p). 

Theoreme  I.  La  tangente  vers  Taxe  des  y  est  la 
moitie*  de  la  tangente  vers  Taxe  des  x. 

101.  Produit  des  tangrentes.    On  trouve 

(V)  TxT'^Irx. 

Theordmc  II.  Le  produit  des  tangentes  est  £gal  au 
double  produit  du  rayon  vecteur  par  l'abscisse. 

102.  Tmleur  des  sous-tangentes.    On  a 

*  =        ~  x  ,an*  T  =  2  =  *  ^PV^Ö' 
d'oü 

(vii)  e*  =  \pt,  t(=x!l  =  fp. 

Theoreme  III.  La  sous  -  tangente  sur  Taxe  des  x  est 
le  double  de  l'abscisse,  et  la  s o us  •  tangente  sur  Taxe 
des  y  est  la  moitie*  de  Tordoonee. 

Theoreme  IT.  La  sous  -  tan  gente  sur  Taxe  des  y  est 
moyenne  proportion nelle  entre  la  sou 8 -  tangeu te  sur 
l'axe  des  x  et  le  quart  du  pararoetre. 

103.  Yaleurs  des  normales  et  des  sous- normales. 
par  les  triangles  rectangles  MNP,  MIS'Q  on  a 

[N*  =ioSr==^+P*=pC2a:+p)==2rp, 
(VIII)  .  .{ 

inrn        x%        x^x  +        illx%     r(2r—  p)*. 
-sin*r-       p       ~   p  2p  ' 
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- 

.n  =yUngT  =  p, 


(IX)  .  . 


Theoreme  Y.  Les  carrös  de  la  tangente  et  de  la  nor- 
male vers  Taxe  des  x  sont  entre  eox  comrae  la  double 
ah acisse  est  au  parametre,  et,  par  suite, 

Les  cärres  de  la  tangente  et  de  la  normale  vers 
Taxe  des  y  sont  entre  eux  comme  le  parametre  est  ä 
1  a  dooble  abscisse. 

104.  Projectlons  des  tangentes  et  des  normales  snr 
le  rayon  vecteur.    Oes  projections  sont 


(X).  .  . 


|  T  cos  cp  =  y  cotang  q>  z=  2x  =  2r  —  p, 


(  N  sin  <p  =  y  tangqp  =  p, 

,  <xl>  

\  N'  sin  q>  =  x  =  r  — 

Theoreme  Tl.  Si  Ton  projette  les  deax  tangente«  sur 
le  rayon  vecteur,  la  premiere  projection  sera  double 
de  la  seconde,  £gale  ä  la  sous-tangente  sur  Taxe  des 
x,  et,  parsuite,  e*gale  ä  la  double  abscisse. 

Theoreme  TU.  Si  Ton  projette  les  normales  sur  le 
rayon  vecteur,  la  premiere  projection  sera  e*gale  ä  la 
sou s  -  normale  sur  Taxe  des  x,  et,  parsuite,  egale  au 
parametre,  et  lasecohde  sera  e*gale  ä  l'abscisse. 

105.  Projections  des  rayons  vecteurs  sur  la  tan- 
gente et  la  normale.   Elle  sont 


(XII)  .  . 


rcos  ip 


\rsm<p=:^~Zj=l\rpVx  +  p)  =  iN. 


Theoreme  YTII.  Si  Ton  projette  le  rayon  vecteur  sur 
la  tangente  et  la  normale,  la  premiere  projection  sera 
e'gale  ä  la  moitie  de  la  tangente  sur  l\ixe  des  x,  et  la 
seconde  e'gale  ä  la  moitie*  de  la  normale  sur  l'axe  des  x. 
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106.  Distanees  du  sommet  am  pieds  da  la  tangente. 

Faisons  snccessivement  F=0,  JK"  =  0  dans  I'equation  (2)  de  la 
tangente;  nous  obtenons,  en  valeur  absolue, 


(XIII)  .  .  .  . 

et,  par  suite, 

(XIV)  .... 


P 


r**  =  \px. 


107.  Distanees  du  sommet  aux  pieds  des  normales. 
Nous  avons 


(XV)  .  .  . 

d'oü 

(XVI)  .  . 


v'  =  y  -f  ri  =  y+j  =  y-(p  +  x), 


Theorme  IX.  Lea  distances  du  sommet  aux  pieds  des 
normales  sont  entre  elles  comroe  le  parametre  est  ä 
l'ordon  ne* e. 

i 

108.  Distances  des  pieds  des  tangrentes  aux  pieds 
des  normales.   En  les  repr&entant  par  a,  ß,  on  a 

,«  =  7i  -f  t  =  x  +  v  =  2#  +/*  =  2r, 


(XVII) 


P 


2p 


Theoreme  X.  1°  La  distance  du  pied  de  la  tangente 
«ar  Taxe  des  x  au  pied  de  la  normale,  est  egale  au 
double  rayon  vecteur. 

2°  La  distance  du  pied  de  la  tangente  sur  Taxe  des 
y  au  pied  de  la  normale,  est  une  quatrieme  propor- 
tionnelle  entre  le  parametre,  le  rayon  vecteur  et  l'or- 

donne'e. 

109.   Segments  dlterminls  par  la  direetriee  sur  la 


(XV11I). . 
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tauge nte  et  la  normale.  Soient  S  et  L  lea  pointa  oü  ia  tan- 
gente et  la  normale  rencontrent  la  directrice;  on  a 

MS     x*  2     2x  +  p 
T  ~    t    -    4x  1 

ML     x+  2     2x  +  p 
iV         n     -    2p  9 

d'oü 

110.  Segment  däterminl  par  la  tangente  et  la  nor- 
male Sur  la  directrice*   Ce  aegment  est 

SL*  =  M S*  +  ML-  =  t  +      =  f,(2*+P>  =  44 . 

x     p  px  ya 

d'oü 

i 

2*1 

(XIX)  =  — . 

Theoreme  XL  Le  segment  compris  sur  la  directrice 
entre  la  tangente  et  la  normale  est  une  troisieme  pro- 
portlonnelle  a  la  demi-ord onuee  et  le  rayon  vecteur. 

111.  On  peut  traiter,  comme  cas  particuliers,  ceux  oü  le 
rayon  vecteur  est  egal  au  parametre,  puls  ä  l'ordonnee. 


■ 
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XXI. 

Calcul  des  rayons  des  deux  cercles  qui  touchent 
trois  cercles  tangents  deux  ä  deux« 

Par 

# 

Monsieur  Georges  Dostor, 

Doctenr  fes  scienccs 
Professeur  de  math&natiques  a  Pari». 


Soient  A,  B9  C  les  centres  des  trois  cercles  donnäs,  qui  se> 
touchent  deux  ä  deux;  Ö  le  eentre  de  Tun  des  deux  cercles  qui 
sont  tangents  ä  tous  les  trois.  Designons  les  rayons  de  ces  cer- 
cles par  a,  b,  c,  r. 

Supposons,  pour  fixer  les  idles,  que  le  cercle  O  soit  inte*- 
rieur  au  triangle  ABC. 

Tirons  les  droites  OA,  OB,  OC.   II  est  evident  que 
OA  =  a  +  r,    OB=b+r,    OC=c  +  r; 

«t 

BC=b  +  c,    CJ  =  c  +  a,   AB=a  +  b. 

Repr^sentons  par  a,  ß,  y  les  angles  BOC,  COA,  AOB. 
Paisque  a  +  ß  +  y  =  360°,  nous  avons 

(1).  .  .  cos*a-|-cos*|5-f  cosay — 2  cos  a  cos  j?  cos  y  =  1. 

Or  le  triangle  OBC  donne 

(6  +  c)a  =  (6  +  r)*  +  (c  +  r)a — 2;(6  +  r)  (c  +  r)  cos  «, 

d'ou  on  tire 
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(6  +  r)(c  +  r) 

et,  par  suite 

.     .  2ca 
cos  ß  =  1  —  y  .      — — x, 

2a6 

COSV  =  I — 7  ,  w., — r» 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  (I),  on  obtient 

r  26c      y    r  2ca      y    r         2«6  y 

L1    (6  +  r)(c  +  r)J  **"  L     (c+r)(a+r)J  +  L     <a+r)(6  +  r)J 

(ft  +  rXc+rjJL1  (c+r)(a+r)J  L1   (a+r)(6+r) J  - 

ou,  en  effectuant  et  en  faisant  eranouir  les  denominateurs : 

6*c*  (a  +  r)»  +  c«a*  (6  +  r)»  +  a*62  (c  +  r)2 
— 2a»6c  (6 +  r)  (c + r)  —  26*ca  (c  +  r)  (a  +  r)  — 2c2a6  (a  +  r)  (6  +  r) 

— 4a*6V  =  0. 

Effectuant  dans  cette  e*quation  et  ordonnant  par  rapport  ä  r, 
on  trouve 

r«(62c2  +  c2u2  +  a262— 2a26c—  262ca  -  2c2«6) 
— 2r(62c2a  +  c2o26  +  a262c)  +  a262c2  =  0, 

ce  qu'on  peut  encore  4crire 

-  / 1       II       2      2       2  \ 
(I)  •  •  •      r  ^  +  p  +  c,  -  bc  -  -  -  ^ 

-^G  +  S  +  e)  +  1  =  ° 

Cette  äquation  donne  les  rayons  des  deux  cercles  tangents 
demandes;  Tan  d'eux  est  compris  entre  les  trois  cercles  donnes, 
tandisque  lautre  leur  est  exterieur  ou  les  enveloppe. 

Ces  rayons  sont 

t\\\  a     o     c—  1  bc  9  ca  ab 

(Ii)  .  .  .  .  r  _  j       j       j      ^       ^       ^  . 

u2     6*     c5"™"  6c  ~~  ca  ~~  ab 

Pour  que  le  cercle  ext&ieur  se  re*duise  a  une  droite,  a  la- 
quelle  les  trois  cercles  sont  tangents,  tout  en  etant  entre  eux 
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tangents  deux  ä  deux,  il  faut  que  le  coefficient  de  r9  dans  l'ä- 
qaalion  (I)  se  rdduise  ä  zero,  c'est-a-dire  que 

("")••  •  •  h+hl-l-c-a~l=^ 
or  ce  coefficient  peut  s'eerire 

x  (vi + vi  ~V7b)  (vi +V%~  Vi)  *' 

Jone  si  c  est  le  plus  petit  des  trois  rayons  a,  b,  c,  il  faudra  que 
l'on  tit 

(V)   *       *  +  ' 

ce  qu'on  pourrait  trouver  directeroent  au  moyen  des  trapezes 
birectangles  debout  sur  la  tangente  commune.  Donc 

Theoreme.  Pour  que  trois  cercles  tangents  deux 
ä  deux  touebent  une  nieme  droite,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  racine  carröe  de  l'inverse  du  plus  petit  rayon 
8oi t  egale  ä  la  sommedes  ra eines  carreesdesinverses 
des  deux  autres  rayons. 

Dans  ce  cas  le  rayon  du  cercle  inteYieur  sera  donne*  par  I'e*- 
qoation 

(vi)   ...  1=1  +  1  +  1, 


qui,  en  vertu  de  (V),  peut  encore  s'dcrire 

<VH>  tMu+vt» 

Si  deux  des  trois  cercles  donn^s  soot  ögaux,  par  exemple, 
que  Ton  ait  a  =  b,  l'equatioo  des  rayons  deviendra 

(a-.4c)r»-2c(a+2c)r  +  aca  =  0; 

et  ai  ces  deux  cercles  sont  en  niäme  temps  tangents  ä  une  märne 

droite,  le  rayon  du  troisieme  cercle  sera  j  ou  le  quart  de  celui 

de  ebaeun  des  deux  autres  cercles;  ce  qui  donne,  pour  le  rayou 
da  cercle  inscrit, 

c  a 


Theil  LL  13 
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XXII. 

Demonstratio  synthetica  theorcmatis ,  qaod  ex  Ele- 
mentis  Euclidis  a  Cell.  Bctti  et  Brioschi  editis 
sumtum  et  pagin  1  CXV1.  tomi  L'  hujus  Archivi  pro- 

positum  est, 

n 

Dr#.  Christiano  Fr.  Lindman, 

Lect.  $  trengneaen  si. 


(Fig.  v.  Tab.  VI.) 

Theorema:  Circulo  circum  triangulum  aequilale- 
ruro  ABC  (Tab.  VI.  Fig.  2.,  3)  circumscripto,  ei  alter  cir- 
calus  cjusdem  centri  d escri bi tur  et  punctum  quodlibet 
P  in  peripheria  ejus  sumtum,  demonstrandum  est, 
summam  quadratorum  rectarum  PA,  PB,  PC  quantita- 
tem  esse  constantem. 

Priusquam  theorema  ipsum  adgredimur,  insequens  demon- 
stremus 

Iiemina*  Si  rectae  AD,  BE,  CF  (Tab.  VI.  Fig.  1.)  per- 
pendiculares  e  verticibus  A'"  aequilateri  ABC  ad  dia- 
metrum  qtiandam  MN  circuli  ci reu mscr ipti  dueuntur, 
tres  partes  diametri  OD,  OE,  OF  inter  centrum  O  et 
perpendicula  exsistent,  equibns  maxi  ma  OD  sit  aequa- 
ia  summae  reliquarum. 
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Ductis  rectis  AO,  BO,  CO  productaque  AO  ad  H ,  BE  ad 
G,  facillime  perspicitur,  esse 

&OCL^&HBG  (hypoth.;  Euci.  I:  26) 

atque  ideo 

OL  =  GH. 

Ducta 

HKJL.  MN  et  GR\\  OH, 

eequitur,  ut  sit 

OF  =  EKt    OK=OE\  OF. 

Quum  vero  sit 

&AODQ2&HOK 

atque  ideo 

OD  =  OK, 

patet,  esse 

OD=  OE  +  OF.    Q.  e.  d. 

Jam  positis  radio  circuli  circumscripti  =  r  et  radio  circuii 
alterius  =  p,  theorema  ipsura  ex  Eucl.  El.  II:  12,  13  colligitur. 
Babenms  enira  (Tab.  VI.  Fig.  2.) 

/Ma  =  r*+p*-2p.O/> 
P~B2  =  r»  +  p*  +  2p .  OK 
FCa=  ra  +  pa  +  2p.OF  et  ex  Ax.  11°. 
El*  +  PB 2  +        =  3  (r*  +  p«)  -  2p .  OD  +  2p .  ( OE  +  OF), 
et  e  Lemmate  super  demonstrato : 

7Q2+75Sa+/»C2  =  3(ra+  p2). 

Itidem,  si  est  r>p,  ut  in  (Tab.  VI.  Fig.  3.).   Q.  e.  d. 


13« 


Digitized  by  Google 


196 


Simerka.    Die  rationalen  Dreiecke: 


XXIII. 

Die  rationalen  Dreiecke. 

Von 

Herrn    fVenzel  Simerka, 

Pfarrer  in  Jenschowitz  bei  Hohen-Manth  in  Böhmen. 


(Figuren  s.  Tafel  V.) 

Vor  etwa  eilf  Jahren,  da  der  Verfasser  dieses  Aufsatzes  noch 
Gymnasiallehrer  in  Budweis  war,  gab  er  einer  Klasse  des  Ober- 
gymnasiums  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  13',  14',  15'  zu  verrech- 
nen, was  ohne  trigonometrische  Tafeln1  vollfuhrt  werden  kann. 
Bei  der  Korrektur  der  Aufgaben  zeigte  sich  jedoch,  dass  nur  drei 
Schüler  selbständig  arbeiteten,  die  übrigen  aber  alles  von  ihnen 
abgeschrieben  hatten.  Um  das  Abschreiben  in  der  Folge  mög- 
lichst zu  verhüten,  suchte  er  andere  derartige  Dreiecke  auf,  dass 
jedem  Scbuler  eine  andere  Aufgabe  gegeben  werden  konnte. 
Daraus  ergab  sich  im  Verlaufe  der  Zeit  die  nachfolgende  Ab- 
handlung, welche  nicht  nur  eine  Menge  lehrreicher  algebraisch- 
geometrischer  Aufgaben  liefert,  sondern  auch  einen  innigen  Zu- 
sammenhang zwischen  der  Geometrie  und  unbestimmten  Analytik 
zeigt,  daher  sowohl  für  Lehrer  als  auch  für  mathematische  For- 
scher von  Interesse  seio  dürfte.  Zur  Ueberarbeitung  und  Heraus- 
gabe bewegen  den  Verfasser  ähnliche  in  diesem  Archiv  vor- 
kommende Aufsätze. 
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§•  I- 

Welche  ebenen  gradlinigen  Figuren  kann  man  rational  ueiinen! 

Dreiecke,  deren  Seiten,  Fläche  und  sämmtliche  einfache 
Winkelfunktionen  rationale  Zahlen  sind,  können  füglich  auch  ra- 
tional heissen.  Bei  rationalen  Vier-  und  Mehrecken  kann  diese 
Eigenschaft  auch  den  Diagonalen  zugesprochen  werden.  Sind 
die  Seiten  einer  Figur  gebrochene  oder  gemischte  Zahlen,  so 
können  sie  in  Bruche  mit  einem  gemeinschaftlichen  Nenner  ver- 
wandelt werden;  eben  so  kann  der  grosste  gemeinsame  Theiler 
aller  Geraden  für  ihr  gemeinschaftliches  Mass  angesehen  werden. 
Desshaib  kann  uns,  wie  diess  für  den  praktischen  Gebrauch  am 
zweckmäßigsten  ist,  als  Regel  gelten,  dass  die  Seiten  und  Dia- 
gonalen bei  rationalen  Figuren  ganze  Zahlen  und  theil fremd  sind, 
so  dass  z.  13.  ein  Dreieck  (\)  mit  deo  Seiten  Ii,  3*,  4J  durch  das 
Symbol  A(20,  5l>  65),  oder  A(60,  «0,  100)  kürzer  durch  A(3,  4,  5) 
dargestellt  werden  kann.  In  Folge  dessen  stellt  A(o>  b,  <0  &Hc 
ähnlichen  Dreiecke  vor,  deren  Seiten  sich  zu  einander  wie  a:6:c 
verhalten,  wobei  a,  b,  e  die  kleinsten  ganzen  Zahlen  sind. 

Sollte  dieses  Dreieck  in  ein  anderes,  dessen  erste  Seite  p  wäre, 
verwandelt  werden,  so  bat  man  die  Längen  a,  b,  c  blos  mit  ^ 
zu  multipliziren. 

§.  2. 

Berechnung  schiefwinkliger  Dreiecke  aus  rechtwinkligen. 

Hat  man  die  zwei  rechtwinkligen  A(fl»  b,  c),  \  (ct,  ß,  y),  wobei 
c  und  y  die  Hypotenusen  sind,  und  ist  p  das  kleinste  gemein- 
schaftliche Vielfache  von  a,  et,  multiplicirt  man  dann  die  Seiten 

der  gegebenen  Dreiecke  beziehungsw  eise  mit  m  =  — ,   {*  =  -,  so 

"gibt  sich  &(p,  bin,  cm),  A(/>,  ßf>*  7f0-  nun  die  Seiten 
P*  bm  und  p9  ß(i  rechte  Winkel  einschliessen,  so  kann  man  die 
gleichen  Längen  p  an  einander  legen,  wo  sie  zur  Höhe  eines 
ueoen  Dreieckes  werden,  den  Seheitel  schltessen  die  Hypotenusen 
Cf".  ein,  und  die  Basis  ist  entweder  die  Summe  oder  Differenz 
au«  den  zwei  andern  Katheten  bm.  ßp,  je  nachdem  man  die  zwei 
rechtwinkligen  Dreicke  riehen  einander  oder  in  einander  legt,  wie 
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diess  Fig.  I.,  wo  Aß  =  p,  HC=bm,  AC=cm,  BD-BE~ß^ 
AD  —  AE=zym  ist,  verdeutlicht.  Man  gelangt  somit  zu  den  schief- 
winkligen \ACD  und  &  ACE,  nämlich 

yp,  um  +  jfy),  A(cw,  y/*,  dt  &>«  +  &*), 

von  denen  das  zweite  im  Allgemeinen  stumpfwinklig  ist.  Wird 
auf  diese  Weise  hei  Versetzung  der  Katheten  jedes  der  recht- 
winkligen A(3,  4,  5),  ^(5,  12,  13)  zuerst  mit  sich  selbst,  und 
dann  mit  dem  andern  verglichen,  so  gelangt  man  im  Ganzen  zu 
14  neuen  rationalen  Dreiecken,  nämlich  A(5,  5,  8),  A(?»  15,  20), 
A(5,  5,  6),  A(I3,  13,  24),  A(65,  119,  156),  A(">,  13,  13), 
A(25,  39,  56),  A(16,  25,  39),  A(l'*,  20,  21),  A(".  13,  20), 
A(25,  52,  63),  A(-5,  33,  52),  AO'*,  14,  15),  A(4,  13,  15). 
Die  umgekehrte  Aufgabe,  d.  i.  Bestimmung  rechtwinkliger  Dreiecke 
aus  schiefwinkligen,  kommt  weiter  unten  im  §.  5.  vor. 


§.  3. 

Wovon  hängt  die  Rationalität  eines  Dreieckes  ab! 

Sind  A,  Bt  C  die  den  Seiten  o,  b,  c  gegenüberliegenden 

Winkel,  so  hat  man  in   Folge  des  Ca  r  not 'sehen  Lehrsatzes 
^2  _|_  ci  ni 

cos  A  =  -jj^  .  Es  sind  daher  die  Kosinase,  somit  auch  die 

Sekanten,  in  allen  Dreiecken  rational,  deren  Seiten  im  rationalen 
Verhältnisse  zu  einander  stehen. 

Weil  ferner  die  Fläche  F  =z  %bc$\nAt  so  hängt  die  Rationa- 
lität der  Sinuse,  daher  auch  der  Tangeuten,  Kotangenten  und 
Kosekanteu  der  Winkel,  blos  von  der  Rationalität  der  Fläche  oder 
einer  dieser  Winkelfunktionen  ab. 

Wie  bekannt  ist 

F=  V[s(s-a)(s-b)(s-c)], 

wobei  s  =  l  (a  -\  b  \-c)  bedeutet.  Die  Hauptbedingung  der  Ratio- 
nalität von  Dreiecken  wird  daher  darin  bestehen,  die  Seiten  a,  b, 
c  so  zu  ermitteln,  dass  das  Produkt  s(s — a)(s  —  b)(s — c)  ein  voll- 
ständiges Quadrat,  nämlich  F2  werde. 

■ 

F 

Anmerkung.    Die  Gleichung  tg  \A  =  jr^-^;  sagt  aus,  dass 

in  rationalen  Dreiecken  die  Tangenten  somit  auch  die  Kotangenten 
der  halben  Winkel  rational  sind. 
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5.  4. 

Rechnung^  ortheile. 

a)  Was  die  Fläche  F=  V[s(x-a)(x  —  6)(x  -c)]  anbelangt, 
zerlege  man  x,  x —  ay  s  —  b,  s  —  c  in  Primfaktoren ,  ziehe  die  Po- 
tenzen gleicher  Wurzeln  zusammen,  und  halbire  ihre  Exponenten. 
So  gibt  z.  6.  A(15,  U2,  113), 

x  =  120, 

daher 

F=  V(120x  105x8x7) 

=  V(23.3.5x3.5.7x23x7)  =  V(26.32.52.72)  =  2».3.5.7, 

d.  i.  F  =  840. 

Um  hicbei  der  Faktorenzerlegung  zu  entgehen,  kann  man  aus 
jedem  quadratischen  Faktor  die  Wurzel  ziehen,  und  quadratische 
oder  paarweise  vorkommende  Faktorentheiler  hervorheben.  So  gibt 
A(40,  85,  117), 

x  =  121, 

F  =  V(121x81x36x4)  =  11x9x6x2=  1188, 
und  A  (50,  69,  73) 

bei    x  =  96, 

F  =  V  (96  x  46  x27x  23)  =  23  x  3x  3x  8  =  1656. 
96,      %  27, 
32,     2,  9. 

Die  Sinuse  ganzer  und  Tangenten  halber  Winkel  ergeben  sich  aus 

sin/i=     jj,       sm/?  =     --,  sinC= 

F  F  F 

* *        x(x  — a)     s  5(5  —  6)      62       s(x  —  c) 

TW 

Ist  bei  einem  Winkel  sint>  =  -,  so  hat  man 

n 

4- V  (71  -f  in)  n — 711) 
cos©  =  =  m  — , 

ivo  das  untere  Zeichen  bei  stumpfen  Winkeln  zu  nehmen  ist,  und 
die  Rechnung  wie  bei  F  vorgenommen  werden  kann. 
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b)  Oft  ist  es  jedoch  nicht  nuthig  die  Fläche  zu  kennen;  dann 
man  die  Tangenten  der  halben  Winkel 


wobei  man  sich  nach  vorgenommener  Kürzung  der  obigen  Vor- 
theile bedienen  kann.   So  folgt  aus  A(9,  65»  70)  bei  s  =  72 

**M  =  \  72^63  =  18'    ,g*Ä  =  V  72^7  =  2' 

tgic=y  7T><-2=4- 

Ist  c  die  grosste  Seite,  so  gibt  tg£C<l  ein  spitz-,  tgJC=l 
ein  recht-  und  tg|C>  1  ein  stumpfwinkliges  Dreieck  an. 

_  y/i 
Hat  man  dann  Oberhaupt  tg£t>  ==  — ,  so  ergibt  sich 

8l„p  =  ^-+_,    cos*  =  2,   tgt>  =  ^-t, 

u.  s.  \v. 


§.  5. 

Zerlegung  schiefwinkliger  Dreiecke  in  rechtwinklige. 

Durch  Perpendikelfällung  entstehen  aus  jedem  schiefwinkligen 
Dreiecke  sechs  rechtwinklige,  von  denen  aber  je  zwei,  die  einen 
der  Winkel  A,  ß,  C  mit  einander  gleich  haben,  ähnlich  sind,  so 
dass  jedes  solche  Dreieck  zu  drei  und  ist  es  gleichschenklig  zu 
zwei  rechtwinkligen  fuhrt.  Von  diesen  Dreieken  hat  jenes,  das 
die  Seite  6  und  den  Winkel  A  enthält,  den  Werth  A (6  sin  4 
äcos A,  b),  so  dass  es  nach  §.  1.  in  cos ^4,  1)  übergeht. 

Die  andern  zwei  Dreiecke  sind  dem  zufolge  &(smB,  cosB,  1), 

A(sinC\  cosC,  1).   Hat  einer  dieser  Sinuse  die  Gestalt  -,  so 

w 

ist  V^(n— m)  (?i+m),  n)  das  ihm  zugehörige  rechtwinklige 

Dreieck.    Aus  A(I7,  25,  28)  erhält  man  z.  ß.: 
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somit 


.    Ä     3  D     15       ,  84 

sin^  =  g,    sin/?  =  j^,    sin  6  =  ^ 


oöd  A(3,  4,  5),  A(15,  8,  17),  A(84,  13,  85)  sind  die  zugehörigen 
Ausdrucke. 

Verbindet  man  hiemit  das  im  §.2.  angeführte  Verfahren,  so 
gelangt  man  leicht  zu  vielen  rationalen  Dreiecken.  Handelt  es 
sich  aber  darum,  alle  rationalen  Dreiecke  innerhalb  gewisser 
Gränzen  aufzusuchen,  so  ist  diese  Methode  doch  unzureichend, 
da  einmal  viele  unbrauchbare  Dreiecke  gefunden  werden,  andere 
erscheinen  wieder  mehrmals  als  Resultat,  und  man  ist  überdiess 
nicht  sicher,  der  Forderung  vollständig  Genüge  geleistet  zu  haben. 


•  6. 

Aufgaben  für  niedere  Klassen. 

Aus  den  Seiten  eines  gegebenen  rationalen  Dreieckes  be- 
rechne man 

a)  die  Fläche  F  nach  §.  4. ; 

2F  2F  <lb 

b)  die  drei  Hohen  — ,  -r~,  —  ; 

a     o  c 

c)  den  Halbmesser  des  umschriebenen  nnd  eingeschriebenen 

abc  F 
Kreises,  nämlich  ri,  und  — ,  so  wie 

d)  die  Halbmesser  der  drei  äusseren  Berührungskreise,  näm- 

F        F  F 

lieh   ,   j,   . 

s  —  a     t—b'   $  —  c 

e)  Man  bestimme  ferner  die  Qualität  der  Winkel  und 

f)  gebe  die  rechtwinkligen  Dreiecke  an,  in  welche  ein  gege- 
benes schiefwinkliges  Dreieck  zerfällt. 

g)  Ist  das  gegebene  Dreieck  rechtwinklig,  so  formire  man  aus 
demselben  durch  Umlegung  zwei  gleichschenklige  Dreiecke, 
und  durch  Perpendikelfällung  zwei  neue  rechtwinklige. 
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Eigenschaft  der  Seiten  bei  rationalen  Dreiecken. 

* 

Ein  nicht  unwichtiger  Umstand  bei  rationalen  Dreiecken  ist 
der,  dass  ihre  Seitensumme  stets  eine  paare  Zahl  ist,  in  Folge 
dessen  dann  5  eine  ganze,  und  von  den  Seiten  «,  b,  c  eine  gerade 
und  zwei  ungerade  Zahlen  sein  müssen,  vorausgesetzt,  dass  <z,  6, 
c  theilfremd,  also  nicht  zugleich  paar  sind.  Wäre  nämlich 
2j  =  a  +  6  -|- c  eine  unpaare  Zahl,  so  sind  nur  zwei  Fälle  möglich: 
entweder  hat  man 

a  =  2a+I,    b  =  'Iß  {  1,    c  =  2y  +  l 

oder 

a  =  2«,        b  =  2ß,        c  =  2y+l. 

Was  den  ersten  Fall  anbelangt,  wo  daher  alle  drei  Seiten  unge- 
rade sind,  so  hat  man 

und 

F*  =  (« \ß+y  +  J)(-a  +  jJ  f  7 4  J)(«-/J  +  y  +  -f  « 

oder 

10F2=(2«+2^+2y+3)(-<2ai2|3+2y  |  ))(2a-2jH2y+l)(2a+2/3-2y-H). 

Wird  nun  2a  +  2/3  +  2y  =?  2A,  (rnod.  4.)  gesetzt,  wo  A  =  0  oder 
1  bedeutet,  je  nachdem  ct  +  ß  +  y  paar  oder  unpaar  sein  dürfte, 
und  stellen  G,  H,  Jy  K  nach  einander  die  Faktoren  des  rechten 
Gliedes  hei  lü'F2  vor,  so  erhält  man 

G—2A  +  3,  //~Jee  A—2A+ l,  (mod.  4.); 
indem  z.  B.  heim  Model  4., 

H  =  _  2«  +  2j3  |-  2y  i  1  ==2A-4«  f  1  =2A  +  I. 
Hieraus  folgt 

JrV=(2A  +  1)2=4A*i  4^+  1  =  1, 

dann 

HJK=2k  \  1 ,    GHJK=(2k  +  3)(2A  +  J)==4A*  +  8A  +  3=3, 
somit  auch 

16F*  =  (4F)»=3,  (mod.  4). 
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Das  Quadrat  der  ganzen  Zahl  4F  kann  aber  beim  Model  4 
nur  0  oder  1  nie  aber  3  zum  Reste  geben ;  es  ist  sonach  die  An- 
nahme, dass  a,  b,  c  zugleich  unpaar  wären,  unstatthaft. 

Dasselbe  ereignet  sich  auch  im  zweiten  Falle,  wo  der  Beweis 
denselben  Gang  befolgt. 

Daraus  ergibt  sich,  dass  in  rationalen  Dreiecken  nicht  nur 
die  halbe  Seitensumme,  sondern  auch  die  Fläche  eine  ganze  Zahl  ist. 


fr  8. 

Algebraische  Bestimmung  der  Selten. 

Setzt  man  Hie  dritte  Seite  eines  rationalen  Dreieckes  c  =  A  +  wi, 
so  erhält  man  wegen  a  +  6>c  — 6+w  auch  a>  m.    Ferner  ist  die 

a  -f-  //i 

ganze  Zahl   s  =  b  -\         ,  somit       mit  in  zugleich  paar  oder 

unpaar,  und  es  kann  -2«  gesetzt  werden,  woraus  dann 

i  =  a  -f  b  —  n  hervorgeht.  Darnach  findet  man  aus  der  Flächen- 
gleichung in  §.  4.  wegen  s  —  c  =  n 

F*  =  (a  +  b  —  n)  (b  —  n)  (a  —  n)  n. 

Soll  nun  diese  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  lösbar  sein,  so 
müssen  je  zwei  Faktoren  nach  Auslassung  der  vollständigen 
Quadrate  dasselbe  Produkt  geben,  das  in  den  andern  zwei  Fak- 
toren nach  derselben  Auslassung  vorkommt.    Es  ist  sonach 


(a  -f  6  —  n)  (b  —  n)  _    {a  —  n)  n 

oder  wegen 


y2         "  * 


v2 

i/i  =  a  —  2»,    b*  +  bin  —  (a  —  n)n  =  (a  —  n) n 

Dieser  Ausdruck  führt  4mal  genommen  nicksichtlich  der  aus 
obigen  Sätzen  resultirendcn  Gleichung  <i(u  —  n)  n  -f  m'A  =  «2  zu 


+  w)*  =  4  (a + 

* 

(«  —  w) » 


voraus  man  dann  bei  x  —  '2b+m    und    ü  --=  4 

erhält,  wobei  dem  Obigen  nach  ?*  den  quadratischen  Tbeiier  von 
{o—n)n  bedeutet. 
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Jedes  der  letzten  Gleichung  genögende  x  gibt 
6  =  m),     c  =  \{x-\-m) 


bei  m=a — 2it.  Unbrauchbar  ist  hier  der  Werth  von  x  =  er, 
weil  er  6  =  n  und         0  liefert;  dasselbe  geschieht  bei  n  =  0. 

Von  besonderer  Bedeutung  sind  hier  die  zwei  nachstehenden 


a)  Soll  D  ein  Quadrat,  demnach  =  4  sein,  so  muss  wegen 
(a — »)n=z*  d.i.  a«  =  «*-fz2  die  Seite  a  als  ein  Theiler  der 
Summe  zweier  Quadrate,  wie  die  unbestimmte  Analytik  lehrt, 
auch  diese  quadratische  Form  haben,  d.  i.  a  =  a2-f  ß2  sein,  wobei 
dann  n  =  efl  der  obigen  Gleichung  genügt,  da  n  =  ß*  dasselbe 
Resultat  liefert. 

Die  Gleichung  x1  —  iy2,  —  a2  gibt  wegen  (x  —  2y)  (x  -f  2y)  =  a* 
so  viele  Losungen,  als  es  Arten  gibt,  wie  «a  in  zwei  von  ein- 
ander verschiedene  Faktoren  zerfällt.    Bei  a  =  5  ist  z.B. 


a  =  n=l,  «i=3,  0r-2y)(*  + 230=25,  *-2y=I,  2^=25, 


und  40,  41). 

b)  Ist  hingegen  D  kein  Quadrat,  so  erhält  man  nach  der 
Theorie  der  unbestimmten  Gleichungen  von  obiger  Gestalt  aus 
einem  Werthepaare  der  Unbekannten  d.  i.  etwa  aus  g,  h  für  xf 
um  das  es  sich  hier  blos  handelt,  den  Ausdruck  x  =  g<p  -f  hOty, 
wo  p,  Zahlen  sind,  die  der  Gleichung  <p*—  Z)ip=  1  genügen, 
und  sich  aus  (fi  +  v V/))"  =  <p  +yVD  dadurch  ergeben,  dass 
der  rationale  Theil  vom  irrationalen  getrennt  wird,  wobei  p,  v 
die  nach  1,  0  zunächst  höheren  Werthe  von  q>,  t|>  darstellen.  Für 
t/;  sind  übrigens  auch  negative  Werthe  zulässig,  und  t>  bedeutet 
eine  ganze  positive  Zahl. 


Fälle: 


5  =  la  +  2* 


also 


29  17  41 

—  4»   b  —  8>   c  ~  8 
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Beispiel. 


a  —  5,  n  =  2  gibt  tn  =  1  und  ara —  24y2=25;  ferner  findet 
man  g  =  7,  A  =  1 ,  fi  =  5,  v=l  also  ^=7^  +  24^  und 
(5  +  V24)"  =  <p  +  if;  1/24. 


Hieraus  folgt  weiter  bei 


=  0; 

9=1. 

V  = 

0, 

a:  = 

7, 

A(5,  3,  4), 

v 

=  1; 

9=  5, 

1, 

x  = 

11, 

A(5,  5,  6), 

V 

=  1; 

9>  =  5» 

1, 

x  — 

59, 

A(5,  29,  30), 

V 

=  2; 

o>  =  49, 

^  =  - 

10, 

x  = 

103, 

A(5,  51,  52), 

V 

=  2; 

g>  =  49, 

10, 

x  =? 

583, 

A(5,  291,  292) u.s 

Mittelst  dieser  Methode  kann  man  zu  einem  gegebenen  a, 
falls  nach  einander  n  =  1,  2,  3,... <£a  genommen  wird,  alle 
Werthe  von  6,  c,  die  gewisse  Gränzen  nicht  übersteigen,  be- 
stimmen. Bei  etwas  grosseren  a  macht  jedoch  die  Lösung  von 
ar*  —  Dy*  =  o*  immer  ziemliche  Schwierigkeiten. 


Eine  bedeutende  Menge  rationaler  Dreiecke  kann  man  auf 
folgende  Art  leicht  finden:  Ist 


§.  9. 


Berechnung  der  Selten  aus  den  Winkeln. 


also 


8inA  = 


2tu 

f»  +  t*** 


cos  A 


dann 


u'*-t'* 


sinC=  s.n(^  +  /?)=((,  +  t4l)(<,a+t<,9)  -f  7 


2<V  («*-<*) 
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d.  i. 

.  2  (im' -  ft  W -H'n) 

Mittelst  des  Sinussatzes  gelangt  man  zu 

somit 

—    2fa      •  ^  a(uu'  —  ttt)  (tu'  +  t'n) 

rt:c-^  +  M*:s,nC>    C-        *a(i'2  +  u'2) 

Um  als  Seiten  relative  Primzahlen  zu  erhalten,  setze  man 

crJfe  =  fif(fa+M'»),  \ 
dann  ist  >    •  .  1) 

6£  =  «'Ii'  (l2  +  w2),        =  (im' -  «')  (*«'  +  tu)  ) 

So  folgt  aus  t  =  3,  m  =  4,  <'  =  2,  w'  =  3 

ah  =  12x13,    6/*  =  6x25,  cA=6xI7 

und  bei  Jfc  =  6  hat  man  A(*26,  25,  17)  =  4(17,  25,  26). 

Rechtwinklige  Dreiecke  ergeben  sich  aus  =  1,  wo  bei 
k  =  1,  a  =  2te,  6  =  <2  +      c  =  «*— t2,  also 

■ 

■ 

A(«2—       2<m,   <2  +  «2)  2) 

Gleichschenklige  Dreiecke  erhält  man  hei  u'=zu  ans 

«A:=:<M(/2  +  n2)  =  6A%  c£  =  2*w  (t*2—  *2),  wo  k  =  iu,  im  Ausdrucke 

A  V2  +  w2,   <»  +  «2,   2  (m2— <2)).  3) 

Der  Umstand,  dass  manchmal  c  "^T  0  erscheint,  "rührt,  wie 

diess  bei  Null  und  negativen  Grössen  meistenteils  geschieht, 
von  überschrittenen  Positionsbedingungen  her;  denn  bei  sonst 
positiven  Werthen  von  t,  u,  t',  u*  soll  wegen  sin  C^>  0  auch 
titt'— «'>0,  d.  i.  tm'>  «'  sein. 

Frage.  Wie  gelangt  man  von  den  Gleichungen  1)  »u 
tgi(<4  +  B):tgi(^-Jß)  =  (a+6):(a~6)? 

Mittelst  der  eben  angeführten  Sätze  lassen  sich  alle  im  Dreiecke 
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vorkommenden  Grössen  als  Funktionen  von  lu,  t'u',  k  darstellen. 
So  erhalt  man  aus  F  =\ab»\x\C  die  Formel 

Fk*  =  tut'u'(tu'  \  t'u)  (un'-  1t% 

dann 

sk  =  uu'(tu'  f  t'u),         (s  -  u)k  =  t'n(uu'  -  W), 
(s-6)k  =  tu'  (uu'  —  W),         (s  -  c)  k  =  W  (tu'  +  t'u) , 

tg  *  6  —  t U'  +        •  COS  L  -        (f2  +  M2)(^  +  M/2)  • 

u.  s.  w. 

Man  löse  darnach  die  im  §.  6.  vorkommenden  Aufgaben  im 
Allgemeinen  auf,  und  wende  die  Formeln  auf  einen  speciellen 
Fall  an! 


§.  10. 

Beziehungen  zwischen  den  Winkelfunktionen. 

Setzt  man  der  Cebersicht  wegen  nicht  nur 


sondern  auch 


«o  erhält  man  wegen 


<      u'u"-t't"    i'  __un"  —  tt"    t"  _  uu'-tl' 
u  —  t  u"  +  t'u'9  n'  ~  S?r+  <V  n"  ~"  *«'  -H'w ' 


.  .4) 


*o  die  zweite  und  dritte  Gleichung  ans  der  vorhergehenden  durch 
höhere  Streichung  entsteht.  Heissen  p,  p' ,  p"  die  grössten 
Zahlen,  wodurch  sich  die  Brüche  in  4)  beziehungsweise  kfirzen 
lassen  (die  Kurzer),  so  erhalten  wir 

tp  =  u'u"  —  t'f,  t'p'  =  uu"  -  «" ,  t"p"  =  uu'  —  W  \ 
«P  =  fV'  +  lV,     u'p' =z  tu"  +  t'u,    u"p"  ^  tu'  \  t'u.) 

Di*  Quadratsummen  hievon  geben 
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und  aus  dem  Produkte  dieser  Gleichungen  folgt 

d.  I. 

Pp'  =  r*  +  ti"»    /?/>"=    +        ;>'*»"=<* +  w«,    .  .6) 
woraus  man  dann 

pp'p»  =  V  [(*»  + 1£»)  (<*  +  u*)(t*  +  *"»)] 

und 

p  ~\     (*"*+""*)    •  /; 

erhalt.  Setzt  man  aus  5),  6)  die  bezuglichen  Werthe  in  die  Glei- 
chung 1),  so  findet  man 

ak  =  tupp",    bk  =  t'u'p'p",   ck  =  t'u"p"* 

Sind,  wie  gewöhnlich,  a,  b,  c  theilfremd,  dann  kann  man 

k  —  lp"  8) 

nehmen,  und  es  ist 

al=tup,   bl^t'u'p',    cl=zt'u"p",  9) 

wo  /  das  grosste  gemeinschaftliche  Mass  der  Produkte  tu,  <V, 
t'u"  angibt,  wenn  p,  p1,  p"  relativ  prim  sind 

Durch  Substitution  dieser  neuen  Grössen  in  die  Ausdrücke 
des  §.  9.  gelangt  man  zu  vielen  interessanten  Formeln,  wie 

*/  =  taiV\   (*-a)/=n<Y',   0r-6)/  =  rVl", 

(,-c)/=«V,   FP  =  tt'l!'uu*u",   Fl  =  *tt*f  u.  e.  w. 

1.  Anmerkung.  Bei  Angabe  von  Grossengattungen,  die  in 
dieser  Abhandlung  oft  vorkommen,  kann  man  Kurze  wegen  die 
Zahlen  einklammern,  und  die  Bedeutung  der  ersten  vorsetzet). 
So  ist  z.  B.  bei  rechtwinkligen  Dreiecken  nach  2) 


und  bei  gleichschenkligen  Dreiecken  nnch  3) 
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%  Anmerkung.  Die  Abhandlung  des  Herrn  Ligowski, 
Bd.  XLVI.,  S.  503.  dieses  Archivs,  stimmt  mit  diesen  Unter- 
suchungen überein,  falls  daselbst 

x  =  j  =  cot\A,   y  =  £=coH#,    z  =  ^>=cot$C,    g  =  -ftl 

gesetzt,  und  jede  der  Linien  a,  6,  c,  S,  S — a  u.  s.  w.  u.  s.  w. 
^^mal  genommen  wird.  Aus 

xyz  =  x  +  y  +  s 

folgt  dann 

uu4u"  _  u 

w<"  -  <  +  <'  +  t" ' 

welches  Resultat  auch  diese  Theorie  liefert. 


Relation  iwischen  den  Käriern  nnd  den  Tangenten  halber  Winkel. 

Da  nach  Gleichung  6)  die  Kürzer  p,  p1,  p"  in  Summen  aus 
zwei  Quadraten  aufgeben,  so  müssen  sie,  wie  bekannt,  selbst 
solche  Summen  sein;  man  kann  daher 

p  =  k*  +  p*9   p»  =  iL'*  +  n'*,   p"  =  X"*  -f         .  .  10) 

setzen,  und  die  neuen  («rossen  XX' X" jEift'f*"  Vermittler  nennen, 
weil  sie  den  Uebergang  zur  analytischen  Behandlung  der  ratio- 
nalen Dreiecke  vermitteln.  Aus  diesen  Vermittlern  findet  man  die 
Tangenten  der  halben  Winkel  durch  die  Gleichungen 

Von  der  ZulSssigkeit  dieser  Setzungen  kann  man  sich  durch 
Substitution  der  hier  in  10),  11)  vorkommenden  Werthe  in  die 
Gleichungen  4),  5),  überzeugen. 

t  X 
Man  kann  zwar  die  Grossen  -  auf  mehrfache  Art  aus  - 

bestimmen;  die  angeführten  Gleichungen  haben  aber  vor  andern 
Methoden,  die  doch  schlüsslich  zu  demselben  Ziele  führen,  das 
voraus,  dass  sie  bei  gehöriger  Zeichenbestimmung  der  Vermittler 
sämmtlich  positive  Werthe  von  tu  liefern,  und  die  höhere  Strei- 
chung zulassen;  weshalb  diese  trinären  Ausdrücke  auch  symme- 
trisch verrückt  werden  können;  d.  h.  erhält  man 

Theil  LT.  U 


Digitized  by  GooqIc 


210  Simerhn;  Die  rtiMonaten  Dreiecke. 

/t  t'  t\  fl     V_  i"\ 

U'  t?'  iPJ  aUS  Vfi*    f*"  f*'7* 

so  ergibt  sich 

/('  t"  <\  r  AN 

(,«<■  ^M  «/ aus      ?"  ^* 

Sollen  nur  zwei  von  den  Brüchen  -  versetzt  werden,  so  sind 

u 

X 

ausser  der  Versetzung  ihrer  bezüglichen  -   noch   alle  X  oder  p 
negativ  zu  nehmen,  wie  diess  nach  Gleichung  11)  aus 
/  X        X"        X1  \         ft     f  V\ 

gibt,  hervorgeht 

Sind  die  Vermittler  a  priori  gegeben,  so  liefern  sie  gewöhn- 
lich mehrere  t  oder  u  negativ;  wollen  wir  sie  positiv  haben,  so 
gelangen  wir  dazu  durch  gehörige  Umstürzung  uud  Zeicbenände- 
rung.    Dazu  dienen,  wenn  wie  vorausgesetzt 

/t   v   r\      (X   v  r\ 

\u>    u»    ri'J  a°8  Vft*    I*"  f*"/ 
berechnet  ist,  die  Ausdrücke 

V— M»  -.„'»  — -  v 
^  „>    /'  '  _r/       V.  x  ' 

Geht  man  einige  Beispiele  dnreh ,  so  wird  mau  sich  über- 
zeugen, dass  man  mit  diesen  Schemen  bei  gehöriger  Verröckung 
oder  Versetzung  ausreicht;  sonst  miisste  hiezu  eine  eigene  Ta- 
belle verfasst  werden.  Die  Richtigkeit  von  «),  ß),  y)  erhellet 
aus  11). 

Die  Anwendung  hievon  mögen  zwei  Beispiele  erläutern: 
a)  Aus 


— 1' 

r  x 

.   .  a) 

ff  • 

-f»V' 

K" 

k"  y 

■  .« 

X> 
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Nach  «)  macht  man  den  Zähler  im  ersten  Bruche  bei  ^  po- 
sitiv und  die  zwei  andern  werden  umgestürzt;  bei  -  wird  der 

erste  Bruch  umgestürzt,  die  andern  nicht,  aber  beim  zweiten  wird 
der  Zähler  und  beim  dritten  der  Nenner  negativ  gemacht,  «o  ist 

t/l\        3       -2\      .  A/2    —I       1  \ 

Nach  /5)  werden  alle  u  positiv,  wenn  die  -  umgestürzt  wer- 
den;  das  gibt 

<  /21     3     --2\     A/l      4      —  5\ 
ü\  1  '    11'    9  7'    A^'   =T     I  / 


 2 

Um  hier  noch  -g-  positiv  zu  machen,  wozu  «)  dient,  muss  man 
die  Ausdrucke  noch  verrücken,  sie  erhalten  dann  die  Gestalt 

t  /-2  21  3\     A  /— 5  l  4  \ 

7iV  9  '  1 '  U/'    A  1  *  2*  -IA 

was  in 

t/2  1  U\     X/J_  -J  4\ 

«Vö'  2r  37'  f*\-ß'   2  »  iy 

ubergeht. 


gibt 


nach  a)  ist 


*/_9      -7  -9\ 


</9     —9    _2\     A/2    — 1  JS\ 
ÜVI9'  IT?'   3T9/    ^Vr     4  '  -1/ 

Dann  gibt  y) 

*/9      7      -9\      AA-J    ^1  5\ 
«W  ~\ 'V   T/     A  2  '     4  '  -1/' 

so  wie  auch 

f/9    9  2\  A  / — 2    -1    _5\  _  A /2   J_  -5\ 

iViy  7'  5/  A=r  t-  -i^-fiVv  -4'  1  / 


14 
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Weil  die  Ausdrucke 

fl  X'  A"\  f-p  -p'  -ti"\  (  p      u'      p"  \ 

V?         vT'  ~ä*~'  a"  /  y-k1  -a'1  -a"/ 

/— a  ~v  -r\ 
W  =i?  -/V 

nach  11)  dieselben  Werfhe  von  -  mit  denselben  Vorzeichen  ge- 
ben, so  lassen  sich  die  sechs  Vermittler  so  einrichten,  dass  unter 
ihnen  blos  zwei  negativ  vorkommen. 

§.  12. 

Bestimmung  der  Vermittler  aus  deu  Tangenten  der  halben  Winkel. 

a)  Zu  diesem  Zwecke  berechnet  man  zuerst  nach  Gleichung 
6)  oder  7)  die  Kürzer  p,  p1,  p'\  und  es  ergibt  sich  als  Folge 
von  11) 

-      p      •    *   -  p 

\  .  .  .  .  12) 
_  ttfi'-JA'         _     uA'  +  ty.'  \ 
.  ^  ) 

Die  erste  von  diesen  Gleichungen  ist  als  unbestimmt  zu  behan- 
deln; denn  um  A'  zu  finden,  muss  früher  A,  p  ermittelt  werden. 
In  gewöhnlichen  Fällen  ist  ihre  Lösung  nicht  schwer,  da  wegen 
/>  =  Aa  +  fi2  die  Unbekannten  A,  p  nur  ein  oder  einige  wenige 
Werthepaare  haben. 

Was  schwierige  Fälle  anbelangt,  möge  den  Vorgang  nach- 
stehendes Beispiel  beleuchten:  Wäre 

*/_8  JH  477 \ 
MV314'     312'     98 ) 

gegeben,  so  hat  man  nach  Gleichung  6) 

p'p"  =  98605,  pp"  =  101065,  pp'  =  237133. 

Hieraus  findet  man  p  =  493  als  das  grösste  gemeinschaftliche 
Mass  von  101065,  237133;  dann  ist  />(493,  481,  205).  Nun  soll 
u"fi—t"l  durch  493  theilbar  sein,  man  hat  daher 

98f*-477A  =  0,  (Mod.  493), 

d.  i. 

98^  =  477  A,   98ft==-16A,   49fi==  — 8A. 
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Der  letzten  Kongruenz  genügen  für  k,  p  beziehungsweise  die 
Werthe  49,  —8.  Diess  können  aber  nicht  die  gesuchten  Grössen 
sein,  da  die  Summe  ihrer  Quadrate  den  Model  493  übersteigt* 
Es  ist  jedoch 

8» +  49*  =  493x5, 

also 

493X5*  =  (49*  +  8*)  (1*  +  2*)  =  (98  +  8)*  +  (49  +  16)*  =  90*  f  65* 
daher 

493  =  18*  +  13*  =  A*  f  p* 

d.  i. 

X  f  18      -  20     6  \ 

Am  öftesteu  kommt  p  =  1  oder  2  vor,  dann  hat  man 
(t   v    r\        ,        1/0    -u"  m'\ 

U  ü;  ?<)>  ^         A~v  -*)% 

W        iV'  (  '  ^  *  }'  AI'  -(*"+*"):  2'    (u'-<'):2 V' 

Eben  so  hat  man  bei  rechtwinkligen  und  gleichschenkligen 
Dreiecken  nach  §.  10. 

(;■  s  ^  ><*+"•■  "+"'•  "•  ffr"  ?  =i) 

b)  Wollte  man  die  Vermittler  positiv  haben,  so  dienen  dazu 
ähnliche  Regeln  wie  im  vorigen  Paragraph  bei  den  Tangenten 
halber  Winkel;  es  gibt  nämlich 

\V     P     Y'J        \-u      -t/  -u"J 

und 
falls 

G 

entstanden  ist. 
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Iii  praktischer  Hinsicht  ist  das  Positivmachen  der  Vermittler 
ohne  Bedeutung;  in  theoretischer  Beziehung  folgt  jedoch  daraus 
dass  drei  Vermittlerpaare,  wie  immer  umgestürzt  und  bezeichnet, 
nicht  mehr  als  vier  rationale  Dreiecke  geben,  die  aus 

resultiren,  da  sich  jede  andere  Komplexion  mittelst  obiger  zwei 
Formeln  auf  eine  von  den  unteren  zwei  Gestalten  zurückführen  lässt. 

§.  13. 

Koordinaten  der  Scheitel  rationaler  Dreiecke. 

Aus  den  Gleichungen  Jl)  ergibt  sich 

und  setzt  man 

/7  =  2(^(1,  f'l  =  2*VA  V'>         f'l  =  2f  Vi  V' .  1 

gl  =  tu  (A2  -  <*2) ,   ^/  =  *  V  (A'2-,*'2),   g"l  =  I  V  ( A"2-  ii"*)  J  ) 

so  ist 

w+r  =  a  ^+^+^  =  0,  i5) 

wie  auch 

(P  +  9*)tl  =  <*«2(A4  +2AV*+**4)  =  «««•(AHf*4)*  =  <V/>9  =  <W 
(nach  Gleichung  10)  und  9)),  daher 

«*  =  /*  +  ÄF*.   62  =  /'*  +  g**,   c*  =  /"»  -f  «f*    .  .  16) 
Nimmt  man  in  Fig.  2. 

a  =  BC\    6  =  AL\  cz=AB 

und 

/    =  -  CM  =  -  PP".  g  =  M, 

=     ^M'  =     />/>",  p<  =  CW, 

=  -  AM"  =  -  PP',  g"  -  -  BM 

an,  so  wird  dadurch  den  Gleichungen  15),  16)  Genüge  geleistet, 
und  die  Geraden  OP,  AP  ;  OP\  BP*  \  OP",  Cl*'  stellen  die  recht- 
winkligen  Koordinaten  der  Punkte  Af  B,  C  dar.  Heisseo  uun 
diese  Koordinaten 
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m  =  OP,  m1  =  OP*,  m"  =  OP", 
n  =  AP,    n'  =  n"  =  C7>', 

so  geben  die  vorstehenden  Gleichungen 


.  .  17) 


m*  —m"  =  f9  m"—m  —  /*',  m-m1  —  f'\  \ 
n'  -  n"  =  gt     n"  -»  =  g\      n-  n'  =  g\  J 

was  offenbar  auch  mit  15)  übereinstimmt. 

Hier  haben  wir  sechs  Unbekannte,  und  zu  ihrer  Bestimmung 
nur  vier  Gleichungen,  da  nach  15)  die  Werthe  von  f\  g"  aus 
f,  f  und  g,  g*  hervorgehen.  Klan  kann  daher  zwei  Uubekannte 
z.  B.  m,  9t  beliebig  nehmen,  und  erhält 


im,  m'  =  ro  —  /*",  m"  =  m  +  / ', 
«,       n'  =  »  —  g" ,       u"  =  n  + 


*  J    ...  18) 

Zu  Schulaufgaben  eignen  sich  am  besten  positive  und  so  weit 
es  angeht  kleine  Koordinaten,  und  man  gelangt  z.B.  bei 

A(5,  29.  30),  ?.  r»    J)    ,=  ,2 


tu 


f=-A,  f>  =  -  20,  r=  24, 
ff  =  -3,  21,  y"  =  -  18, 


was  wegen 


m,      ro'  =  m  —  24,      m"  =  m — 20, 
Ii,       n'  =  w  +  18,       «"=  n  +  2I, 
m  =  24,     ro'  =  0,     m"  =  4, 

d.i.    24JÜ,   0)18,  4j21 

ti=    0,       7l'=18,       7l"  =  21, 

gibt. 

Nach  diesen  Grundsätzen  ist  zum  praktischen  Gebrauche  die 
beigefügte  Tabelle  (s.  am  Ende)  berechnet,  worin  alle  rationalen 
Dreiecke  vorkommen,  deren  Seiten  100  nicht  übersteigen. 

Uebrigens  ist  klar,  dass  hier  nicht  nur  die  Abszissen,  sondern 

auch  die  Ordioaten  um  jede  beliebige  Grösse  vermehrt  oder  ver- 

l  f 

mindert  werden  können.   Ist  überdiess  an  den  Grössen  -  und  - 

nichts  gelegen,  so  kann  man  auch  die  Abszissen  mit  den  Ordi- 
uaten  vertauschen,  und  bei  diesen  oder  jenen  die  Zeichen  andern. 
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§  14. 
Folgegätie. 

a)  Zwischen  den  bei  rationalen  Dreiecken  vorkommenden 
Grössen  bestehen  viele,  mitunter  interessante  Beziehungen.  So 
folgt  aus  der  Fläche 

F  =  \(A  P  +  BP*)  PP*  +  l(BP'  -f  CP')  P*P'  -\{AP\  CP")  PP\ 
2F  =  (n  +  «0  (m'  -  m)  +  (n'  +  »")  (/«".-  m')  -  (»  +  «")  (ro"—  w), 

=  -  (»  +  »')  /*'-(»'  +  »")  /"-(»  f  «")/"'  =  <»  +  »0  (/*+  /*') 

-  («'  +  «")/'-  (*  +  n")f'=r(n>  -n")  -f(n"—n)=r9—fg; 
und  bei  höherer  Streichung 

2F  -  /    -  fr'  =        -/V'  =  f9"  -  f"9  19) 
Diess  gibt  nach  Gleichung  15) 

fn  f  /  V  +  /"V  =  -  (gm  +$'m'+  j/'ro")  =  2F;  .  .  20) 
so  wie  auch 

fm  +/•'/«'  +r«"  =  ^+^'+^»w  =  0.  .  .  .21) 

b)  Ist 

die  Gleichung  einer  Geraden  in  der  Ebene,  so  stellt,  wie  bekannt, 
a*  die  Tangente  des  oberhalb  rechts  liegenden  Winkels,  den  die 
gegebene  Gerade  mit  der  Abszissenaxe  bildet,  (des  Richtungs- 
winkels) dar. 

Werden  nun  die  den  Seiten  a,  bt  c  zugehörigen  Richtungs- 
winkel mit  a,  ol1,  a"  bezeichnet,  so  hat  man  in  Fig.  3.  «  =  CA'X, 
«'  =  AB*X,  a"  =  B&X.  Aber  der  Winkel  BC'X  in  Fig.  3.  ist 
=  BAM"  in  Fig.  2.;  man  bat  daher 

« «-  =  .g  Bcx  =  ,g  baw  =  55  =      = £ 

Die  Richtungskonstanten  der  Dreiecksseiten  sind  demnach 

tg«  =  ^,     tg«'  =  ^,     tga"  =  ^,,  .  .  .  .22) 

In  Folge  dessen  haben  alle  zu  a,  6,  c  perpendikulären  Ge- 

f      ft  ff* 

raden  beziehungsweise  die  Richtungskonstanten  —  L,  —      —  — r>. 
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c)  Halbirt  die  Gerade  AE  den  Winkel  A  =  BAC,  ist  daher 

t 

nach  §.  10.  tg  CM£  =  - ,  so  bat  man  wegen 

AEX  =  ^C'JK-  C4£  =  BÜX-  OAE, 

was 

iSALX-  y^-ßcrx  ^  aAE  -\f»     u/  *  \     f  V 
gibt,  nach  Gleichung  14)  in 

ubergebt,  und  wegen  Gleichung  11)  zu 

ly'-MV 
tg  .4£*  =  j^^pp 

fuhrt.  Werden  nun  die  Richtungskonstanten  von  den  Balbiruogs- 
linien  der  inneren  Winkel  A,  B,  C  beziehungsweise  mit  yt 
bezeichnet,  so  bat  man 

ß  _  iy  +  X"p<     ?     V'  +  A'V     ß"     y  +  k'p 

Die  Geraden,  welche  die  äusseren  Dreieckswinkel  balbiren,  stehen 
auf  den  Halbirungslinen  innerer  Winkel  senkrecht;  für  sie  sind 
daher  die  angeführten  Richtungskonstanten  umgestürzt  und  ne- 
gativ zu  nehmen. 


d)  Da 


\%A  =  tg  {BOX—  AB'X')=  {y„  -  jt)  •  ^l  +  JTf' )  —  fifti 
so  hat  man  nach  Gleichung  19) 

2F  2F 

Diess  gibt 

gcotA  =  2F  ' 

»o  wie 


■ 
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g  coiB—f  =  jp  

-  IV 

d.  i. 

g  cot  A  —  g4  cot  B—m  +  ra'f 
so  dass  man  bei  höherer  Streichung  zu 

gcoiA  +  ro  =  #'cottf +  m'  =  £"cotC  +  m" 
gelangt.    Aof  ähnliche  Art  erhält  man  auch 

fcolA  —  n  —f'cuiB—n4  =  /""cotC—  n". 


§  15. 

Bestimmung  der  Geraden  und  Funkte  in  rationalen  Breiecken. 

a)  Was  die  Seiten  «  =  Z?C,  6= /IC,  c  =  AB  anbelangt, 
gelten  für  sie  nach  Gleichung  22)  beziehungsweise  die  Ausdrücke 

#  —  «'  =  ^ C*  —  "''),  V - »"  =  ji (*  — '«")>  y-n=2r,(x- m). 

Hieraus  erhält  mau  bei  y  =  0  die  Längen  von  Segmenten  der 
Abszissenaxe,  und  bei  #  =  ö  jene  der  Ordinatenaxe. 

Seiten,  bei  denen  g  =  0,  *ind  zur  Abszissenaxe,  und  wo 
/"ssO  vorkommt,  zur  Ordinatenaxe  parallel. 

b)  Eben  so  erhält  man  als  Gleichungen  für  die  Senkrechten 

f 

von  A  auf  BC,       y  —  w  =  (a;~-»w), 

„   Z?  „    4C,      ;/-«'  =  — ^>(a  —  mi'), 

Die  Werthe 

x  =  Ml  =  g  cot  i4  +  wi,   y  =  ATt  =  —  /cot  /I  -|  n 

lassen  nach  §.  14.  d)  die  höhere  Streichung  zu,  und  genügen 
desshalb  allen  drei  Gleichungen.  MXi  Nv  sind  demnach  Koor- 
dinaten des  gemeinschaftlichen  Durchschnittspuuktes  der  Dreiecks 
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höhen.    Die  Entfernungen  dieses  Punkte«  von  den  Scheiteln  At 
Bt  C  sind  wegen 

V[(ilfi— m)*  +  (iV|-«)Ä]  =  V^+^oTi« 
beziehungsweise  acotA,  bcotB,  ccot6\ 

c)   Die  Gleichungen   der  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten 
stehenden  Senkrechten  sind 

bei  IJC,      y-i(n'  +  n")  =  -f- 
„   AC>      y  -  i  (»  +  n")  =  -  £  [* -  i  (m  +  m")], 

„    ^ß,      ^  -  4  (n  +  »0  =  -     [*  -  i  (m  f  «')]. 

Für  den  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkt  hat  man  mit  Rück- 
sicht auf  §.  J4.  d) 

M%  =  \{-(j  cot  J  +  in'  +  wi") ,     iV4  =  4  (/"cot  ^  +  ft'  +  w"). 

Diess  mit  den  Werthen  von  iVlt  JS\  in  b)  verglichen  gibt 

Mx  +  2M2  =  m  -f  m'  f  m",     iV,  +  2iV2  =  n  -f  n'  +  w". 

Ferner  findet  mau 

m  -  AT*  =  i  for  cot  A  +  'lm- im'—  mi")  =  4  (g  cot  ^  -  /*'  +  f"), 

ti  —  iV.2  =  4  (-/"cot  ^  +  2n  -  m'  -  m")  =  i  (-  /"cot    - </'  +  tf"). 

Diess  mit  den  Wertheit  von  4F  multiplizirt  gibt  nach  Gleichung 
19)  und  J4)  d) 

iF{m-Mi)=-fr9-99,9"-ftW,-f,9)+r  V'g-ff) 

=  -gM'-tfW  +  rf^-frg'- 

Eben  so  ist 

4f\M-iV2)  =  ffT  +f9'9'--9l(f9',--r9)+9"(fi9--f9t) 
=  ffT-f9'9"+r99'+r99"- 
Die  Summe  der  Quadrate  letzterer  Gleichungen  beträgt 

[  (m-*/2)2  -f  (n  -  Aa)2]  =  (/2  +  W2  +  s'2)  (/"'2  +  9"%) 

somit  ist  die  Entfernung  des  Durchschnittspunktes  von  At  und 
wegen  Zulässigkeit  höherer  Streichung  von  B  und  C 
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Vftw-Af^  +  Cn-iV»)*]  =  abcUF. 

Diess  ist  also  der  Mittelpunkt  des  umschriebeneu  Kreises. 

d)  Die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  Scheitel  mit  den 
Mittelpunkten  der  Gegenseiten  verbinden,  sind 

indem  z.  B.  die  erste  dieser  Linien  durch  die  Punkte  m,  n; 
\(m'  +  m"),        +       geht,  somit  zur  Richtungskonstante 

im'  +  im"  -  m  ~  m'  +  m" — 2m  /*'— 

hat. 

Diese  drei  Linien  schneiden  sich  im  Punkte 

da  diese  Ausdrücke  die  höhere  Streichung  zulassen.  Diess  ist 
bekanntlich  der  Schwerpunkt,  weshalb  auch  die  obigen  Geraden 
die  SchwerlinieD  heissen. 

Für  die  Gerade,  welche  durch  die  Punkte  3itNti  AfftiV2 
geht,  erhält  man  die  Gleichung 

3/coM  +  o'— q"  . 

welcher  auch  die  Werthe  M^,  N3  genügen.  Diese  drei  Punkte 
liegen  daher  in  einer  Geraden,  welche  bei  rechtwinkligen  Dreiecken 
wegen  cotC  =  0  in 

„,    „//  ff    ff  ( „  %nit\ 

y-n  =  (x  —  m  ) 

übergeht,  somit  durch  den  Scheitel  des  rechten  Winkels  und  die 
Mitte  der  Hypotenuse  geht. 

Folgesatz.    Die  Gleichung  der  Geraden  AB  ist  nach  a) 

q" 

y—n  =  jr,  (x—m), 
und  die  Gleichung  ihrer  Schwerlinie 
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die  Kotangente  des  von  beiden  Linien  eingeschlossenen  Winkels 
a  ist  demnach 

-ft'-rg  +  ro'-f'g"9 

wobei  nach  Gleichung  19)  der  Nenner  4F  beträgt  In  Folge  dessen 
hat  man 

4Fcota  =  ff»-.f<f»+gsf'-gY, 
und  bei  höherer  Streichung 

4Fcot«'  =  ff'-ff'  +  gg'-gg», 

so  wie 

4Fcot*" = rr-fr+gy-gg1- 

Aus  der  Summe  dieser  drei  Gleichungen  ergibt  sich 

cot«  -f  cot a1  +  cot a"  =  0. 
Siehe  Band  XLIX.,  S.  115.  und  S.  346  dieses  Archivs. 

e)  Die  Gleichungen  der  Geraden,  welche  die  inneren  Winkel 
Ay  By  C  balbiren,  sind  beziehungsweise  nach  §.  14.  c) 

ß  ß'  ß" 

y—n  =  ^{x—m),  y—n'  =  yy  (x—m4),  y  —  n"  =  j,  (x-m"). 

Um  hier  zu  erfahren,  ob  diese  drei  Geraden  durch  einen  Punkt 
gehen,  setze  man 

y  =  y+7i,      x  =  x'  +  m; 

dann  ist 

ßx* 
9  7 
und  die  zweite  Gleichung  gibt 

& + ff"  =  ff  (.r< + n 

d.  i. 

-  _  v  rv-ff 

*  (Sy'-fJ'y  • 

Es  ist  aber  nach  Gleichung  14)  und  23) 


Digitized  by  Goosle 


iimerta.    Die  rt 


Eben  00  hat  man 


Werden  dah*r  die  Koordinaten  des  gesnehten  Punktes  analoger 
Weise  mit  J/4,  iV4  bezeichnet,  so  ist 

^#4  =  — ~-  +  m,       JV4  =  (-  f». 

Das»  yff4  bei  höherer  Streichung  konstant  bleibt,  erhellet  aus  den 
Gleichungen 


y/'  -  //  sz  -  (|»V"— M")  (U"  +  w*")  +       -  U")  (A'A"  -f  ,*>") 

=  2XV'aV-^f*0  =  2tt'T>", 

was  schon  ausser  Frage  steht.  Denselben  Gang  befolgt  der  Be- 
weis bei  A4. 

Die  Entfernung  dieses  Punktes  ron  A  beträgt 

V[(M4-m)*  f  </¥,-«)*]  =  -7-  V>+  ^  =  4"  V^>". 
Diess  mit 

sin  \A  — 


Vi*  +  u*  Sfp'p" 

multiplizirt  gibt  den  perpcndikulären  Abstand  des  besagten  Pnnktesi 
von  AR  an,  und  ist  nach  den  Bemerkungen  zu  Gleichung  9) 

U'l"  F 

-  ~r  -  s' 

Diese  durch  höhere  Streichung  sich  nicht  ändernde  Senk- 
rechte stellt  den  Halbmesser  des  dem  Dreiecke  eingeschriebenen 
Kreises  dar. 
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f)  Für  die  Halbirungsgeraden  des  inneren  Winkels  A  und 
der  äusseren  Winke!  B,  C  bestehen  die  Gleichungen 

8  y' 
y  -n  ~^(z-m),  y  —  nJ  =  -  ßt{x-m'), 

ihr  gemeinschaftlicher  Durchschnittspunkt  hat  die  Koordinaten 

M5  =  j—  \-  m  =  — j—  -f  m'  =  j—  +  m  , 

„  /W'  y'tu"       ,  flu*  „ 

i 

wobei  die  Nachweisung  wie  unter  e)  ist.    Dieser  Punkt  hat  von 

mV  r  -  

A  die  Entfernung  — y-  V  p'p";  der  Halbmesser  des  äusseren  an 
Ü?C  angeschriebenen  Kreises  beträgt  daher 

««V  F 


l         if  —  a 

g)  Die  Linien,  von  denen  eine  den  inneren  Winkel  ß  und 
die  andern  die  äusseren  Winkel  A,  C  halbiren,  haben  die  Glei- 
chungen 

y  ß' 

y  —  n  =  -  ß(x  —  m),  y-n1  =  m% 

y-n"  =  -yg,(x--m"). 

Da  diese  Ausdrucke  aus  jenen  in  f)  sich  durch  höhere  Strei- 
chung ableiten  lassen,  so  hat  man  auch 

ßt'n"  t  y'trn"      .        ß"t'u  g  „ 

M5  =  —         +  m  =  —         \-  m'  =  +  m", 

und  als  Halbmesser  ergibt  sich 

t'uu"  F_ 

l  "s—b' 

b)  Was  schlusslich  die  Geraden  anbelangt,  von  denen  eine 
den  inneren  Winkel  C,  die  anderen  zwei  aber  die  äusseren  A, 
B  halbiren,  so  hat  man 


224  Simerkn:   nie  rationalen  Dreiecke. 

woraus  dann  eben  so 

'"7  —     — y-  +  m  =  -+  m1  —  j—  -f  m  , 

^7  =  —  ~J~  +  »  =    —J-+n'  =~^~—  +  w"; 
und  der  Halbmesser 

_  W  F_ 

folgt. 

Jenschowitz;  den  2.  November  1869. 


Wenzel  Simerka. 
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Die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen 
Vierecks  und    sich  aus  denselben  ergebende  Con- 
stitutionen dieses  Punktes  im   Vergleich   mit  dem 
Schwerpunkte  des  Trapezes. 

Von 

Herrn  Prof.  Dr.  H.  Emsmann, 

an  der  Realschule  I.  Ordnung  zu  Stettin. 


(Fig.  s.  Taf.  IV.) 


Im  Archiv  der  Mathematik  und  Physik  (Theil  L., 
Heft  2.  S.  212. — 219.)  sind  in  Veranlassung  der  bekannten  Con- 
struetion  des  Schwerpunktes  eines  Trapezes  neben  einer  neuen 
interessanten  graphischen  Bestimmung  desselben  vom  Herrn  Her- 
ausgeber die  Coordinaten  dieses  Punktes  analytisch  entwickelt. 

Heisst  das  Trapez  in  continuirlicher  Bezeichnung  ABCD  mit 
den  beiden  parallelen  Seiten  AB  und  CD,  von  denen  die  längere 
AB  =  a,  die  kürzere  CD=b  ist,  so  ergiebt  sich  für  A  als  An- 
fangspunkt des  rechtwinkeligen  Coordinatensystems,  wenn  AB 
die  positive  Abscissenbalbaxe  ist,  die  positiven  Ordinalen  in  der 
Richtung  der  Hube  genommen  sind  und'  die  Hube  mit  h  be- 
zeichnet wird,  für  den  Schwerpunkt  die  Abscisse 


und  die  Ordinate 


U  -f  0 


wo  a  die  Abscisse  des  Punktes  B  und  c  dieselbe  für  C  ist. 
Theil  LI.  16 
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Die  bekannte  Constroction  des  Schwerpunkte«  eines  Trapezes, 
in  Betreff  deren  in  obiger  Abhandlung  auf  Culmann  vermiesen 
ist,  hat  mich  schon  längst  veranlasst,  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes des  allgemeinen  Vierecks  zu  bestimmen,  um  aus  ihnen 
die  des  Trapezes  als  des  speciellen  Falles  abzuleiten,  und  um  zu 
ersehen ,  wie  die  Construction  fär  das  Trapez  aus  der  für  das 
allgemeine  Viereck  hervorgeht.  Einige  der  erhaltenen  Resultate 
erlaube  ich  mir  im  Folgenden  mitzutheilen. 

Das  Viereck  heisse  in  continuirlicher  Bezeichnung  ABCD; 
A  sei  Anfangspunkt  des  rechtwinkeligen  Coordinatensystems,  AB 
die  positive  Abscissenhalbaxe,  die  positiven  Ordinaten  liegen  nach 
der  Seite  der  Figur  zu  und  zwar  sei  die  Absei sse  für  B  =  0, 
für  C=c,  für  l)=zd;  die  Seite  CD  =  6,  und  die  Ordinate  für 
C=  h  und  für  Ö=/ij. 

Verfolgt  man  den  Gang,  welcher  in  der  oben  angegebenen 
Abhandlung  durchgeführt  ist,  so  ergiebt  sich  für  den  Schwerpunkt 
des  allgemeinen  Vierecks 

v     w    i  j.     a(a—d)h  v 


■1 


Führt  man,  wie  in  den  Formeln  für  das  Trapez  die  Seite  b  ein, 
setzt  man  also  rf=c— b* — (At  —  A)4;  so  erhält  man  folgende 
Werthe: 

  c[a-c+\T 6a-(Ä,-Ä)«-^(a— c)]  ) 

X=i(«-Vr  b*-(bl-h)*+c+-  1  1 


und 

ah  +  {h%  +Ä)f^-(A1-Ä)Hc^ 


II. 


cä,  +  h  (a— c  +  V  6*-(A,  —h)*) 

Da  für  das  Trapez  hx-=zh  wird,  so  resultiren  hieraus  die  obigen 
Trapezformeln  sofort;  ebenso  auch  die  für  den  Schwerpunkt  de« 
Dreiecks,  nämlich  x  =  \(a-\-c)  und  y  ~\h,  wenn  ausser  hx  =^ 
noch  6=0  gesetzt  wird. 

Sucht  man  nach  diesen  einander  entsprechenden  Formeln  die 
einander  entsprechenden  Constructioneti,  so  scheinen  diejenigen  für 
das  allgemeine  Viereck  ziemlich  complicirt  ausfallen  zu  müssen;  dem 
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ist  indessen  nicht  so,  da  die  Formeln  unter  II.  auf  die  einfacheren 
unter  I.  bei  der  Construction  zurückgehen  und  diese  leicht  con- 
struirbar  sind. 

a.  Geben  wir  dem  Wertlie  für  X  unter  I.  die  Form: 

c  fi+a—d 

Ist  das  Viereck  ABCD  (Fig.  1.)  gegeben,  so  verlängere  man 
DC,  bis  AB  in  O  geschnitten  wird;  ziehe  CEJ_AB;  mache  die 
Verlängerung  EM  =  EA;  lalle  DFX,  AB  und  verbinde  O  mit  M, 
wodurch  die  Verlängerung  voo  DF  in  P  geschnitten  wird.  Schneidet 
man  hierauf  FR  =  FA  von  FP  ab;  zieht  AR,  bis  die  Verbin- 
dengslinie  von  B  und  P  in  Q  geschnitten  wird,  und  fällt  QÜ±AB; 
so  ist 

X  =  i(AE  +  AF+BU). 

Behufs  des  einfachen  Beweises,  braucht  man  nur  FN  =  FB  zu 
machen,  IS  mit  B  zu  verbinden  und  QU  bis  zum  Durchschnitt 
mit  BN  in  L  zu  verlängern. 

Fuhrt  man  diese  Construction  an  dem  Trapeze  aus,  so  er- 
giebt  sich  Folgendes: 

Ist  das  Trapez  ABCD  (Fig.  2.)  gegeben,  so  fälle  man  von 
C  und  D  die  Normalen  CE  und  DF  aul  AB;  mache  FP,  die 
Verlängerung  von  DF,  =  AE\  ziehe  PB;  schneide  auf  FP  die 
Strecke  FR  =  FA  ab;  verlängere  AR  bis  zum  Durchschnitt  mit 
BP'm  Q  und  fälle  QU  LAB.    Es  ist  dann 

X  =  l(AE  +  AF+BU). 

b.  Geben  wir  dem  Werth©  für  X  unter  I.  die  Form: 

«(«—«Ott 

A  =  i(c  +  d+  X>. 

c  +  (a— d)j^ 

Ist  das  Viereck  ABCD  (Fig.  3.)  gegeben,  so  ziehe  man 
CS\\DB;  errichte  in  A  auf  AB  die  Normale  AM  =  AB;  ver- 
binde M  mit  S;  fälle  CE\_AB  und  verlängere  C£  bis  zum  Durch- 
schnittspunkte  P  mit  MS.    Fällt  man  noch  DF±  AB ,  so  ist 

X=\(AE  +  AF  +  EP). 

16» 
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Der  Beweis  schliesst  sieb  unmittelbar  an  die  Construction  an 
ohne  weitere  Hilfslinie. 

Führt  man  diese  Gonstruction  an  dem  Trapeze  aus,  so  er« 
giebt  sich  Folgendes: 

Ist  das  Trapez  ABCD  (Fig.  4.)  gegeben,  so  mache  man  BS, 
die  Verlängerung  von  AB,  =  CD;  errichte  in  A  auf  AB  die  Nor- 
male AM  =  AB;  verbinde  M  mit  S;  fälle  CE±  AB  und  verlän- 
gere CE  bis  zum  Durchschnittspunkte  P  mit  MS.  Fällt  man 
noch  DF±AB,  so  ist 

X  =  \(AE  +  AF+EP). 

Hier  sehen  wir  die  grüsste  Uebereinstimmung  zwischen  der 
Construction  der  Abscisse  für  den  Schwerpunkt  des  allgemeinen 
Vierecks  und  des  Trapezes. 

c.    Geben  wir  dem  Werthe  für  F  unter  I.  die  Form: 


Y  =  \{h  +  —  ). 


c-£  +  «  —  d 

Ist  das  Viereck  ABCD  (Fig.  5.)  gegeben,  so  verlängere  man 
DC,  bis  AB  in  O  geschnitten  wird;  ziehe  CE\_AB;  mache  die 
Verlängerung  EM=zEA\  fälle  DF±AB  und  verbinde  O  mit  M, 
wodurch  die  Verlängerung  von  DF  in  P  geschnitten  wird.  Schneidet 
man  hierauf  FQ  —  FP  ab;  zieht  durch  D  eine  Parallele  mit  AB, 
welche  die  in  B  auf  AB  errichtete  Normale  in  R  schneidet,  ver- 
bindet R  mit  Q  und  errichtet  in  A  eine  Normale  auf  AB,  welche 
RQ  in  5  trifft;  so  ist 

Y  =  \(CE  +  AS). 

Führt  man  diese  Construction  an  dem  Trapeze  aus,  so  er- 
giebt  sich  Folgendes: 

Ist  das  Trapez  ABCD  (Fig.  6.)  gegeben,  so  verlängere  man 
die  längere  parallele  Seite  um  eine  Strecke  gleich  der  kürzeren 
(AQz=i  CD)  und  die  kürzere  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Normalen  auf  der  längeren  in  dem 
nach  derselben  Seite  hin  liegenden  Endpunkte  (CR  =  EB);  ver- 
binde die  Endpunkte  der  Verlängerungen  (QR)  und  errichte  in 
dem  anderen  Endpunkte  (A)  der  längeren  Seite  eine  Normale 
{AS),  bis  sie  die  Verbindungslinie  schneidet.    Es  ist  dann 

V  =  \(CE  -f  AS)  =  \{BR+  AS). 
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d.   Geben  wir  dem  Werthe  fär  Y  unter  I.  die  Form : 

F  =  *(A+  5  T). 

c  +  (a  — 

Ist  das  Viereck  AB  CD  (Fig.  7.)  gegeben,  so  ziehe  man 
C£||Z)/?  und  verlängere  DC  bis  zum  Durchschnitt  mit  AB  in 
0;  construire  EM  und  FP  wie  bei  Fig.  I.;  mache  FQ—FP\ 
errichte  AG  LAB  bis  DG'MB  geschnitten  wird;  verbinde  G 
mit  S  und  verlängere  SO  bis  zum  Durchschnitt  R  mit  einer  in 
Q  auf        errichteten  Normalen.    Dann  ist 

Es  beruht  diese  Construction  mit  darauf,  dass 

(ö-rf)A  _  Es 

ist,  also 
wird. 

Führt  man  diese  Construction  an  dem  Trapeze  aus,  so  er- 
gebt sich  folgende  einfache  Construction: 

Ist  das  Trapez  ABCD  (Fig.  8.)  gegeben,  so  verlängere  man 
die  längere  der  parallelen  Seiten  um  die  kürzere  nach  beiden 
Seiten  hin  (BS  =  AQ  ==  CD);  errichte  AG  normal  auf  der  län- 
geren Seite  bis  zum  Durchschnitte  mit  der  kürzeren;  verbinde 
den  Durchschnittspunkt  (G)  mit  dem  Endpunkte  (S)  der  Verlän- 
gerung an  dem  anderen  Ende  der  längeren  Seite  und  verlängere 
diese  Verbindungslinie  (GS)  bis  zum  Durchschnitt  (R)  mit  der  in 
Q  auf  QS  errichteten  Normalen.    Es  ist  dann 

F  =  1 QR. 

Die  Ordinate  Y  könnte  man  auch  aus  der  Gleichung 


c 


\-dhx  ni(c^-d) 

Y  =  \(h+   —  )  =  i(A  +  -r  ) 

c^+a-d  c£  +  «-c* 

* 

construiren  und  daraus  wieder  eine  neue  Construction  für  das 
Trapez  ableiten,  wie  sich  auch  noch  andere  Constructionen  durch 
Umformung  der  Gleichungen  für  X  und   Y  ergeben;  das  Vor- 
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stehende  genügt  aber  mehr  denn  ausreichend,  um  die  verschieden- 
artigen Gonstructionen  zu  erweisen.  Die  grosse  Anzahl  von  Com- 
binationen,  um  die  Lage  des  Schwerpunktes  selbst  zu  bestimmen, 
noch  anzudeuten,  bedarf  es  nicht. 

Schliesslich  erwähne  ich  noch  eines  Satzes,  der  sich  aus  der 
Construction  für  das  Trapez  unter  a.  (Fig.  2.)  ergiebt  und  leicht 
synthetisch  zu  erweisen  ist. 

Nimmt  man  (Fig.  9.)  auf  einer  Strecke  (AB)  zwei  beliebige 
Punkte  (E  und  F)  an,  zieht  durch  diese  Parallelen  von  einer 
Länge»  welche  gleich  ist  der  Summe  aus  den  Abständen  des  be- 
treffenden Punktes  von  den  beiden  nächst  liegenden  (FP=  AF+FE 
und  EPr  =  EB  +  EF),  verbindet  die  Endpunkte  mit  dem  ent- 
fernteren Endpunkte  der  Strecke  (BP  und  AP')S  schneidet  auf 
jeder  Parallelen  von  ihrem  Anfangspunkte  eiue  Strecke  ab,  gleich 
der  Entfernung  des  Anfangspunktes  vou  dem  näheren  Endpunkte 
der  Strecke  (FR  =  ^Fund  ER'  =  EB),  zieht  durch  diese  Punkte 
und  den  näheren  Endpunkt  der  Strecke  Strahlen,  bis  sie  obige 
Verbindungslinien  schneiden  (ARQ  und  BR'Q') ;  so  läuft  die 
Verbindungslinie  dieser  beiden  Punkte  mit  den  Parallelen  parallel 
und  trifft  die  gegebene  Strecke  stets  in  demselben  Puokte  (N). 

Die  beiden  auf  der  Strecke  (AB)  beliebig  anzunehmenden 
Punkte  (E  und  F)  sind  zwar  in  Fig.  9.  zwischen  A  und  B  an- 
genommen worden;  indessen  ist,  wie  sogleich  von  selbst  in  die 
Augen  fällt,  die  Lage  dieser  Punkte  gleichgültig,  wenn  man  nur 
bei  der  Construction  gehörig  positiv  oder  negativ  abträgt  und  ver- 
bindet, und  dann  natürlich  auch  das  Wort  „Summe"  in  dem  all- 
gemeinen arithmetischen  Sinne  nimmt,  was  sich  eigentlich  Alles 
von  selbst  versteht. 
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Problema  geometricum, 

propositum  a 

Dre.  Chris  tiano  Fr.  Lindman, 

Lectore  Stregn. 


(Fig.  Tab.  VI.)- 

Problema,  quod  mihi  proposui  ad  solvendum,  est,  rectam  per 
punctum  datum  ita  ducere,  ut  triangulum  datum  in  duas  partes 
aequales  dividat.  Quod  quamquam  non  dubito,  quin  antea  pro- 
positum solutumque  sit,  mihi  tarnen  non  indignum  visum  est,  de 
quo  denuo  disseratur. 

Solutio  mere  geometrica  eo  facilius  inveuitur,  quod  problema 
propositum  in  hoc  includitur :  per  punctum  datum  rectam  ducere, 
quae  duas  rectas  iuter  se  secantes  ita  secet,  ut  triangulnm  inde 
ortam  datae  fiat  magnitudinis.  Sit  igitur  ABC  (Fig.  I.)  triangulum 
datum  et  P  punctum  datum.  Per  P  ducatur  recta  DE  lateri  alicui 
AC  parallela  fiatque  parallelogrammum  ADEF=  dimidio  trianguli 
i  e.  est  quarta  proportionalis  AF  ad  AD,  {AC,  \AB  quaeratur  et 
parallelogrammum  conficiatur.  Ducta  deinde  FO  =  PD  et  ad  AC 
perpendiculari ,  ex  O  ut  centro  scribatur  circulus,  cujus  radius 
est  =  P£.  Ita  inveniemus  in  AC  duo  puncta  aut  unum  punctum  aut 

nulluni,  prout  sit  PE  =  PD.    In  figura  puncta  sunt  duo  U  et  H', 

< 

quae  cum  P  conjuncta  dant  duas  rectas  GH,  G'  W quarum  utraque 
triangulum  datum  in  duas  partes  aequales  dividat.  Eadem  quoque 
toiistriictio  de  angulis  B  et  C  facienda  est.    Quo  facto,  duo  alia 
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puncta  nunc  invenientur  in  AC  et  duo  in  BC,  Attamen  proble- 
raati  proposito  nullae  aliae  lineae  satisfaciunt,  quam  quae  latera 
trianguli  inter  vertices  angulorum  secent.  C  lineis  igitur,  quae, 
adhibitis  angulis  ß  et  C,  inveniuntur,  una  tantum  GtH2  proble- 
mati  convenit.  Itaque  per  punctum  P  tres  tantum  tales  liueae 
nunc  duci  possunt.  Etsi  problema,  triangulo  ABC  dato,  tres  ad- 
mittit  solutiones,  inde  tarnen  colligere  non  licet,  rem  semper  ita 
se  babituram,  neque  apparet,  quomodo  quantitates  datae  compa- 
ratae  esse  debeant,  ut  una  vel  plures  solutiones  exsistant,  id  quod 
via  analytica  investigandum  est. 

Primum  igitur  quaeramus  locum  punctorum,  ubi  rectae,  quae 
triangulum  da  tum  ABC  (Fig.  II.)  in  duas  partes  aequales  dividant, 
ipsae  bipartitae  sunt.  Origine  in  A  collocata  et  AC,  AB  axibus 
abscissarum  et  ordinatarum  resp.  sumtis,  aequatio  rectae  ejusraodi  est 


*ü  +  ;  =  l  0) 

si  sunt  (u,  ö),  (0,  2)  coordinatae  punctorum,  ubi  axes  secat. 
Coordinatae  puncti  medii  igitur  sunt  x  =  \u,  y=:\z.  Quoniam 
vero  superficies  trianguli  ita  orti  est  =  \m  Sin  A  et  dimidium 
trianguli  dati  aequat  vel  est  =  \bc  Sin  A ,  aequatio  loci  quaesiti 
erit 

xy-lbc  (2) 

quae  est  aequatio  hyperbolae,  axes  pro  asymptotis  habentis.  Hy- 
perbola  illa  satis  commode  scribi  potest,  quia  unum  ex  puncti? 
ejus  b'(x  =  \b,  y  =  \c)  coguitum  est.  Quemadmodum  is  ramus 
hyperbolae  (2),  de  quo  nunc  agitur,  cadit  inter  BC  et  rectam  BC 
parallelam,  quae  triangulum  bifariam  secat  et  hyperbolam  tangit, 
sie  duae  aliae  sunt  hyperbolae,  similiter  ad  AC  et  AB  sitae  ac 
prima  ad  BC,  quarum  aequationes  facile  reperiuntur.  Enimvero 
si  aequatio  (1)  rectam  repraesentat ,  quae  AB  in  P,  BC  in  Q 
secat,  quoniam  est 

h  c 

aequatio  rectae  BC,  colligitur,  coordinatas  punctorum  P  et  Qcsse 
resp. 


*l      cu — bt  '    Vl  ~  cu  —  bz  ; 


^  =  0,   ti2  =  2 


au  (r  

atque  ideo  &BPQ  =  2(cu-l2)  Sin  B     Quia  autem 

CLC 

z=i&ABC=:  jS'mB,  prodit  aequatio 
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n  (c  — *)*_  c 
cu  —  öz  ~  2' 


Quura  vero  coordinatae  puncti  medii  rectae  PQ  sint 

bu  (c— z)  cx(tt--6) 

eliminandis  ti  et  z  invenitur 

es2  +  bxy  —  6ca:  =  —   (3) 

quae  est  aequatio  hyperbolae,  cujus  asymptotae  suot  AB  et  AC 
Eodem  modo  invenitur  aequatio 

b<Jt 

by*  +  cxy—bcy  =  -  -g-   (4) 

hyperbolae  tertiae,  quae  CA  et  CB  pro  asymptotis  habet.  Jam 
patet,  ramo8  hyperbolarum ,  intra  &ABC  cadentes,  inter  se  con- 
tactus  habere,  primum  et  secundum  in  puncto  c'(x  =  \b,  y  —  \c)t 
primura  et  tertium  in  puncto  b'(x  =  ib,  y  =  \c),  secundum  et 
tertium  in  puncto  a'(x  =  J6,  y  —  Je),  eademque  paria  byperbola- 
rum a  medianis  CO,  BB',  AA!  iisdem  punctis  tangi.  E  theoria 
hyperbolae  cognitum  est,  omnes  rectas,  quae  triangulum  in  duas 
partes  aequales  dividant,  quandam  ex  bis  hyperbolis  contingere. 
Necesse  quoque  est,  latera  trianguli  inter  vertices  angulorum  se* 
cari.  Tangentes  igitur  per  punctum  datum  (x=a,  y  =  ß)  trans- 
euntes  quaerendae  sunt.  Si  aequatio  rectae,  quae  per  punctum 
datum  Transit  et  hyperbolam  (2)  secat,  est 

y  —  ß  =  t(x  —  «)  (5) 

invenitur 


at-ß±ST&i—  ß)2  +  \bct 
x  -  2(  — 

Ut  aequatio  (5)  tangentem  repraesentat,  necesse  est,  sit 


vel,  si  ti  est  valor  quantitatts  t  hutc  rei  respondens, 

k  =  ±A       («,  „  Vb*c*-S6caß ). 

Coordinatis  puncti  contactus  per  xlt  yx  designatis,  babebimus 
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bc±Rx  bc^Ri  /ftx 

*i  =  -80-'      Vi  =  ST" 9 (6) 

Si  tg  sunt  valores  coöfficientis  f,  quaudo  recta  (5)  byperbolam 
(3)  aut  (4)  tangit  et  xtt  ya;  xit  y8  designant  coordiuatas  puocti 
contactus,  inveniuntur 

— 8(6c-c«-6/3)' 

_  8ca  (6c  -Ca-  6/3)  -  6»c  (c-/3)T  (6c — 2c«  —  6/3)  R* 
y%~  8«(6c-c«-6/3)  5 

=     2  (6*-  2(6-  (/?3  Ä  V  6  c     86^  (6c "  CÄ  ~  6/J))' 

_  c(bc±Rt) 

_  86/? (6c  —  ca-bß)-  6c2(6  —  «) T  (6c  -  c<r  ~^bß)Ri 
x*—  8/3  (6c  —  cä-6/S) 

Quantitäten  Ä,,  7*2,  ß3  monstrant,  fieri  non  posse,  ut  recta  per 
punctum  (a,  /3)  trarisiens  unam  ex  hyperbolis  (2),  (3),  (4)  contingat, 
nisi  sit  resp. 

6c^.8a/3,  6*c^8«(6c-ca-6|3),  6ca  *  8/3  (6c  —  ca  -  6/3). 

Jam  scrutandum  est,  quo  pacto  eventurum  sit,  ut  lineae  illae  ra- 
mos  hyperbolarum  intra  ^ABC  cadentes  tangant,  neque  obliviscen- 
dum  est,  tangentes  cum  eodem  ramo  contactum  habere  non  posse, 
nisi  punctum  datum  intra  eum  asymptotarum  angulum  jacet,  qui 
ramum  comprehendit. 

Priuium  ponamus 

a>0,    |3>0,    6c-ca— 6/3>0 

vei  punctum  intra  triangulum;  sequitur,  ut  utraque  taugens  eun- 
dem  ramum  tangat.  Coinparandis  ordiuatis  punctorum  6',  a",  c' 
cum  yt ,  abscissis  puuctorum  c',  b",  a!  cum  jr2,  ordinatis  pun- 
ctorum a',  c",  b'  cum  y3  reperiemus,  contactum  fieri 
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«Her  6  et  «  .  s.  est  5=__  =  _ 


vel  2ca  +  6/3^.  6c  ^  (ca  +  6/3)  V2, 


a "        r'  C  >6c-l?|>C 


vel  26/3 +  ca^.  6c  *(ca  +  60)V2, 


„  c'et6",  Ä>    Ä^  +  **>    >  6 


»»         »#  4 


2  =  8(6c  -  ca -  6)3)  =  2 V2 

vel  6c>26/3+ca,  /3^c(l-^r>), 


6    >    b(bc-Rt)    >  6 

»t   ö   et  a ,  „  „ 


>\T  2 =8  (6c  —  ca — 6/3)"=  4 


vel  0>c(l-^=),  c«>60 


„   ar  et  c", 


c    >     c(6c-/?s)  >c 


3  V2  =  8(6c  —  ca  —  6/3)  —  4 


>  *  > 

vel  «=^(l-y=:2),  ty3  =  ca, 


V'       AI  c>     c(bc  +  R3)     >  _£_ 

c    eto,„    „   2  =  8(6c-ca-6j3)  =  2V2 


vel  6c^2ca  +  6/3,  a  *  6(1  -^). 

lnde  elucet,  rectas,  quae  triangulum  datum  iu  duas  partes  aequales 
dividant,  numquam  plures  tribus  esse,  et  inspectio  figurae  docet, 
id  non  e venire,  nisi  punctum  (a,  ß)  intra  spatium  curviiioeum 
aV'6'aVAV  situm  sit. 

Positis  deinde 

a>0,  /3>0,  6c- ca—  6/3  =  0, 

vel  punctum  in  BC  situm  esse,  facile  perspicitur,  nullam  tangentem 
byperbolae  primae  problemati  satisfacere.    Quum  vero  nunc  ha- 
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beamus  ^s^.  y3  =  {j,  colligitur,  unam  tangentem  hyperbolae 
secundae  problemati  convenire,  si  est 

6=  a=2' 
et  uoam  byperbolae  tertiae,  si  est 

c=p=r 

qaae  tarnen  res  oon  simul  evenire  possunt.  Itaque  una  tautun) 
lioea  ejusmodi  invenitur. 

Si  est 

■ 

*>6,    /3<0,   6c— co  — 6/5  =  0 

vel  punctum  in  linea  ßC  producta,  una  reperitur  recta  hyperbolam 
priraara  tangens,  si  est 

2c«  +  6/5^6c^c«+26/J; 

si  est 

«<0,  /5>0, 

una  exsistit  linea  eandem  hyperbolam  tangens,  si  est 

26/3  +  ca  2l  6c  ^  bß  +  2ca. 

Ne  multus  sini,  mihi  sufßciat  dicere,  unam  tantum  rectaru, 
quae  trianguium  bifariam  secet,  reperiri  pro  quo  vis  situ  puocti 
dati,  sive  est  extra  trianguium  sive  in  quodam  ejus  latere,  id 
quod  eodem  fere  atque  antea  modo  invenitur,  praeterquam  quod 
valores  tantum  positivi  quantitatum  ylt  x2,  y9  cum  aptis  coordinatis 
punctorum  b',  c',  a'  comparantur. 
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XXVI. 

Ueber  eine  Brechungscurve. 

Von 

Herrn  Dr.  Ad.  Hochheim, 

Lehrer  an  der  höheren  Gewerbeschule  zu  Magdeburg. 


(Figur  s.  Taf.  V.) 

In  Theil  L.  Nr.  III.  S.  54.  dieses  Archive  stellt  Herr  Pro- 
fessor Kodelka  in  einer  Abhandlung:  „Die  Gesetze  der 
Lichtbrechung"  folgendes  ungelöste  Problem  auf: 

Von  einem  leuchtenden  Punkte  O  mögen  zwei  Strahlen  auf 
eine  Ebene  fallen,  welche  zwei  ungleich  stark  brechende  Medien 
trennt;  sie  werden  dann  beim  Durchgange  durch  die  Ebene  ge- 
brochen und  die  gebrochenen  Strahlen  schneiden  sich  rückwärts 
verlängert  in  einem  Punkte. 

Man  denke  sich  nun  das  Medium,  in  welches  die  von  O 
kommenden  Strahlen  eintreten,  hinsichtlich  seiner  materiellen 
Beschaffenheit  wie  durch  Zauberei  in  stetiger  Veränderung  be- 
griffen, so  dass  dadurch  der  Brechungsexponent  m  in  den  Zu- 
stand stetigen  Wachsen  versetzt  wird.  Die  den  obigen  einfallen- 
den Strahlen,  die  wir  als  unveränderlich  beibehalten,  entspre- 
chenden gebrochenen  Strahlen,  werden  alsdann  immer  grosser 
und  grösser,  ihr  Schnittpunkt  wird  seinen  Ort  verändern  und  so- 
mit eine  gewisse  Bahn  beschreiben. 
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Näheres  öber  die  Gestalt  und  Beschaffenheit  der  Bahn  möge 
hier  folgen: 

Die  Gerade  XX  bilde  die  Grenze  zwischen  den  beiden  Me- 
dien und  sei  zugleich  Abscissen-Axe.  Der  lichtstrahlende  Punkt 
O  habe  die  Coordinaten  a,  b»  Die  beiden  von  ihm  ausgehenden 
Strahlen  seien  AO  und  BO.  A  liege  im  Anfangspunkte  de« 
Coordinatensystems ,  B  habe  die  Coordinaten  p,  0.  Der  Einfalls- 
winkel des  Strahles  OA  sei  o,  der  des  Strahles  OB  sei  ß;  die  ent* 
sprechenden  Brechungswinkel  seien  a,  und  ßt.  Der  Durchschnitts- 
punkt  der  rückwärts  verlängerten  gebrochenen  Strahlen  sei  F  mit 
den  Coordinaten  xy,  dann  ist  die  Gleichung  der  Geraden  AFi 

V  m* — sin'2« 

y  =   ;  .  x, 

9  sino 


und  die  der  Geraden  BF: 

sin/? 


(x  — p). 


Quadriren  wir  jede  dieser  beiden  Gleichungen,  so  ergielri 
sich : 

y*&\n2a  =  x^m2  —  .r*sin2o, 

^*sin*/3  =  (x—  p)»m2— -  p)*sin20. 

Durch  Elimination  von  ma  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
findet  man  die  Gleichung  für  den  geometrischen  Ort  der  Schnitt- 
punkte der  gebrochenen  Strahlen: 


oder 


wo 


ist. 


%  x2  (x— p)*  (sin8  a  —  sin2  ß) 
&  ~  x*8m*ß — (ar  — p)*sin2« 


y     ~  V^sin*0-(a:--p)*sin»«' 
R  =  Vsin*«— sin*0 


Die  Curve  besteht  aus  zwei  Theilen,  die  sich  im  Punkte 
,T  ■=  p  durchschneiden.  Beide  liegen  symmetrisch  zur  x-Axe 
»wischen  den  Geraden 


psina 

X  SS 


sina-f  sin/3 
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und 

psina 

x  = 


sin«  —  sin  ß  9 
die  sie  zu  Asymptoten  haben. 
Für 

psina 
*  ^  sin«  +  sin|5 

und  i 

psina 
sin«  —  sin  p 

ist  y  imaginär.  Der  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems  ist 
demnach  ein  isolirter  Punkt  der  Curve.  Der  leuchtende  Punkt  O 
liegt  in  der  Curve,  denn  setzt  man 

geotß  _ 
T  — cot0-cot«  ~ 

so  geht  die  Gleichung  der  Curve  über  in 

p  cot«  cot  ß  r 
y  "~  *  cot/J—  cot«  *""  *  ' 

in  ihm  schneiden  sich  die  gebrochenen  Strahlen  für  m  =  1. 

Um  den  Lauf  der  Curve  noch  genauer  zu  untersuchen,  bilden 
wir  die  beiden  ersten  Differentialquotienten : 

dy        n  „  ar8sin2/3 —  (x — p)8sin2a 
dx  ~ * H      «Sn^~(jT=p)ä" sin* «")i ' 

}  „   3^c(jr  —  p) pasin*«.8ina|? 
d.r*  ~  *  Ä  (.r*  sina0-  (x  -  p)a  sin3"«)!' 

Für  ar<p  haben  y  und  ^  stets  entgegengesetzte  Vorzeichen ; 

zwischen  x  =  p  .    S1?C.  *  und  a:  =  p  muss  demnach  der  ober- 
Tsin«  +  sinp  r 

balb  der  #-Axe  liegende  Theil  herab-,  der  unterhalb  liegende  auf* 

steigen;  ftir  alle  Werthe  von  x  zwischen  p  und  p  — — s'ng.  a 
s    '  *  sin«  —  sinp 

haben  y  und  ^  gleiche  Vorzeichen,  der  über  der  x~Axe  liegende 
Theil  steigt  daher  auf,  der  unterhalb  liegende  ab. 

Setzt  man 
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x  =  q  9   »■ 

Win*«  —  VrsTn*0 

so  wird  ^  =0;  doch  ist  hier  weder  ein  Maximuni,  noch  ein 

^  i  r  i  et 

Minimum  vorhanden,  da  eich  die  Curve  nicht  Ober  g=p  s-ma_8\nß 
hinaus  erstreckt. 

Da  y  und        stets  gleiche  Vorzeichen  besitzen,  so  muss 

die  Curve  der  o>Axe  stets  die  convexe  Seite  zukehren;  für  x=q 

wird  j£^  =  0,  jeder  Theil  der  Curve  besitzt  daher  im  Punkte 

(o,  0)  einen  Beugungspunkt. 

Der  Schnittpunkt  der  gebrochenen  Strahlen  wird  sich  nur 
auf  dem  Arme  der  Curve  bewegen,  welcher  zwischen  x  =  q  und 

j!  =  ^.n gül.'sin ß  °bern|dD  der  *-Axe  liegt;  er  durchläuft  für 

m  <  1  das  Stück  zwischen  #  =  o  und  x  =  a;  für  m  >  1  den 
übrigen  Theil,  der  sich  in  die  Unendlichkeit  erstreckt. 


Berichtigungen  zum  ersten  Hefte  dieses  Theils. 

S.  8.  Z.  16.  v.  o.    Statt  „r"  s.  m.  „ST". 

S.  8.  „   17.  v.  o.     „     „und"  8.  m.  „um". 

S.  8.  „     7.  v.  u.     „     „r"  b.  m.  ;,jT". 

S.  9.  „    4.  v.  o.     „     „des"  8.  m.  „eines". 

S.  9.  Z.  3 — Z.  9  v.  o.  ist  dem  gesperrt  gedruckten  Satze  die  folgende 
Fassung  zu  geben: 

„Jedes  unendlich  kleine  Flächenstück  kann  durch  einen 
unendlich  kleinen  Kreisbogen  erzeugt  werden,  wenn  sieb  der- 
selbe so  bewegt,  dass  einer  seiner  Punkte  einen  zweiten  un- 
endlich kleinen  Kreisbogen  beschreibt,  während  der  zu  jenem 
Punkte  gehörige  Radius  des  ersten  Bogens  mit  dem  zu  einem 
bestimmten  Punkte  des  zweiten  Bogens  gehörigen  Radius  pa- 
rallel bleibt  und  die  Ebenen  der  beiden  Bogen  beständig  auf 
einander  senkrecht  stehen."  K.    E  x  n  e  r. 
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XXVII. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte,  insbe- 
sondere auch  die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises, 
in  Dreilinien-Coordinaten  oder  in  sogenannten  trimetri- 

schen  Coordinaten. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§.  1 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  in  Dreilinien- 
Coordinaten  scheint  mir  noch  nicht  in  so  vollständiger  und  allge- 
meiner Entwicklung  gegeben  zu  sein,  wie  ich  dieselbe  in  dieser 
Abhandlung  zu  geben  versuchen  werde,  um  daran  späterhin  noch 
weitere  Entwickelangen  in  dieser  Richtung  anzuschließen.  AI« 
vollständig  bekannt  setze  ich  dabei  voraus  die  von  mir  in  der 
Abhandlung  Thl.  XXXVIII.  Nr.  XXXVI.  gegebene  allgemeine 
Theorie  der  Dreilinien-Coordinaten,  auf  die  ich  mich  im  Folgenden 
öfters  zu  beziehen  genothigt  sein  werde,  wobei  ich  zugleich  be- 
merke, dass  ich  —  wenn  nicht  etwas  Anderes  besonders  bemerkt 
wird  —  hier  uberall  ganz  dieselben  Zeichen  wie  in  der  genannten 
Abhandlung  gebrauchen,  und  mich  daher  hier  einer  Erklärung 
dieser  Zeichen  ganz  enthalten  werde,  indem  ich  vielmehr  ein  fflr 
alle  Mal  in  dieser  Beziehung  auf  jene  Abhandlung  verweise. 


Die  Coordinaten  des  Brennpunkts  des  Kegelsrhnitt*  seien 
Ö,„  5,,  52  —  «vobei  ich  bemerke,  dass  diese  Zeirhen  in  der  Ab- 

Theil  LI.  \7 
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handlung  Thl.  XXXVIII.  Nr.  XXXVI.  S.  399.  eine  andere  Be- 
deutung haben  —  und 

1)  Apo  +  BPl  +  Cp2  =  0 

sei  die  Gleichung  der  Directrix*).  Ist  nun  (poPiPt)  jetzt  ein 
beliebiger  Punkt  des  Kegelschnitts,  so  ist  nach  Thl.  XXXVIII. 
S.  433.  das  Quadrat  der  Entfernung  dieses  Punktes  von  der  Di- 
rectrix : 

 (Ap0  +  Bpx  +  Cp^_  

A*  +        C*+  24#cos«>01  +2ÄCcos wlt  +  2CA  costc^' 

Ferner  ist  nach  Tbl.  XXXVIII.  S.  426.  das  Quadrat  der  Entfer- 
nung des  Punktes  ipoPiPi)  des  Kegelschnitts  von  dem  Brenn- 
punkte (ö0ö1  öa): 

S  (Po— 50)8cosM>lg     (Pi-^^costcgp     t>a-- Ö5g)gCOStC0lj 
\    siuto01sintr.2o  8iniCia8intc0i         sinto^siuu^  J' 

Bezeichnen  wir  nun  wie  gewöhnlich  die  Charakteristik  des  Kegel* 
Schnitts**)  durch  n,  und  erinnern  uns,  dass  nach  Thl.  XXXI 
Nr.  XIII.  bei  einem  jeden  Kegelschnitte  die  Entfernung  eines 
jeden  Punktes  desselben  von  dem  Brennpunkte  erhalten  wird, 
wenn  man  die  Entfernung  dieses  Punktes  des  Kegelschnitts  von 
der  Directrix  mit  der  Charakteristik  multiplicirt;  so  ist  klar,  dass: 

 nHApo+Bpi  +  Opä*  

*>-  •  '  Ä*  +&  +  &+2ABco6wol+2BCco8wl2  +  2CAco8wVi 

__  _  f (;*<>— ö0)acostgia     (pi—  örfcoswtn    (p2—  c5a)»cos«>oll 
\    *iruc01siiiM\20  sint/>,2sifiM?0,  sinu7208inu>ia  j 

die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist. 

Setzen  wir  nun  wie  in  Thl.  XXXVIII.  S.  406.: 

4A2       -  _ 
3)  .  .  .  J  =  -----  =  G)0sintcl2-f  G^sinw^ -f  coasinw?01 

=  p0  sin  wl2  +  px  sin  u?2o +f»s  sin  tcol 
und  der  Kürze  wegen: 


*)  M.  s.   meine  Theorie  der  fv  c  g  c  I  «  c  h  n  i  1 1  e   nach  einer 
neuen  Methode  analytisch  entwickelt  in  Thl.  XXXI.  Nr.  XIII. 

Thl.  XXXI.  S.  68. 
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4).  .6  -^+tf2+^+2^J5costeol^2^ 

so  können  wir  die  vorstehende  allgemeine  Gleichung  der  Kegel- 
schnitte auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen: 

5)   G*{Ap«  +  Bpx\Cptf 

,   j2  f  (;>Q-äo)2COSW|2       (^-Ö^COSlCgQ  _ 


8inic408intü(1 


1 

Es  ist  nun: 

M  .  •  .  (  (Po-Ö0)*COS«7i2  . 


(/?o-öo)2Cos«7|,  ^  Qv-O^^costg^o 

sin  tr,2sint/?01 

5ä)2costgol  \ 


;      (/>0— o0)*sintT|2  cosM712 

=  J2  !  +(pi-ö,)«6inaj20cosw2o 
'  +  (^a  —  Ö^sin  ir0,  cos ic0i 


=  ^(^^sinwucoswjj  -+  ^|2sinM>20cos«?10  +  ;/1*sintCoi  co8to0|) 
-  2J (/?<,«» n  W12  +  Pi  8|n  «>*o  +^isin  tc0i) 

X  (fo^o  «in  W| «  cos  ti>i  a + /?i  öt  sin  tcjo  cos  to2o  +  P%®t 81  n  ^oi  cos  m>0,  ) 
+  (PoSinwii-i pt  sinwao+^sintroi)2 

X(5o*8#ID«?i*c08W7i4+  ö^sinuyjocostcjo  +  öa^sinicoi  cosic?ol). 

Denkt  man  sich  diesen  Ausdruck  gehörig  entwickelt,  so  über- 
zeugt man  sich  auf  der  Stelle,  dass  der  Coeföcient  von  p02  der 
folgende  ist: 

J*  si  n  «7, 2  cos  1^2— 2«/ö0  sin  «?,  2*  cos  «?i  2 
+  (5048iniri2Costcl2+öi*sintr20cost02o+Ö2*8inw01  cosw01)siiitr|2* 

=     (J  —  6)o8int0,2)*8inc0i2co6tr,2 

-f  (ö^sin  w20cosicto  +      8mw0l  cos  t*?0i)  ein  tr122 

=     (g>i  sin  »20  4-  ötsinir0|)*sinuJi2CostC|2 
+  (ö,*siu  u?2o  cos  win  +  öS  sin  wol  cos  tc01 )  sin 
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=     ö, 2  sin  10,  2  sin      (sin  wx 2  cos  tt>20  +  cos      sin  tc2rt) 

+  ö22 sin  tc0i  sin  tol2  (sina>01  cos t0,2  +  cos to0i  sin  t^j) 

-|-  2öj ö2 sin  w>01  sin  «?12  sin  ipjoCos  «?, 2 
=     öj2sinw?128int%0sin  (wlt  + tt>£o) 

+  (32ssin  w0I  sin  tcl2  sin  (tr0i  +«>12) 

+  2ö5iö2sinw0|  sinu>12sinM>.20C08?c12 
=  — öi'2  sin  wQX  sinto12  sin  to20 

—  ö22  sin  w>0|  sin  wl2 sin  tc20 

-f  2öj  52sin  to01  sin  w?12sin  w20  cos  u>12  *) 
=  — (öi* — 25,ö2cosw12  +  ö29)  sint^oi  sinw^sintoao' 

Ganz  auf  dieselbe  Art  sind  also  überhaupt  die  Coefficienten 

von 

Po*,   Pi*>  Pi* 
in  dem  obigen  Ausdrucke  beziehungsweise: 

—  (Öi2  —  2öiö2costt>,2 -f  ö22)sintc01  sin  w12sin  tc20, 

—  (ö22  — 'iö^öocoswao  +  öo^siiiicoisinwjasinwgo, 

—  (ö02 — costc0l  +  ö,2)sintü01  sinu?12  sintr20. 

Der  Coefficient  von  2p0/?i  in  dem  obigen  Ausdrucke  ist 
offenbar: 

—  J(ö,  sin  w,2  sin  tc20  cos  u>20'  +  öosin  M^sinw^cosl«^) 

-f  sinwlt  sin  u>2q  (ö02sin  wi2  cos  wl2  +  ö12sintr20cos  w20 

-f  ö22  sin  w0l  cos  w0i) 

=  —  (ö0sin  wl%  +  öj  sin  «?20  +  ö2sin  u>ol) 

X  (öi  sin  «?!  2  sin      cos      4-  ö0  sin      sin  tc,  2  cos  tc12) 

-f  sinti7126into2u  (ö02  sin  m>12cosu>,2  +  ö^2  sin  m?20cos  tr20 

+  ö22sintr01  costooi) 


*)  Thi.  XXWII1.  S.  403. 
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ö02  (sin       cos  tr^  sin  tvw  —  sin  tü14*  cos  tcj  Ä  sin  w^) 
+  öi*  (sin  u^sin  tol2cos  ic2o  —  sin  tc20a  »in  u>|B  cos  w^) 
+  ö22  si  n  «?0|  si  n  tO|  2  si  n  cc^q  cos  wol 
— ö0öi  (sin  tr,%2  sin  tr^cos  a>2o  -f  sin  tc2o*  sin  u>|  2  cos  ic,  t j 

—  c5|  ö2  sin  ir01  sin  tc12  sio  ie>20  cos  ir«, 

—  ötö0sin  tool  sin  u>l2cos  tc^  cos  tc,  2 
öj*  sin  tr01  sin  wi±  sin  w?2o  cos  wol 

—  u043|  sin tO|S sin  t02o  (*in wit co* ^to  *f  co*  wii9in*°iü) 

—  ö,     sin  tc0l  sin  tclt  sin  «jjo  cos  «»jo 

—  Ö2«306Jnac0i  sin  wt2sin  1020  cos tT|2 
Ö2*  sin  tcw  sie  tr,  2  sin  tcjo  cos  tcvi 

—  ü^ö,  sin  «42  sin  («j*  +  «*u) 

—  ^  ö$  sin  «oi  sin  «r12  si  0  «e^,  *  r>«  «20 

—  Ö^Qo  fein  «c01  friu       hü  «toCOd  tclt 
Ö2Ssin  «cw  SIL  tTj  2  si»  «fe,  CW5  tcw 

+  siutcm  s'il  triX  b'ilJ  te2l, 

—  Sil)  »C01  SIL  «Cj  ,  sie  «c*,  cos 

—  ü2ö>0  ein  tcm  s'il  trJ2  siu  <c2U  cos  wlt 

{ö0öj  — ö>2  (Wy  costt:i2  -f  c51  cosic^, — c^costt^) }  s'mtt^siutcjgsiu*;*, 
(5A  —  &>2  (ö0cosw12  +  öi  cost**,)  |  . 


t  +  0)2*  COStC^  COS  Itjo  —  Gig*  SID  *CJ2Slll  tt^  j 

=1  ( öß— ö5«co»K2Q^       ögeusKj  2 )  -ä>2*siuic  ^siotc^  Uinr0]  siur,  gsin«*». 

Also  ist  überhaupt  der  Coellicient  von  2p0^A,  jipiffa,  ^Ptpo 
m  dem  ouigeu  Ausdrucke  beziehungsweise: 

|Ü0tt,  Ü^tÜoCÜSCCts-f  Öi  COSK^,—  (Ö^CüÄtCyi  jlsiottyiSililCiiÄiU«^- 

}Ö,Ö)2—  Ö</~  ÜtfCOSiK;12i  G)iCüSK:2oH-&tCOStt>01)|silifC<li  SUiW^smit^, 
!ö2Ö)0  —  ö,(ö0cos«c1;!  —  G>j  cos«^  -f  Ö2Cos«rol)isinti-ul  amw^swtc^ 


•2&2  G runer t:  Gleichung  der  Kegelschnitte  und  des 

oder : 

((öj  -öocost0o,  )(öa-ö0cosM?20)— ö02  sint02o*int0Oi  1 sint0ol  sintfl^sinu^, 
)(öt-c5|  costTj  2)(ö0— öj  co8teol )— öt  *sint0ol  sinw?,  2J  sint0ol  sin  w,  48inw20. 

Nach  gehöriger  Substitution  und  Division  durch 

sin  u>0|  sin  wi%  sin  tc20 
erhält  man  den  folgenden  Ausdruck: 

(#>— öo)2cost0l2     C/>i— ^i)2coswg0 


6)  J'j^ 

7  (  81 


8inir0|  sintcgo  sint»if  sina>0| 

.  (/>»— ö2)*cost0Oi) 
;    sin  W20  sinu?! 2  ) 


=  — (öi*— 2äiO2C08tt>is  +  ö22)/?02 

—  (©2*  ~  2ö2ö0cos  to20  +  ö0a)  /'i2 

—  (ö0* — 2ö0öt  cos  wol  -h  ö, a) /j,2 

-f  2{Ö0Ö,  —  Ö2(ÖoCO8«0i2  +  ÖA  COSt02O  —  ^2C0SW0l))  PoPl 
-f  2  {Öj  Ö2  —  Ö0  (—  Ö0  COS  «©12  +  Öt  COS  IT,,,  +  G>2  COS  W0l )  }  p,  p2 
+  2(0200—0!  (ÖoCO8t0,2 — Ö,  COS  1020  +  Ö2 COS I0oi )J/?2^0 

oder: 

7)  j%  [  (Po-5o)2cost<?ia  .  iPi  -ö^cob^q 

\    sin  t0o,  sint02O  sin  Zü14fcsin«eol 

(pa~  ö2)*cost0ol) 
sin  «020  sin  t0i2  / 

=  —  (5i9— 25iÖ2Cosi012-f  öa2)poa 

—  (ö22—  2ö2ö0  COSf02o  -f  ö0*)  /?!2 

—  (ö0*— 2ö0ö,  cost0o,  +  ö,*);^a 

-f  2 { (ö0— ö2 cos  w'ao)  (öt  —  ö2  cos  10, 2)  —  ö22  sin  t0, 2  sin  ti?10 )  p0 Pi 
-f  2j(öi~öocos«0ol)(ö2  — öocost02o)—  öo2sint02osint0OI  1^!/^ 
+  2  j  (öa—  öi  cos «0, 2)(ö0  —  öi  cos  wol )  —  ö, 2 sin  win  sinio, 2  j  ;?2  ;>0 

Nach  5)  ist  folglich  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegel- 
schnitte : 
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-  — 'iÖi  G)2  COS  t©,  2  -f  Ö22)  Po2 

— (ö22  —  2ö>2ö0  cos  ic*0  -f  Ö02) /?i 2 
-(ö02  —  2ö0ö,  costcol  +  ö,2)p22 

+  *2{ö0öi  ~  öa(ö0costr12  +  Ö!  costo20  —  ö2cost<70,))f?0pi 
4-  2  {ö1 ö2  -  Ö0  (—  ö0  cos  ti>ia  +  öi  cos  wtQ  +  ö2  cos  «?0I )  J  px  p% 
+  21ö2ö„  —  öt  (ö0cosw>,2-  öi  cosw20  +  öacostr0i)jpap0 

=  0, 

oder: 

9)  G^/lpo  +  tf^  +  C^)2 

—  (Ö,2  2Ö|Ö2COS10i2  +  Ö22)  p02 

—  (Öa2  —  2Ö2Ö0  COS  MJjo  +  Ö02) /?i2 

— (ö02— 2ö0öi  cos«?ol  -f  öi2)/>22 

+  2  { (ö0  —  ö2  cos  tcao)  ( öi  —  ö2  cos  tu,  2)  —  ö22  sin  tox  2  sio  tc^  J  poPl 
-f  2{ (öi  —  ö0 cos  u)0i )  (ö2  —  ö0 cos  u?2o)  —  ö02  sin  «?20 sin  wol  \  px  pt 
+  2{(ö2  —  öi  costcit)(ö0  — öi  cosa?0I)  —  öi2sinto0,  sin  w12}  p2/>() 

=  0. 

Setzen  wir  aber  der  Kurze  wegen: 

10) 

A'z=    ö,2  —  2öiö2co8ir,2  +  ö22— 6'2^2, 

B'  s    ö22— 2ö2ö0  cos  m?20  +  ö02  — 

C'  =    ö02 — 2öuöi  cosiüoi  +  öi2—  G2C2, 

/)'= — 2{ö0öi  —  ö2(ö0cosw12-f-  ö|  cosir20—ö2  costc01)  f  G'MÄ) 
=  — 2{(ö0— ö2costü20)(ö]  —  ö2costcI2)  —  ö22sinM?i28intr20-f  G*AB)t 

£'  =  —  2{ö,ö2  —  ö0(—  örtcostü|2+öi  costo20  +  ö2coswOI)  +  6'2i?C,j 
=  —  2{(ö,  —  Öocostu0,)(ö2-  ö0costr20)— öo2siiito208intc0,  -f  (**BC\, 

f  '  =— 2)ö2ö0  —  ö,  (ö0co8U)i2  — ö,  costr20  +  ö2costt>0i)  +  6'26^} 
=  —  2  |(ö2  -  ö,  cos«?!  2)(ö0  -  ö,  co«toU| )  -  ö^siriWoi  si  n  tc,  2  +  6'2CVI  ( ; 

so  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte: 
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H) 

*W  +  B'Pl*  +  C>22  +  D>oPl  -f  E'pM  +  Fptp»  m  0. 


§•  3. 

Es  ist  nun  auch  leicht,  die  allgemeine  Gleichung  des  Kreises 
zu  finden.  Bezeichnet  nämlich  r  den  Halbmesser  des  Kreises,  so 
ist  nach  Thl.  XXXVIII.  S.  426.,  wenn  jetzf  G0,  <Slt  ot  die  Coor- 
dinaten  des  Mittelpunkts  des  Kreises  bezeichnen: 

2     (Po— gpPcoston     (Pi— 5,)acosii>g0     (p2-ö2)2costool  _  0 
r  +    sinu7olsin«02o  sintt>12sintc0I    +  sinw^sintcu 


oder: 


. r   ■       \    sinto0i  sin^o  sin«?iasintc0i 


(^2—  Q2)2COStgol)  _  0 

sintT20sintü|2   j  ' 

- 

also  nach  3),  6)  oder  3),  7): 

f    p0*  sin  tr, 2«  +  pt 2 sin  ccjo2  +  p22  sin  w0l 2  )  ft 

\  +  2/70p!  8in«712stntü2o  +  2p,p2 8in«7208inw?0i  +^tp0sin«c0l8intr,1) 

—  (ö^  —  2ö1ö2cosu>,2  +  ö22)p02 

—  (ö22 — 2ö2ö0  cos  w?20  +  ö>o*)  Pi2 

—  (ö02  —  2ö0ö,  cos  ool  +  ö^)  p22 

+  2  lÖoÖj  —  Öa((50CO8M7,2H-  «!  C0Stt?20  —  Ö2  COS  M>0,  )  )  p0  JJj 
+  2  {  Öt  <52  —  50 ( —  Ö0  C08 tü12  +  Ö,  COS  w20  +  ö2 cos tcol )\Pipt 

+  2  l  ö2ö0  —  öi  (ö0  cos  to, 2 — ö,  cos      +  ö2  cos  w>01  )  |  p*  p0 

=  0 

oder: 

j  p02sinu>12*  +^1»sin«720*  +  />22sin  u>012  |fl 
*  +  ^popisinicgjsinw^f  2p1p28'»nw2osin«7ü,+2/?2/?o8",l°oi  sinw12) 

—  (öt2  —  2ö,  ö2  cos  tc12  +  ö22)  p02 

—  (ö22  —  252ö0  cos  t©2o  i  ö02)  /?,2 

—  (ön2— 250Ö!  cosw0l  +Ö!2)p22 
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+  2  { (50  —  öa  cos  w2Q)  (5x  —  ö2  cos  toj  a)  —  öaasin  u>ia  sin  10,0 1  p0Pi 
+  21(0!  — ö0cos  toOI )  (öa — ö0  cos  m?2o)  —  ö02  sin  «Jjo  sin  tc0i  i  P\  Pt 
+  2{(öa— öj  costria)(ö0  — öi  costcoi)  — Si4s»n«?0,  sintoi*}  Ptp0 

die  Gleichung  des  Kreises,  welche  Gleichungen  man  aber  auf 
der  Stelle  auf  die  folgende  Form  bringt: 

12) 

(Ö!*— 20,0^081©!,  +  öaa—  r*s\nwl%*)pc? 
+  (öaa — 2öaQ0  cos  tt?«,  +  ö0a  —  r2  sin  ">2o2)  Pi4 
+  (ö0* — 250öi  cos  tc0I  -f  Sia  —  ra  sin  irol a)  p^ 
^[öo«!— ö^öocostt^+^coswjo-öjc^^ 

— 2  (üi  öa-  ö0(-öocostü1  t+Ö!  costcaü+ö2co8^0i ) + rasin  w^sinioo,  Jp,  j?a 
— 2{5aÖ0— öj  (ö0cos«>ia—  5,  cosw20+öacostD0i)  +rVinw0,  6inw>12}/?2/>\> 

=  0, 

oder: 

13) 

(c^1— 2c5i5»costPi9  +  öaa— rasinwiaa)/?0a 
+  (öaa—  20^00008^  +  ö0a— rasin  «W^i2 
+  (ö0a— 2ö0ö,  cos  W01  +  öia — r8  sin  tt>01a)/?2a 
-2{(ö0— ^cos«>to)(öi-ö*coswi^— 

-  21(0!— ö0cos«>oi)(ö2— öocoswao)— (ö0a— ra)sinwwsinw01lpi 
— 2{(5a-51cosfi?12)(ö0— ö^osicoi)— (öla-ra)sintöoisinwlt}f?2p0 

=  0. 

Setzt  man  der  Kurse  wegen: 

14) 

Ax  =    c5,a  — 2515acos«r12  +  5aa— rasinwI2a 
Bl  =    öaa— 25ao0  cos  «cao  +  ö0a  —  ra  sin  a>aoa, 
C,  =:    0^—2000!  costüoi  -f  öia— rasin«?0la 

17» 
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2(000!— öa(ö0coswlt +Öj  cos 
=—  2((ö0— öjCostrjoXöi  —  £>2co8u>it)  —  (S«9— r^sint^^siDtr«)!, 

=— 2{Ö!  öa-ö0(-ö0co*«>i*+öi  costrao+ü^cosicoij+r^intctosintco,  I 
= — 2((ö5j— 50costc0i  )(ö2—  öocoswjo)— ( ö0a— r*)8in  Waosin  »oi } » 

F,  =— 2(öÄö0-ö,  (ö0cos«>ia-öi cosu^-f ö^costro^+r^inicoisinw, 4| 
= — 2  {(5a — ö)|  costoj  2)(ö0  —  03]  cos«701 )  —  (öj*— r*)si  ntooi  sin  tC|J ; 

so  ist: 

16) 

Po2  +  ^i  Pia  +  ^i  Pa*  +  4  JWt  +     PiP% + *i  Wo  =  0 
die  Gleichung  des  Kreises. 

§.  4. 

Nach  §.  2.  und  §.  3.  ist  die  Gleichung  eines  jeden  Kegel- 
schnitts ,  mit  Einschluss  des  Kreises,  zwischen  Dreilinien -Coor- 
dinaten  oder  sogenannten  trimetrischen  Coordinaten,  von  der  all- 
gemeinen Form: 

AV  +  »PI*  +  DpoPi  +         +  ?P*Po  =  ü. 

Umgekehrt  kann  aber,  weil,  wie  die  Formeln  in  Tbl.  XXXVIII. 
S.  399.  oder  S.  404.  zeigen,  die  Coordinaten  p0,  plf  p%  durch  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  immer  in  linearer  Form  ausge- 
drückt  werden,  jede  Gleichung  von  der  Form 

Ap0*  +  B/>i*  +  Cp«*  +  VpoPi  +  Ep,  p% + Fp*p0  =  0 

auf  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ax*  +  By* + 2Cxy  +  2Dx  +  2Ey  +  F  =  0 

zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten  oder  cartesischen  Coordi- 
naten überhaupt  gebracht  werden,  und  die  durch  die  erstere  Glei- 
chung charakterisirten  Curven  können  also  von  den  Curven,  welche 
durch  die  letztere  Gleichung  charakterisirt  werden,  nicht  ver- 
schieden sein. 

§.  5. 

Zwischen  den  Grössen 
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A\    B\   C\   />',   E*.  F' 


in  §.  2.  10)  und 


^i»    Bi»  ^i 


in  §.  3.  14)  finden  verschiedene  Relationen  Statt,  von  denen  wir 
jetzt  einige  entwickeln  wollen. 

Zuerst  erhalten  wir  leicht: 

Ar  -f  &  +  C  +  D' cos icoi  +  f£'cost©ia  +  F'  cos  to^ 
=i     Ö!2— 2öi52cosw,a+ö22 
-|-  öa2 — 2öaÖ0  cos  tcao  +  ö04 
-I-  ö02—  250ö,  costc01  +  ö,2 
— 2Ö50c5t  cos  «?0i  —  2«!  öa  cos    a — 2  öaö0  cos  ti>  20 
+  2öa  (ö0  cos  t©la  +  öi  cos  «>2o — öa  COS  fC0i)  cos  t©01 
+  2ö0  (  —  ö0  cos  wi%  +  öi cos  w«>  +  ö»  008  ^oi)  cos  2 
+  2öj  (ö50cos  iüia — G>i  cos  «?2o+  öacostr0|)cosw2o 

-  G2^2  f  Ä«4  C*  +  2ABcobw01  +2BCcoswLi+WA  cosio^) 
=    250a(l  — cosid,.»)  +2öl2(l—coswto2)  +  2öa2(l  -  cos  tr0i2) 

— 4a0äi  (cos  woi  "~  cos  wi2  cos  wao) 
— 4ö1  öa  (cos  toia  —  cos  tcao  cos  ic0i) 
— 4ö2ö0  (cos  W20  —  cos  woi  cos  wia) 

-  G2  {A*  +  £2  +  C2  +  1AB  coswOI  +  21f  Ccos  wl%  +  2C4  cos  w2o)» 
also,  weil 

coswoi  =  cos(uji2  +  «?2o)  =  costoia  cos  — sin  w^sinicjo, 
costcia  sss  cos^bo  +  ^o!)  =  cos  w^q  cos  Woi  —  sio  tcaosin  f00i, 

COS ^20  =  COS(«?ol  +  W12)  =  COSW01  COSWia  —  SUlfOoi  8in.U7)2 

ist: 

£  4.  B'  +  C  +  /)'  costcoi  +£'  costi>,a  +  F'  cos  w40 

_  ^  (    ö02sin  wla2  +  öt2sin  10202  +  öa2 sin  to012  ) 
\  +2ö051sinwiasin«>2o+2Si  5asintC2osinic0i+2öa3os'inwoi8iuwia) 
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+  C*+2^Äcostr01  +2ÄCco8tr1Ä  +  2C^coaW|0) 
=:     2(ö0  sin  tcla  +  öi  sin  ww  -f  5«  sin  tool)* 

-  +  Ä*  +  C»  +  2.4ÄC08ir01  +  2*^08«^  +2^0081^), 

folglich  nach  3)  uod  4): 

16) 

A'  +  B'  +  C '  +  />>  cos  w01  +  E'  cos  to, »  -f     cos  tr*,  =  —  (n« — 2) 

=  (2  -  n*)  J2, 

oder : 

17) 

A'  +    '  +  C  +  />'  cos  u>ol  +£'  cos  «>ia-f  F'  cos 
Für  die 

Ellipse,    Parabel,  Hyperbel 
ist  bekanntlieh  beziehungsweise 

n  <  1,   n  =  I,   n  >  ]; 

also  ist  für  die 

Ellipse,   Parabel,  Hyperbel 

nach  16)  immer: 

18).  .  .  A'+B'+C'+D'co8u>ol+E,cotiwl%+F'cosw90<2J* 
and  nach  17)  beziehungsweise: 

A  +B  +C'  +  iy  cos  «>oi  +  £'cos +  F'cos  w20  >  ,/» 
+        6v  +  Z)'cosw0l  +  £'cosf©la+F'costi>>0  =  JÄ, 
+     +  C'  +  Z)' costrül  +  JE,cosirla+F'co8w40  <  J*. 
Aus  16)  erhält  man  die  Formel : 

19) . .  .wa  =  2Jg-  (A'+B'+C'+D'coswn  +l'costt>ia+F'costtW 

Bei  der  Hyperbel,  wo  n>]  ist,  ist  für 

«  <  V2,   n  =  V2,   n  >  V2 
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respective : 

A  +  B'  +  C'  +  />'C08W0l+f;'C08Wi2 +F'C0S«720  >  0, 

A  +  B?  +  C'  +  /)'costt>0,+2S'costi>lt  +  F'cosiow  =  0, 
A'  +  B'  +  C  -f/>'cosf0oi  +£'cos«>12  +  F'costo^  <  0. 

Ferner  erhält  man  leicht: 

^i  +  #i  +  Ci  +  A  cos  »oi  +  #i  costüi,  -f  Fi  cos  «?20 
=     öi*  —  2ö1ö2cost0i2  +  Ö2a 
+  ö22— 2ö2Ö0  cos  W?20  +  5o* 
+  30l— 250ö1co8w0i  + 

—  2ö0öt  cos  «?01  —  2<5tG)2 cos — 2ö2<50 cos 

-f  2ö2  (ö0  cosw12  +     cos  «W—  3»  cos  tc01)  COS  «?oi 
+  2ö0  (—  50  cos  w\  *  +  ®i 008  MJ»o — S4  cos  f©0i) 008  wi  * 

-f-  2öi  (50  C0S  ^19  ~~      COS  W20  +  5a  C08  w0l)  COS  WJ20 

,     sin  wol*  +  sin  w>l2a  +  sin  u>2a*  \ 

\  +  2cos  w01  sin  tc12  sin  tc^  f 

—  r*  {  .  >, 

i  4-2sintü0iCos«?ltsintcio  L 

l  +  2sinfo018inu7i2costD20  ' 
also  ganz  wie  vorher: 

^!  -f  Ät  -+  Q  +  Dx  COS  10ol  +  Ex  COS  U>la+  f\  COS  W20 

1    sin  to0i2  +  sin  w\ aa  +  sin 

1  -f  2cos  w>0i  sin«)  12  sin  W20 
=  2.Z9  —  r*  < 

j  -f-  2si  n  tc0i  cos  ti>i  2  sinu?20 

l  +  2sin  toQl  sin  t0]2  cos  ww 
Nun  ist  aber: 

sin  tc01a  +  sin  t©i2»  +  sin  u>aoa 
=     sin  tc0|a  -f  sin  t0i2a+  sin  (w01  +  wi2)* 
=      sin  wol  a + sin  t©j  2a  +  sin  u>01*  cos  u>,  2* + cos  wol  2  sin  m>12* 
+  2sin  t©ol  cos  wol  sin  wt  2  cos  t©i  2 
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—       1  —  CO«  Woi  8  COS  10iaa  -f  1  —  COS  I0oia  cos  wl  a* 

-|-  2sinte0|  cosw0l  s\nwl2co8wl2 
=     2— 2co8tüolcosw7I2(cos^olcosuj1Ä  —  sinu?oiSinu;lt) 
=     2 — 2  cos  w0i  cos  to,a  cos  (tc01  + 
=     2(1  — cos  t0Oi  cos  tcla  cos  tcso); 
und  ferner: 

cos  ißoi  sio  w?ia  sin  tOgo 

-f-  sin  u?0|  cos  i4?12  sin  w>20 

-f  sin  w?01  sin  w14  cos  wao 
=  —  sin  (woi  -f  wia)a  -f  sin  tc01  sin  toia  cos  (w01  +  to,a) 
=  —  1  +  cos  (wol  +  wi2)  {cos  (tc01  -f  wia)  -f  sio  «?01  sin  to12j 
=  —  1  -f  cos  (wol  -f  tü12)  cos  wol  cos  10,  a 

=  — l4-costc0|  cosw?iacos ^20  =  —  (1—  CO810ot  costol2cosww)  *); 
also  ist: 

20) 

sin  «?0ia  f  sini0iaa+ sin        =  (1  —  cos  w0l  cos  toia  cos  u;ao) , 

cos  i0oi  sin  Wia  sin  i02o 
+  sin  t0ol  cos  10(  a  sin 
+  sint0oi  sin  10]  a  cos  1020 

=  —  (l  —  COS  10O1  COS  10!  2  COS  102O), 

*)  Beiläufig  mag  hierbei  bemerkt  werden,  duss,  wovon  man  «ich 
durch  eine  einfache  Betrachtung  aller  möglichen  Fälle  leicht  überzeugt, 
jenachdem  das  Fundamental-  Dreieck 

«pitzwinklig,    rechtwinklig,  stumpfwinklig 
ist,  das  Product 

costt01  costt>ls  costt>2o 

beziehungsweise 

negativ,    null,  positiv 
ist;  dagegen  ist  das  Product 

sintt>01  sinfP19sin  w2i, 

immer  positiv. 
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sin  tc0i  * + «in  wl%*  +  sin  *c20' 


-f  2cosfc0]  sina?14sin  w20 
-f  2  sin  u>ol  cos  wx  s  sin  wi0 
+  2  sin  tcoi  sin  t0i2  costo  2o 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 
21)  .  .  .  ^i+Äj  +  Q  +  Acosuto  +£lcoswia+F,cosic,o 
Bezeichnet  man  nun  die  Grossen 


so  ergiebt  sich  ans  dem  Obigen  Folgendes : 

Für  die  drei  Kegelschnitte  im  engeren  Sinne, 
für  die 


A+B+C+  Dcosuto  +  EcostOij  +  Fcoswao  <  20*; 
dagegen  ist  für  den  Kreis. 

A+B+C+  Dcos«701  +  Ecoswia  +  Fcosu>,0  =  20*. 
Für  die 


ist  beziehungsweise: 

A  +  B  +  C  +  Dcosttta+Ecoswia+Fcoswao  >  J2, 
A  +  B  +  C  +  DcostCoi  +  Ecosm?12  +  Fcosicjo  = 
A  +  B+C  +  Dcoswoi  +  Ecostoja  +  Fcostcjo  <  Jt 
Im  Falle  der  Hyperbel  ist  für 


insgesammt  durch 


A,   B,    C,    D,    E,  F; 


Ellipse,   Parabel,  Hyperbel 


ist: 


Ellipse,  Parabel,  Hyperbel 


n  <  V2,    n  =  V%   n  >  V2 
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beziehungsweise: 

A  +  B  +  Cf  D cos w0i  +  E costOu-f- F cos w2Cl  >  0, 
A  +  B  +  C  +  Dcosir0i  +  Ecostcia+Fcostt>ao  =  0, 
A+B  +  C+  Dcosto01  -f  Ecostol2+  Fcostrao  <  0. 

Dass  hier  im  Falle  der  drei  Kegelschnitte  im  engeren  Sinne 
die  Grössen 

A\    B\    C'$    D\   E',    F* ; 
im  Falle  des  Kreises  die  Grossen 

AXt  Blt   Cif  Dlt  Elt  F% 

durch  die  Zeichen 

A,   B,   C,   D,   E,  F 
repräsentirt  werden,  versteht  sich  nach  dem  Obigen  ?on  selbst. 


§.  6. 

Wenn  man  mittelst  der  drei  ersten  der  Gleichungen  14)  die 
Grossen  ö02,  of,  öa2  bestimmt,  so  erhält  man  ohne  Schwierigkeit: 

2ö0*  =    2o0üi  cos  wol  —  2ÖJ  öa  cos  wl2  +  2öaö0  cos 

+  r2(sin  «?oi  2  —  sin  «>ia2+  sin  w*?)  +  (—  Ax  +  Bx  +  C, ), 

2c5ja  =    2ÖO©!  costc0I  + 2ö1öacosto,a— 2öaö0  cosw20 

+  r* (sin  «70i2 -f  sin  toia2 — sin  w20*)  +  (At  —  Bx  +  (\ ) , 

2öa2  =—200«!  cosi<?01  -f  251oacost<;,a-t  2öaö0costcao 

+  r2(—  sintc012+sintola2  -fsintc^2)  +  (Ax  +  Bx  —  C,). 

Nun  ist  aber: 

-"Sintr0ia  +  sinfpiaHsinw20a  =  sintt7ia*+sinMJ202—  sm(fc,a 

=     sinto,a2  +  sintujo2—  sintcIa2cosM>209— cos  wia2sint^02 

—  2sintoiacos  toiasin  to20cos 

=     2sintt>ia6int©ao(sint0la6intf>ao  —  cos«ciacosti>20) 

=  — 2sintcia  sin  ti^  cos  (tcja  +  «k0)  =  —  2costi>ol  sinto^sioti^, 

also  überhaupt: 
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— sin  wqi  1  +  sin  «jj  22  +  «i  n  ww%  =  —  2cos  wol  sin  w,  9  sinwgo > 
sintüoi*— sin«>,ft2-f-siuw20*  =  —  2sint0Oi  cos  t012  sin  1020 1 
sin  w0l2  +  sintrt22  —  sin  m>202  =  —  2sin  t0ol  sin  10,2  cos  1*30 ; 

folglich,  wenn  man  die  obigen  Gleichungen  zugleich  mit 
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COSt0,a,    COStOso,  costrot 


multiplicirt: 


2Ü0*CO8  tots  =     2öoö,  cos  »oi  cos  u>|*  —  25,  ös  cos  «0,2* 

+  'ittsttocosteitcosto 

— 2rVmtc0i  costcia2sitiw20  +  (—  ^i-fA  +  C^cosw,* 

l&fcosww  =     2ö0ö,  costosocoste0|  +  2(3,0»  cos  10,2  cos  tu*, 

—  2Öaö0cosu>soa 

—21*840100, 8intri2costt>20*  +  (^r-Äi  +  C4)  cosw20, 

2ötacosic0,  =  —  2ö0ö,  cos  u>oia  -f  2ö,Öt  cos  tt>oi  cos  10,2 

-|-  2ottü0cos  Wao  COSWoi 
— 2r*  cos  «?oi a  sin  »i«  sin  tojo  +  (^i  +  ^i  —  ^i)  cos  wol . 

Wegen  der  drei  letzten  der  Gleichungen  14)  ist: 

-2ö0*cos  wlt  =  -2ö0öi  costtjo +  2ö,öÄ— 2Ö2Öacostuol 

+  2r* si  n  itjo  «■ n *0O,  -f  £7, , 

— 2ö1*cos«?2o  =  —  2ö0ö,  cos  tu,*  —  2Ö5,  öa  COSIOoi  +  2Ö2Ü0 

+  2r*  sin  tc01  sin  10,  *  +  F, , 

-  2ä,*cos  t*oi  =     2ö05i  — 2e5,Ö2Cosic2o— 2ötö0co8iCj2 

-f-  2r*  sin  10,  *  sin  »20  +  &i  • 

Verbindet  man  nun  diese  zwei  Gruppen  dreier  Gleichungen  durch 
Addition  mit  einander,  so  erhält  man,  weil: 


COStOo!  COS  W12 — COS  IO20  =  CO8t0ol  COS  10^ 

=  sin  tco!  sini0|2, 


—  COs(l0o,  -f 


C08  Wj2  COS  t02O  —  C  08  W0 1 


COS  t0|.2COS  10«2O 

sin  t0|2sint02o> 


—  COS  (|0|2  +  «02o) 


COS  UJjo  COS  I0oi  —  COS  10,2  =  COS  W20  COS  Wol  ~  C08  (1020  +  w0l ) 

=  sin  t02o  sin  t0Oi 
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ist,  ohne  Schwierigkeit  die  folgen  de  d  Gleichungen: 

0  —     2ö0Ö!  sin  tc0,  sin  tc,a 
,  -|-  2S|  öasin  tcia  sin  «>ia 
-f  2öaö0  si  n  ton  sin  mj20 
+  2r*sin  tc0,  sin  ic144sin  tc20 

+  (-  Ax  +      +  Cx)  cos  ir,  a  +  Et , 

0  =     2c50öi  sin  togosin  u?0l 

+  2öi  öa  sin  tOiSsin  10,0 
+  2ö1öü  sin  tr^o  sin  tcw 

-f  2r*  sin  tcol  sin  tc^sin  ww2 

+  0*1— ^l  +  C^COSfOjo  +  F,, 

0  =     2c50ö|  sin  tc0i  sin  tc0i 
+  25t  öa  sin  tc01  sin  wl  2 
+  2öaÖ0  sin  irÄ)  sin  a>0! 
4-  2r*8int0Oi*sintci2sin«f72n 
+  (^l+#i-Ci)co8«cOI  +  0l; 

also: 

22) 

(—  Ax  +     +  €i  )  cos  m>,  a  +  £^ 
=  —  2Ö0ÜJ  sin  tcol .  sio  tc,a 
— 2©!  öa  sin  tclt .  sin  ton 
— 2ÖaÖ0sin  10,0 .  sin  teia 
— 2r*  sin  w0l  sin  wia  sin  »*, .  sin  tri 

(4-^,  +  Ci)  cos  •cto+JV 

=  —  2ö0ö,  sin  tc0i .  sin  tc^ 

—  2(51ötsiotO|a.sin  tr^o 
— 2(5aÖ0sin  irjo  -  «in 

—  2r*  sin  «j0i  sin     t  sin  iij^  .  sio  tc^o, 
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MI+#1-£1)co*ii>01  +  A 
=  —  2ö0öi  sin  tr0i .  sin  tr0I 
—  2ö,  öa  sin      .  sin  tr0i 
— 2öaö0  sin  Wjjo  .  sin  wol 
— 2r*sin  tc0i  sin  tci2  sin  «fe) .  sin  w>ol . 

Daher  ist: 

'23) 

(Ai  +  Bi     Ci )  cos  wol  +  Z>, 
sinto0i 

sinto19 

sinic^ 

=  —  2cö0(3i  sintr0| — 2Öl(5^a\[)wl2 — 2öaö08in  ^20 
—  2r3sin«70,  sin«7ia8intt'20. 

Aehnlicbe  oft  sehr  bemerkenswerthe  Relationen  giebt  es  noeb 
ubr  fiele,  bei  deren  weiterer  Entwickelung  leb  mich  aber  jetzt 
oicht  aufhalten  will,  da  schon  das  Vorhergehende  deutlich  genug 
zeigt,  wie  dergleichen  Relationen,  an  denen  ja  die  Mathematik 
überhaupt  so  unendlich  reich  ist,  in  grosserer  Anzahl  leicht  ge- 
funden werden  können. 


18» 
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XXVIII. 

Allgemeine  Discussion  der  Gleichung  der  Linien  des 

zweiten  Grades. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Der  Gegenstand  dieser  Abhandlung  ist  schon  oft  —  auch  von  mir 
selbst  in  früheren  Theilen  des  Archivs  und  anderw  ärts  —  behandelt 
worden,  und  nicht  selten  auf  besonders  elegante  Weise.  Wenn 
ich  denselben  in  dieser  Abhandlung  einer  neuen  Behandlung  unter- 
werfe, so  beabsichtige  ich  dabei  hauptsächlich,  vollständig 
entwickelte  ganz  allgemeine  Formeln  anzugeben,  mittelst  wel- 
cher alle  die  betreifende  Linie  des  zweiten  Grades  bestimmenden 
Elemente  unmittelbar  und  ganz  ohne  Weiteres  aus  den  Coeffi- 
cienten  der  allgemeinen  Gleichung  des  zweiten  Grades 

für  jedes  ganz  beliebige  Coordinatensystem  berechnet, 
und  also  auch  die  Axengleichungen  der  Kegelschnitte  sogleich 
und  ohne  alle  Mühe  aufgestellt  werden  können.  Wrenn  nun  auch 
diese  Abhandlung  einiges  Bekannte  enthalten  wird,  was  bei  einem 
schon  so  oft  behandelten  Gegenstande  nicht  anders  sein  kann: 
so  glaube  ich  doch,  dass  der  vorher  angegebene  nächste  und 
Hauptzweck  der  folgenden  Untersuchungen  —  wenigstens  tbeil- 
vi  eise  —  noch  nicht  so  vollständig  und  mittelst  so  leicht  und 
ganz  unmittelbar  anwendbarer  Formeln,  die  gar  keine  Zweideu- 
tigkeit iu  den  beabsichtigten  Bestimmungen  zulassen,  erreicht 
worden  ist,  als  es  —  nach  meiner  Absicht  wenigstens  —  hier 
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geschehen  ist,  weshalb  ich  dieselben,  vielen  von  mehreren  Seiten 
her  gegen  mich  geäusserten  Wünschen  nachgebend,  hier  ver- 
öffentlicht, und  zugleich  auf  einige  Beispiele  angewandt  habe. 

Ganz  vorzuglich  bemerke  ich  aber  noch,  dass  ich  bei  der 
Publication  dieser  Abhandlung  noch  den  besonderen  Zweck  habe, 
das»  mir  dieselbe  zur  Grundlage  für  eine  vollständige  Discussion 
der  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  Dreilinien  Coordinaten 
oder  sogenannteu  trimetrischen  Coordinaten  dienen  soll,  welche 
ich  in  der  unmittelbar  der  vorliegenden  sich  anschliessenden  fol- 
genden Abhandlung  in  einer  Vollständigkeit  zu  geben  hoffe,  wie 
dies  noch  nicht  geschehen  sein  durfte.  Dazu  war  es  mir  notbig, 
die  Discussion  der  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  car- 
tesischen  Coordinaten  gerade  in  der  Vollständigkeit  und  Durch- 
führung im  Einzelnen  vor  mir  zu  haben,  wie  dieselbe  in  dieser 
Abhandlung  vorliegt,  indem  frühere  Arbeiten  über  diesen  Gegen- 
stand mir  für  den  in  Rede  stehenden  Zweck  nicht  im  Entfernte- 
sten die  erforderliche  Grundlage,  wie  mir  dieselbe  wünschens- 
wert und  noth wendig  war,  zu  liefern  geeignet  waren. 


Die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  des  zweiten  Grades  für 
ein  beliebiges  Coordinatensystem  der  xy,  dessen  Coordinaten- 
winkel  wir  durch  a  bezeichnen,  sei: 

1).  .  .    Ax*  +  By*  +  2Cxy  +  2I)x  +  2Ey  +  F=0. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt,  dessen  primitive  Coordinaten 
f»  g  sein  mögen,  als  Anfang  legen  wir  ein  neues  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  der  xl%  yv  Den  von  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  xt  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  eingeschlos- 
senen Winkel,  indem  wir  diesen  Winkel  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x  an  durch  den  Coordinatenwinkel  «  hindurch,  also 
nach  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin,  von  0  bis  360" 
zählen,  bezeichnen  wir  durch  |,  und  den  positiven  Theil  der  Axe 
der  yl  nehmen  wir  so  an,  dass  man  sich,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  xx  an  durch  den  Coordinatenwinkel  (xtyy) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  yx  zu  gelangen, 
ln  demselben  Sinne  bewegen  muss,  in  welchem  man  sich  be- 
legen muss,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x  durch 
den  Coordinatenwinkel  «  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der 
Axe  der  y  zu  gelangen.    Unter  diesen  Voraussetzungen  haben 
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wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlang  der  Coordineten  <H 
folgenden  Gleichungen : 

2) 

_        xx  sin(K— 4)— y, cosf>  —  £) 


iioa 

xl  sinf  +  yx  cosj 


•v      *  '  sina 

Fuhren  wir  diese  Ausdrucke  für  ar,  #   in  die  Gleichung 
ein,  so  erhalten  wir  die  Gleichung: 

3) 

f     sin(«-|)g     ffsinff»         sin(«  — g)sinj\  „ 
sin«2     +  *süT«~2  +  2C  slil«2  

f     cos(a  —  |)2     -,cosJ*  cos(a  — £)cos£\ 

+  x  A  r — +  ß~  s  —  *2C  :  n  }  Vi2 

\         sin«2  sin«2  sina2  )Jl 

(     sin2(«  — J)     Äfjn2{     t  sin(«-2^ 
"1^""  «in««"  sin«2~~-C  sin«2 

+       +       +  2C/V/  +  80/  +  2£?  +  F 

=  0, 

welche  die  hauptsächlichste  Grundlage  aller  folgenden  Unter- 
suchungen bildet,  die  lediglich  auf  Transformationen  und  mii«* 
lichste  Vereinfachungen  dieser  Gleichung  zurückkommen. 


■ 

Weil  der  Punkt  (fy)  und  der  Winkel  £  unserer  freien  Dispo 
sition  anheim  gestellt  sind,  so  wollen  wir  diese  Grossen  so  zu  be- 
stimmen suchen,  dass  die.r^y,  und  #iyi  enthaltenden  Glieder  un- 
serer obigen  Gleichung  verschwinden,  und  daher  aus  der  Gle't« 
chung  wegfallen  Dieser  Zweck  wird  erreicht,  wenn  wir  f,  g  am 
den  beiden  Gleichungen: 
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Ä,  <Af+Cg  +  D  =  0, 

|C/+^  +  £  =  ü; 

den  Winkel  $  mittelst  der  Gleichung: 

5) 

A  sin  2  (a — £) — ßsin  2{  -  2Csin  (a — 2£)  =  0 

bestimmen. 

Eliminiren  wir  ans  den  beiden  Gleichungen  4)  zuerst  g,  dann 
f\  so  erhalten  wir: 

(C*-AB)f+CE-BD=0, 

(C*-AB)g  +  CD-  AE  =  0; 

woraus  sich: 

A\  ,_Bü-CE  AE-CD 

0)  '  —  C%—AB9  9  ~  C*  -  AB 

ergiebt,  zugleich  aber  auch  erhellet,  dass  die  Bestimmung  der 
Coordinaten  f,  g  in  endlichen,  völlig  bestimmten  reellen  Werthen 
mir  dann  möglich  ist,  wenn  der  Nenner  der  beiden  vorstehenden 
Bruche  nicht  verschwindet,  also  nur  dann,  wenn 

C*-AB<0 

«st,  welche  Bedingung  wir  also  fiir  jetzt  als  erfüllt  voraussetzen 
müssen. 

Die  Gleichung  5)  bringt  man  leicht  auf  die  Form: 
(A  si  n  2«  —  2Csi  n  a)  cos  2| — (A  cos  2«  -  2  Ccos  «  +  B)  sin  2|  =  0, 

woraus  sich: 

?\  —      Anm%lu — 2Csin« 

1)  tang2§  -  AcQs2a  _  2CcQSa  +  ß* 

oder : 

8) tan^=^cos2«-2Ccos«+Ä 

ergiebt,  mitteist  welcher  Formeln  |  immer  bestimmt  werden  kann, 
wenn  nur  Zähler  und  Nenner  der  vorstehenden  Bruche  nicht  beide 
zugleich  verschwinden,  welchen  letzteren  Fall  wir  daher  für  jetzt 
ausscbliessen  wollen.  Leicht  erhält  man  hieraus  auch  den  fol- 
genden Ausdruck: 
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o*v  B*m  2o  —  2Csina 

8*)  .  .  .  .  tang2(a  — £)  =  -z — ^  — 5  5- • 

"  v      *'      A  —  26cos«  +  B cos 2a 


wir  sin2|,  cos2£  mittelst  der  Gleichung  7)  auf 
bekannte  Weise,  so  erhalten  wir  mit  Beziehung  der  oberen  und 
unteren  Zeichen  auf  einander  die  folgenden  Ausdrücke: 

»> 

.  ^4  sin  2a — 2Csin« 

sin  2£  sss  4-  —  —        —  - r 

X  V(A  sin  2«— 2Csin  «)»  +  (A  cos 2a  -  2Ccos  a  +  B)* 

0    <d  cos  2a  —  26'cosa  -f-  B  

C°8  ^(/lsin2a--2Csin«)*  +  (4cos2a  -~2Ccos«  +  B^% 

oder,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

10) 

sin  2£  =  4-  ^cogg—jQwng 

5         V(W  +  #-2Ccos«)*  +  4(C*-,<i£)siii4*' 

^cos2a  —  2Ccosa  -f  # 

cos2g  =  ± 


V (A  f  £-2Ccosa)*  +  4(6**— JÄ)sina2 
oder* 

11) 

,  2(^1  cos  a—  C)  sina  

8in  «  -  -     (Ä~=~B)*  +  4  (C—  A  cos *)(C—B cos  «)  * 

cos  4  =  ±  ^ ^  _  Ä)1  +  4  (C—  ,4  co*  a)  ( C — Ä  cos  a) ' 

oder: 

1* 

2(A  cos« — C)sina 


sin  2$  =  ± 


cos  2$  =  ± 


\T(A-  B)*8iu  «*  +  {2C-(/4  +  ^)cos«l» 
Acos  2« — 2Ccosa  +  B 


\f(A  —  Bf  sin  a*  +  {2C-      +  tf)  cos  a } « 
Setzen  wir  der  Kurze  wegen: 

13) 

Psina«  =  A  sin  (a  —      +     sin  £»  +  2Csin («— *)  sin  £, 
^  si  n  «9  =  i4  cos  (a  -  J  )*  +  ß  co  s    — 2  Ccos  (« — Ö  cos  { : 
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so  ist: 

(P  +  0)»in  «*  =  A  +  B -2Ccos  a , 

(#>-  0)  8io     =  —  .4  cos  2(«  - 1)  -  Äco«  2^  +  2Cco«  (o  -  2S) 
=  —  (Jco«2ff—  2Ccos«  + J*)cos2£  —  (/l*in2a-2C*in«)  *in2| 

=  T  V  ( A  sio  2a — 2C«iu  *)*  +7^  coVia  —  iCcosä  +  B)*; 
folglich: 

U) 

2/>8«<r*  =      J  +  tf-2Ccos« 

T  \röi*in2a--2C  «in  a)«  +  ( A  cos  2«  — 2Ccos •  +  Bfr9 

2«?sina«  =      ^  +  B—ICeona 

±  \T(A sin  2«  -2C  sina)*  +      co«  2a  -  2Ccos«  +  #)« ; 

ft  H  *»  r  ' 

15) 

T         +  Ä-2Ccos«)* f  4(C*- ilÄ) sio«», 

2Q8inc«=  ^+£-2Ceos« 

±  V {A\ B  —  2Ccos «)*  + 4 (C*—  J J?) »in «* ; 

oder: 

1«) 

2P  «in  «*  =s     J  +       2Cco8  « 

^  ^-^)*-f  4(C-Jco««)(C--ÄCOS~a), 

2^gina»  =      A  +  #-2Cco«a 

i  V(A  —  #)*  +  4  (C— J  cos «)  (C -  B  cos  «) ; 

oder: 

17) 

2Psin«>=     J  +  J?— 2Ccos« 

T  V(^-^)»8in««+{2C-(J  +  Ä)cos«}», 

2Qsinc«  =     ^  +  Ä  —  2Cco«« 

±  V(i<  —  #)»siii«*  +  {2C— <^  +  B)co8cr}«. 
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Aus  den  Gleichungen  15)  ergiebt  sieb  auf  der  Stelle  die 
wichtige  Gleichung: 

18)   PQ*\na*  =  -  (C*  —  Aß). 

Führen  wir  die  Ausdrucke  6)  von      g  in  die  Grosse 
Af2  f  Bg2  +  Wfy  +  2/>/+  2Eg  +  F 

» 

ein,  wobei  wir  bemerken,  dass  diese  Grosse  auf  die  Form 

Cg  +  D)f+(Cf+Bg  +  E)g  +  Df\ Eg  +  F 
gebracht  werden  kann,  und  daher  nach  4) 

Df+Eg+F 

ist;  so  erhalten  wir  für  dieselbe  mittelst  leichter  Rechnung  den 
Ausdruck: 

i  AE*+BÜ*+FC*-ABF—WDE 

C2-  AB  * 

welche  Grosse  wir  im  Folgenden  durch  Sl  bezeichnen,  also: 

m  o  _  AEZ  +  FC*  —  A  BF—  2CDE 

19)  ...  U  _  C*—AB 

setzen  wollen,  so  dass  also 

20)  .  .  .   Ap  +  Bgi  +  ICfg  +  Wf+lEg+F^Sl 
ist. 

Rücksichtlich  des  Zählers  der  Grosse  &  bemerken  wir  noch 
die  folgenden  Relationen: 

20*) 

A(AE*  +  BD*iFC*-ABF—WDE) 
=  (AE-CD)2-{C2-AB)(D*-AF), 

B  (AE2  +  BD2  +  FC2  —  ABF—2CDE) 
=  (#  Z>  ~£C)2-  (£»—  #f )  (C»  —  IM), 

F(4F2+  #Z)2+  FC2—  ABF—2CDE) 
=  (FC—  DE)2 — (D2—FA)(E*—FB);  •  ' 

In  Folge  aller  dieser  Bestimmungen  erhält  nun  die  Gleichung 
3)  nach  gehöriger  Substitution  die  folgende  Form: 

2!)   PariH- CtyiH  &  =  0, 
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oder,  wenn  die  Grösse  Sl  nicht  verschwindet,  die  Form: 

22)  £*iÄ+S*Ä+i«fc 

Wir  unterscheiden  nun  die  folgenden  Fälle: 

I.  C*-AB<0. 

Es  ist  hier  zuvörderst  zu  bemerken,  dass  die  Grösse 

A  +  B  —  Wcosa 

in  diesem  Falle  mit  der  Grösse  A  -\-B  immer  gleiches  Vorzeichen 
hat,  was  auf  folgende  Art  bewiesen  werden  kann.    Es  ist: 

also : 

(A  +  B)*-4AB^  0,   (A  +  B)*  =  4AB; 
folglich  um  so  mehr: 

{A  +  B)*  y 4 AB cosa* 

also,  weil  nach  der  Voraussetzung  C*  <  AB  ist: 

M  +  J?)*  >  4C3cos«a 

oder: 

(A  r  ff)*— 4C*cos«*>  0. 

Daher  ist  der  absolute  Werth  von  A\-B  grösser  als  der  absolute 
Werth  von  2Ccosa,  woraus  das  zu  Beweisende  unmittelbar  folgt. 
Auch  könnte  man  auf  folgende  Art  schliessen.  Nach  dem  Vor- 
stehenden ist: 

+        2Ccosa)(^  +  ff-f  2Ccosa)  >  0, 

und  die  beiden  Factoren  dieses  Products  haben  also  gleiche  Vor- 
zeichen. Ist  nun  A\B  positiv  und  2Ccos«  positiv,  so  ist 
A\  B\  2Ccosa  offenbar  positiv,  also  auch  A  \  B  —  2Ccosa  po- 
sitiv. Ist  A  -f-  B  positiv  und  2<7cosa  negativ,  so  ist  A  +  B  —  ICcosa 
offenbar  positiv.  Ist  A  +  B  negativ  und  2Ccos«  positiv,  so  ist 
A  +  B  —  2Ccosa  offenbar  negativ.  Ist  A  +  B  negativ  und  2Ccos« 
negativ,  so  ist  A  +  B  4-  2C cos  a  offenbar  negativ,  also  auch 
A  +  B  —  2Ccosa  negativ.  Also  hat  A  +  Z?~  2Ccosa  mit  A\B 
immer  gleiches  Vorzeichen. 
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Aus  den  Gleichungen  15)  ergiebt  Q  gleiche  Vor- 


wichtige  Gleichung:  ^  ^en  jt  #  nic|lt  beide 

18)   PQsma*        ^jt**"'  60  daSÖ  aUo  auch 

Führen  wir  die  /*        .  •  „  n  • 

jfld  ti*  Grossen  Pf  Q  nach  ihren 

Af  •         "jj-Zt—W™***  positiv  ist,  offenbar 

ein,  wobei  wi»       '  "r 


gebrach      ^        q  b°  kann  man  die  Gleichung  22)   au^  **ie 


it» 


^5 -)•♦  (v  -  §»)'-• 

"**        J£*+  BV*+FC*—ABF—*CDE  <0 

lieft  ß  >  ®»  80  ^ann  ma(1        GleiCDun?  22)  nur  auf  die 
*"*£  imaginäre  Form: 


fr/*' 


(vi-)"*  (VI*)'-- 


brlDgen.  Ist 


AE*\BD*\VC*-ABF—CICDE  =  0 

und  folglich  Sl  =  0,  so  ist  die  Gleichung  21): 

A»*,1 +%,'  =  <>, 

und  repräsentirt  also,  weil  #*,  Q  gleiche  Vorzeichen  haben,  im 
Allgemeinen  nur  den  Punkt  (xx  =  0,  yx  =0)*  nämlich  den  An* 
fang  des  Systems  der  x%yx ,  oder  den  durch  die  primitiven  Coor- 
dinaten  ft  g  bestimmten  Punkt  (fg). 

Wenn  A  +  B  <^0  ist,  so  sind  die  Grossen  P,  Q  nach  ihren 
obigen  Ausdrucken,  weil  auch  A\  B — 2Ccosa  negativ  ist,  offen- 
bar negativ.   Ist  nun 

AB  *  +  BD* + FC2 — A BF—  2CDE  >  0 

und  folglich  &<0,  so  kann  man  die  Gleichung  22)  nur  auf  die 
folgende  imaginäre  Form  bringen: 

afi-y*  (vi  ».)'=-■ 
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Ut 

AE*  +  BD*  +  FC*-ABF-WDE  <  0 

und  folglich  &  >  0,  so  kann  man  die  Gleichung  22)  auf  die  fol- 
gende reelle  Form: 

bringen.  Ist 

+  #0»  +  FC»-  ABF—WDE  =  0 
und  folglich  ß  =  0,  so  ist  die  Gleichung  21): 

und  repräsentirt  also,  weil  P,  Q  gleiche  Vorzeichen  haben,  im 
Allgemeinen  nur  den  Punkt  (a^  =0,  =0),  nämlich  den  An- 
fang des  Systems  der  xxyt ,  oder  den  durch  die  primitiven  Coor- 
ilinaten  f,  g  bestimmten  Funkt  (fg)» 

Anmerkung. 

Die  Bedingung  P=  Q  oder  P—  0=0  ist  nach  17)  nur  er- 
füllt, wenn 

(A—  £)*sin«*  +  (2C-     +      cos  aj*  =  0, 

also  wenn 

A  —  B  =  0,   2C-(/4-f  £)cos«r=0; 

oder  wenn 

A—By   2C=(^  +  Ä)cos«; 

oder  wenn 

A  —  By    C  =  <4cosa  =  ticosa 

tat. 


II.  C*-^ß>0. 

Nach  18)  haben  wegen  II.  die  Grössen  P,  Q  ungleiche  Vor- 
zeichen, und  die  oben  gegebenen  Ausdrücke  liefern  daher  offenbar 
für  P,  Q  immer  negative,  positive  oder  positive,  negative  Werthe, 
jenachdem  man  in  denselben  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nimmt.  Ist 


AE*  +  BD2  +  FC* -  ABF-WDE  >  0, 
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also  ß>0;  so  kann  man  die  Gleichung  22)  auf  die  folgende 
reelle  Form  bringen: 

oder : 
Ist 

+  ßD2  +  FC»—  ^ÄF -  WDE  <  0, 

also  Sl  <ö;  so  kann  man  die  Gleichung  22)  auf  die  folgende 
reelle  Form  bringen: 

*ora-0*(VTl*)-->- 

oder: 
Ist 

AE*  +  FW-ABF-1CDE  =  0, 

also  Ä  =  0,  so  ist  die  Gleichung  21): 

und  repräsentirt  also,  weil  P,  Q  ungleiche  Vorzeichen  haben,  zwei 
durch  die  reelle  Gleichung: 


wo  keine  Beziehung  der  Vorzeichen  zu  den  früheren  Statt  findet, 
charakterisirte,  durch  den  Punkt  (fg)  gehende,  also  sich  schnei- 
dende Gerade« 

Anmerkung« 

Die  Bedingung  P=-0  oderP+Q=0  ist  nach  17)  nur 
erfüllt,  wenn 

4  +       2Ccosa  =  0 

oder 

A  +  B  ==  2Ccos« 

ist. 
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Wir  haben  oben  den  Fall,  wenn  Zähler  und  Nenner  des  Aus- 
druckt» 7)  von  tang2g  xugleich  verschwinden,  wenn  uänilich  zugleich 

A  si  n  2« — 2  Csin  «  =  0,    A  cos  2« — 2Ccos  «  +  B  =  0 

ist,  vorläufig  ausgeschlossen,  und  kommen  jetzt  auf  denselben 
zurück.    Es  ist  aber  klar,  dass  in  diesem  Falle  die  Gleichung 

(4  sin 2«  — 26Vm  c) cos  2|  -  (A  cos2a— 2Ccos«  +  B)  sin 2|  =  0 

oder: 

.    ^sin2(a-i)-Äsin2J~2Csin(«-2|)  =  0, 

auf  deren  Erfüllung  hier  Alles  ankommt,  für  jedes  g,  oder  unab- 
hängig von  bestimmten  Werthen  von  £,  erfüllt  ist.  Die  Gleichung 
3)  wird  also  für  jedes  £  die  Form 

haben,  so  dass  also  in  diesem  Falle  in  unseren  Schlüssen  nichts 
geändert  wird.    Weil  nach  dem  Obigen  in  diesem  Falle 

W  sin  «*  =  A  +  B  -  2  Ccos  a ,   2  Qsin  «a  =  A  +  B — 2Ccos  « 

ist,  so  ist  die  Gleichung : 

A  +  B  —  Wcosa,    „  ,     9,  _ 

2sin«»  (V+y.2)+Ä  =  0 

oder: 

2ft8in  «» 

Aus  den  beiden  Gleichungen: 

4sin2a— 2Csin«  =  0,    /4cos2a— 2Ccosa+  1?  =  0 
folgt  aber: 

C=Jcosa,    B  ==  ^(2cosaa— cos 2a)  ss  4; 

^  +  J?—2Cco8«==  2.4(1 —  cos  et*)  =  2i4sio«a, 

,4  +  /?-2Cco8« 
2sin«a  ~ 

wodurch  die  obige  Gleichung  die  Form: 

^(*i*+yi*)  +  -a  =  o 

oder: 
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erhält.  Aus  den  obigen  Ausdrücken  voo  Bt  C  durch  A  erhellet, 
dass  in  diesem  Falle  die  Grossen  A,  B,  C  nur  zugleich  ver« 
sshwinden  können,  wo  dann  die  Gleichung  I)  die  Form 

2Dx+lEy  +  F=0 

erhält,  und  also  eine  gerade  Linie  darstellt. 


Wir  fragen  uns  jetzt  nur  noch ,  was  in  den  im  Vorstehenden 
betrachteten  Fällen  I.  und  II.  der  durch  die  primitiven  Coor- 
dioaten: 

BD—CE  AE-CD 
I-&-AB9  °-C*-AB 

bestimmte  Punkt  (fg)  für  eine  geometrische  Bedeutung  hat. 

Unter  dem  Mittelpunkte  der  durch  die  Gleichung 

Ax*  +  By*  +  Wxy+62Dx  +  2%  +  F  =  0 

charakterisirten  Linie  des  zweiten  Grades  versteht  man  den  Punkt, 
welcher  alle  durch  ihn  gelegten  Chorden  dieser  Curve  halbirt, 
insofern  es  einen  solchen  Punkt  giebt.  Indem  wir  versuchen, 
diesen  Punkt  zu  bestimmen,  sei  (uv)  ein  ganz  beliebiger  Punkt, 
und 

y  —  v  =  G(x — «) 

die  Gleichung  einer  beliebigen,  durch  denselben  gelegten  Ge- 
raden. Fuhren  wir,  um  die  Durchschnittspunkte  dieser  Geraden 
mit  der  Linie  des  zweiten  Grades  zu  bestimmen,  den  aus  der 
vorstehenden  Gleichung  sich  ergebenden  Ausdruck  von  y  in  die 
Gleichung  1)  ein,  so  erhalten  wir  zur  Bestimmung  von  x  eine 
Gleichung  des  zweiten  Grades,  und  för  x  also  im  Allgemeinen 
zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Werthe,  denen  dann  auch  zwei  be- 
stimmte Werthe  von  y  entsprechen,  woraus  sich  ergiebt,  dass 
eine  Gerade  eine  Linie  des  zweiten  Grades  höchstens  in  zwei 
Punkten  treffen  kann.  Bezeichnen  wir  daher  die  üurchschnitts- 
punkte  unserer  obigen  Geraden  mit  der  Linie  des  zweiten  Grades, 
insofern  es  solche  Durcbscbnittspunkte  giebt,  durch  {xxyy)  und 
(&*y%)>  «°  haben  wir  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

Axt*+  By,*  -f  2Cx1yl  +  2Dxl  +  2%,  +  F  =  0, 

A  xf  +  By%*  +  Wx*y%  +  lDx%  +  2Ey9  +  F  =  0; 

aus  denen  durch  Subtraction  sich  die  Gleichung: 
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+  2D(xl-xJ     |  =  ü 
+  2£;(y1-y2)  ' 

oder: 

4*i  +  *s)  +  ^(yi  -yi)(.Vi        + SCfo  ^  —  x%y2  \ 

YlDixt—xä     [  =  0 

ergiebt.   Setzen  wir  nun: 

so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

*i  =  P  +  Pi>   Vi  =  ?  + 

und: 

-      =  2  (pyi  +  w>i) ; 

also  die  obige  Gleichung: 
Nun  ist  aber  auch: 

y4-t>=r  G(*s— «); 

also: 

yt  —  y»  =  G  (*!  —  a-jt)    oder   ^  =  6>, ; 


jm  +  ßGqpi  +  Cfo  +  Gp)^  +  Dpl  +  £6>,  =  0, 

also: 

+        +  C{q  +  Gp)  +  D  +  EG  =  0 

oder: 

^  +  Cq  +  D  +  (Cp  +  ßq  +  E)  G  =  0, 

wobei  man  zu  bemerken  hat,  dass  offenbar/?,  nicht  verschwinden 
kann,  weil,  wenn  die$  der  Fall  wäre,  nach  dem  Obigen  xt  ~x%  =  0, 
folglich  auch  yt—  ys=0,  daher  xl=zxt,  yi=y%  «ein  würde,  die 
Punkte  (xtyi)  und  (xty%)  also  identisch  sein  oder  zusammenfallen 
würden.    Soll  nun  (tie)  der  Mittelpunkt  der  Linie  des  zweiten 
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Grades  sein,  so  muss  unabhängig  von  bestimmten  Wer- 
then  von  G: 

v  =  i  (yi  +  #*)  =  ff 

und: 

Ap+Cq  +  D  +  (Cp  +  Bq  +  E)G  =  0, 

also : 

^?«  +  Ct>  +  Z)  +  (Cm  +  J?d  +  £)6's=0 
sein;  es  müssen  also  abgesondert  die  beiden  Gleichungen: 

Au  +  Cv  +  D  =  0, 

« 

bestehen.  Diese  beiden  Gleichungen  sind  aber  identisch  mit  den 
beiden  Gleichungen  4),  nämlich  mit  den  beiden  Gleichungen: 

Af+  ^  +  />  =  0, 

Cf  +  Bg  +  E=0; 

aus  denen  die  Grossen: 

_     BD- CK  AE-CD 
C*  —  AB'    g~  C*—AB 

- 

bestimmt  wurden;  also  ist 

f  =  u,      9  =  v 

und  der  durch  die  vorstehenden  Formeln  bestimmte  Punkt  (fg) 
ist  folglich  der  Mittelpunkt  der  Linie  des  zweiten  Grades,  den  es 
aber,  wie  hieraus  zugleich  erhellet,  nur  in  den  beiden  Fällen  I. 
und  II.,  wenn  nämlich  die  Grösse  C*  —  AB  nicht  verschwindet, 
giebt. 

5.  3. 

Wir  wollen  jetzt  zu  der  Betrachtung  des  Falles: 

III.    C*-AB  =  0 

übergehen. 

Weil  Cs  =  AB  ist,  so  haben  in  diesem  Falle  A,  B,  insofern 
keine  dieser  Grossen  verschwindet,  gleiche  Vorzeichen,  und  wir 
können  uns  daher  der  Einfachheit  wegen  die  Gleichung  1); 
nötigenfalls  durch  Umsetzung  aller  Glieder,  immer  so  dargestellt 
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denken,  das«  A,  B  beide  positiv,  also  VA  und  VB  reelle  Grös- 
sen sind,  was  aber  naturlich  auch  dann  gilt,  wenn  die  Voraus- 
setzung, dass  keine  der  beiden  Grössen  A,  B  verschwindet,  nicht 
erfüllt  ist.    Ferner  können  wir 

C  =  VA.VB 

setzen,  wenn  wir  uns  nur  im  Folgenden  stets  an  die  Regel  hal- 
ten, dass 

VA    und  VB 

mit  gleichen  oder  ungleichen  Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdera 
die  Grösse  C  positiv  oder  negativ  ist.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen können  wir  also  die  Gleichung 

Ax*  +  By*  +  ICxy  +  2Dx  +  2%  +  F  =  0 

unter  der  Form: 

23) 

(xVA  +  y VB)*  -f  2Dx  +  2£y  +  F  =  0 

darstellen ,  was  jedenfalls  auch  dann  noch  gilt,  wenn  eine  der 
Grössen  A,  B,  und  demzufolge  auch  die  Grösse  C,  verschwindet, 
wo  man  die  Wurzel  aus  der  anderen  der  beiden  Grössen  A,  B 
mit  beliebigem  Vorzeichen  nehmen  kann. 

Wir  wollen  nun  wieder,  ohne  jedoch  den  Coordinatenanfang 
zu  verändern,  zu  einem  neuen  rechtwinkligen  Coordinatensysteme 
der  xx ,  y1  übergehen ,  wo  wir  also  nach  2)  die  folgenden  Glei- 
chungen haben: 

^  |  xs'iaa  =  ^sinfa  —  £)—  ylcos(a—  Q, 

\  #sina  =     sin  |  +  cos£; 

aus  denen  sich  mittelst  einfacher  Elimination  sogleich: 

(  xx  =      a:cos£  +  #cos(a  —  £), 
Kyi  =  —  a.sin£  +  ysin(a  —  £) 

ergiebt.  Setzen  wir  nun,  wenn  G  einen  gewissen  Factor  be- 
zeichnet : 


.  .    sin|  =  -  GVA,      sin(«  -  £)  =  GvB\ 
so  ist: 

27)....^  =  —  xe\\\%  +ysin(a  — |)  =  G(xV A  \-yvB). 
Aus  den  Gleichungen  26)  ergiebt  sich: 

19* 
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ainf>— |)      .  Vß. 

 r-T —  =  sine  cot  5  — cos  a  =  —  771 1 

sin§  *  V^f 

woraus  man  sogleich: 

cosaVA  —  VB  .  sin«V^ 

28)...cot|  =      gipaV^     ,    taD&*  =  cos«V^-V* 

erhält;  und  hieraus  ergiebt  sich  mittelst  der  Formeln: 

tane£a 

sin  ?  =  T-f  tangg» '    008  *  3  sin  *  cot^ 

ferner  leicht: 


'29)  .  .  . 


.   ,  smaVA  

\6ln  *  ~  *  STA-*eoMaVA.VB+B9 

.      fc  cos « Vi4  — 

cos§  =  ± 


oder: 


30) 


ST  A  —  2co8aVA.VB  +  ß* 


.   .  einaVA 


V^-2Ccos«+  ß* 

.      .      ,     cosaV/4— Vß 
C08g  =  4-    ,  ^ 

V\d  — 2Ccosa  +  £f 


wo,  wie  immer,  die  oberen  und  unteren  Zeichen  sich  auf  einander 
beziehen,  was  auch  für  alles  Folgende  gilt.  Weiter  führen  diese 
Formeln  mittelst  der  Gleichungen: 

sin  («  —  £)  ss  sin  et  cos  I  —  cos  «sin  £, 

cos(«— f)  =  cos«  cos  £  -f  sinasin£ 

zu  den  folgenden  Ausdrücken: 


31) 


.  ,      rt     T  sincV^  

s.n  (— »  -  T^r====^=-, 


cos  (a  —  £)  ss  4-  _—      —  7 ; 

!  "  \f  A— 2coaaVA.VB  +  ß 

oder: 

sm  (a-£)=-t-   r  —TB9 

32).  .  .  ) 

/        ex  V^--C08ttVff 

*  *  V^-2Ccosa+tf 


Digitized  by  Google 


der  Linien  des  weiten  Grades.  293 

Endlich  erhält  man  mittelst  der  Formeln  26)  und  der  vorherge- 
henden Auedrücke: 

33)  ...    .     Cr  =?  T  ._  ■  » 

\TA  —  2cos«v^.V#+tf 

oder: 

34)  G  =  T  -r  *l-  

V\4  — 2Ccosa  +  B 

Sollte  der  Nenner  dieser  Brüche  verschwinden  können,  sollte 
nämlich 

A  —  IcosaVA.  V#  +  Ä  =  0 

sein;  so  wäre: 

^-f  #=2cos«V^.V/f, 

also : 

(A  +  B)*  =  4ABcosct*  =4AB-4AB8\n  «», 

folglich : 

(A  +  B)*—4AB  =  —  4/4£  sin  a*  =  —  4C»siiitt* 

oder: 

(ii-£)*=  -4C9sin«*, 

was  offenbar  nur  dann  Statt  finden  konnte,  wenn  C=0  und  dem- 
zufolge auch  ^  —  Z?  =  öt  also  A=B  wäre;  verschwänden  dann 
aber  die  einander  gleichen  Grossen  A  und  B  nicht,  so  würde 
wegen  der  Gleichung  Ca  =  AB  auch  C  nicht  verschwinden,  wie 
doch  vorausgesetzt  wurde.  Daher  könnte  die  obige  Gleichung 
nur  dann  Statt  finden,  wenn  gleichzeitig  A=Q,  B  =  0,  C~  0 
wäre.   Dann  hätte  aber  die  Gleichung  J)  die  Form 

35)  2D* +  2%  +  F=0, 

und  wurde  also  eine  Gerade  repräsentiren.  Wenn  wir  diesen 
Fall  ausschliessen,  so  hat  nach  dem  Obigen  G  immer  einen  end- 
lichen, völlig  bestimmten,  nicht  verschwindenden  reellen  Werth. 

Nach  24)  und  27)  hat  nun  die  Gleichung  23)  die  Form: 

&!  ,  gD Jr,»ln(«-0-af,coi»(a-0     ^sing +yicosj 

sin«  sin« 

und  wird,  wenn  wir  die  aus  dem  Obigen  sich  von  selbst  er- 
gebenden Ausdrücke: 
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sin(«-|)=GVtf,    cos(a-£)  =  -G^  sit|g 

sin  |  =  — GVA,    coß$  =  — G  -7—  

sin  « 

einfuhren,  ferner  leicht  auf  die  folgende  Form  gebracht: 

36) 

6— rs  -4-  ZU  fr  :  5  — 
r4  '  Sil)«2 


^sincV/4  1^//!  (cos <*  VA  —  VB) 
sin  a5 

+  F=0, 


-215G  „ 


oder: 


37) 

.  .  2G»(Di/#-£V^) 
•yi  sin  a 


2G3  { O  (Vil  -  cos  «  V/?)  +  E  (V/?  —  cos  «V^)] 
+  sin«56  Vl 

+  G*F=0, 

oder: 

38) 


_  .  2G*(DvB—EvA) 

„2  +  —  xx 


(  2G*{(DVA  +  E\/ß)  —  {UVB  +  EVA)cosa} 
+  —  —  3fi 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

39) 

.      G*(DVB  —  EVA) 

A\  ~  ■ — t—  __  » 

1  sin« 

„      ^((D^  +  EVß)  —  (D\B  +  £v/l)cosgj 

F,  =  (PF; 
so  wird  die  vorstehende  Gleichung: 

40)  yS  +  VA^  +2#iy,  +  Ft  =  0. 

Wir  wollen  nun  das  Coordinatensystem  der  a^y,  parallel  mW 
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sich  selbst  verschieben,  dabei  seinen  Anfangspunkt  in  einen  ge- 
wissen Punkt  (fiffi)  verlegen,  und  die  Coordinaten  in  diesem 
neuen  Systeme  durch  x2,  y%  bezeichnen,  wo  wir  also  die  Glei- 
chungen : 

41)  *i=/i-f^a,  ^1=01+0« 

haben,  und  durch  Substitution  dieser  Grössen  in  die  Gleichung 
40)  leicht  die  Gleichung: 

41 )  . . .       +  2AX  r2  +  2  (ffl  +  #i)ya+£i2  +  Wi  +Wi<h  +  *i  =  0 

erhalten,  in  welcher  wir  nun  über  die  Coordinaten  des  neuen  An- 
fangspunkts (fiffi)  so  disnoriiren,  dass: 

42)  .  .         +         0,  V  +  24/i+2tftf|-f  *\=0 

ist.  Lüsen  wir  diese  Gleichungen  auf,  was  nicht  der  geringsten 
Schwierigkeit  unterliegt,  so  erhalten  wir: 

43)  fi  =         — ,  ffi  =  —  Bx ; 

woraus,  weil 

ffS  +  IAin+ZBiffi  +F,  =0 

ist,  nach  40)  zugleich  erhellet,  dass  der  Punkt  (fiffi)  ein  Punkt 
unserer  Linie  des  zweiten  Grades  ist.  Auf  diese  Weise  ist  nun 
die  Gleichung  41)  auf  die  Form: 

44)  jt'^-fc** 

gebracht. 

Wenn  aber  Ax  =0  ist,  so  ist  fx  mittelst  der  ersten  der  beiden 
Formeln  43)  nicht  zu  bestimmen,  und  dieser  Fall  muss  daher  nun 
noch  besonders  betrachtet  werden.  Die  Grösse  Ax  kann,  wie  aus 
ihrem  Ausdrucke  in  39)  unmittelbar  hervorgeht  und  vorher  auch 
schon  bemerkt  worden  ist,  weil  nach  33)  oder  34)  offenbar  G 
nicht  verschwindet,  nur  verschwinden,  wenn 

D-VB—EVA  =0 

ist.  Da  wir  nun  den  Fall,  wenn  A  =  0,  Z?  =  0  ist,  schon  oben 
erledigt  haben,  so  sind  wir  hier  vorauszusetzen  berechtigt,  dass 
eine  der  beiden  Grössen  A,  B  nicht  verschwindet. 

Wenn  nun  A  nicht  verschwindet,  also  A^0  ist,  so  wollen  wir 

D  =  (iVA,       =  ^ 

setzen;  dann  ist,  wegen  unserer  vorausgesetzten  Gleichung: 
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DVB  -  EVA  =  (fiVß  -E)VA  =  0, 
also«  weil  ^  nicht  verschwindet: 

liVB-E  =  Q,  E=pVB; 
und  die  Gleichung  23)  hat  also  die  Form: 

45)  (x  VA  +  y  Vß)*  +  2f*  (*V^  +  yVB)  +  F  =  0. 

Löst  man  diese  Gleichung  in  Bezug  auf 

xVA  +  yVB 
als  unbekannte  Grosse  auf,  so  erhält  man: 

xVA  +  yVB  =  -  f*±  >f~a*=F> 

also,  weil 

D 

*  —  VA 

ist: 

a/i?     -D±\f  1P-AE 

46)  ^^+yVfi  =  =^rj  > 

und,  jenachdem 

D*-AF>0,    O»-^F  =  0,  /)»-^F<0 

ist,  repräsentirt  diese  Gleichung  zwei  einander  parallele  Gerade, 
eine  Gerade,  oder  ist  imaginär;  wenn  /?  =  0  ist,  sind  die  durch 
unsere  Gleichung  repräsetitirten  Geraden  der  Axe  der  y  parallel. 

Wenn  B  nicht  verschwindet,  also  Z?  >  0  ist,  können  wir  in 
gleicher  Weise 

E  =  pVB,   t*  =  y-ß 

setzen;  dann  ist  wegen  unserer  vorausgesetzten  Gleichung: 

DVB— EVA  =  (D-nVA)VB  =  ü, 
also,  weil  ß  nicht  verschwindet, 

D-fiVA  =  0,   D  =  nVA; 
und  die  Gleichung  23)  hat  also  wieder  die  Form: 

45*) ... .  {x VA  +  y VB)%  +  2fi  (x  VA  +  yVB)  +  F  =  0, 
woraus  sich  durch  Auflösung  in  Bezug  auf 

xVA\yVB 
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als  unbekannte  Grosse  wie  oben: 

xVA+yVB  =  -fi±  VV-F, 


also,  weil 


ist: 


—  E±V  E*—BF 
47)  arV^  +  y  VB  =  

ergiebt;  jenachdem 

ist,  repräsentirt  diese  Gleichung  zwei  einander  parallele  Gerade, 
eine  Gerade,  oder  ist  imaginär;  wenn  A  =  0  ist,  so  sind  die 
durch  unsere  Gleichungen  repräsentirten  Geraden  der  Axe  der  x 
parallel. 

Zu  bemerken  ist  nun  noch,  dass  die  Gleichung 

DVB—EVA  =  Q 
immer  durch  eine  der  beiden  Gleichungen: 

AE—CD  =  0,   BD-CE  =  0 
vollständig  ersetzt  werden  kann. 
Aus 

DVB—EvA  =0 
folgt  durch  Multiplication : 

DVB.VA— EVA.VA  =  0t   DVB.VB-EVA.VB  =  0; 
also,  weil 

VA.VA  =  A,   VB  VB=B,   VA.VB  =  C 

ist: 

DC-EA=0,   DB—EC—  0 

oder: 

AE—CD  =  0,   BD—CE  =  0. 

Umgekehrt  folgt  aus 

AE—CD  =  0   oder    BD-CE  =  0  » 
durch  Zerlegung  der  Grossen  C  in  Factoren : 
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EVA.VA-DVA.VB—O  oder  DVB.  VB— EVA.  VB  =  0, 

also,  wenn  A  oder  B  nicht  verschwindet,  beziehungsweise: 

EVA  —  DVB=0    oder    DVB— EVA  =  0, 

folglich  in  jedem  Falle: 

DVB-EVA  =  Q. 

Wenn  A,  B  beide  verschwinden,  und  folglich  auch  C  verschwin- 
det, bestehen  natürlich  die  drei  Gleichungen: 

DVB-EVA=:0,   AE-CD  =  ().  BD-CE=0 

immer  zusammen,  und  es  ergiebt  sich  also  aus  dem  Vorherge- 
henden Folgendes: 

Wenn  A  nicht  verschwindet,  kann  die  Gleichung 

DVB  — EVA  =  0 

durch  die  Gleichung 

AE-CD-0 
vollständig  ersetzt  werden. 

Wenn  B  nicht  verschwindet,  kann  die  Gleichung 

DVB -EVA =0 

durch  die  Gleichung 

BD—CE  =  0 
vollstfindig  ersetzt  werden. 

Wenn  A,  B  beide  verschwinden,  oder  beide  nicht  verschwin- 
den, kann  die  Gleichung 

DVB  —  EVA^O 

durch  jede  der  beiden  Gleichungen 

AE-CD  =  0,  BD-CE=:0 

vollständig  ersetzt  werden. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  in  dem  Falle,  wenn  A%  B  beide 
nicht  verschwinden,  sowohl  die  Grossen: 

—  D^V/J^AF        .  -E±VE*-BF 

 _  _     und   W  ' 
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als  auch  die  Bedingungen: 

/)*-,4F>0,  Z>*-,*F=0,  D*-AF<0 
und  beziehungsweise 

£2_/?F>0,  F2-/?F  =  Ö,  F*-£F<0 
identisch  sind. 

Für  ^,  erhält  man  nach  34)  und  39)  leicht  den  folgenden  voll- 
ständig entwickelten  Ausdruck: 

48) 

_  {DvB  —  EVA)s'ma* 

1  ~  +  ( A  -  2Ccos  a  +  X)V~A-2CcoSa  +  B ' 

und  für  /",,  gx  ergeben  sich  die  folgenden  Ausdrücke: 

49) 

___{(DVA+EVB)-(nvß  +  EVA)cosa\*-F(A-'2Ccosa+B)* 
ri~~*2(DVB—EVA)  (A  —  >2Ccosa  +  B)  V'J^TC  cos«  +  B9 

_     \ {DVA  +  EyB)  —  {UVB  +  F VA) cos « j  sin  a 
9l  —  2  Ccos  «  +      V ^26* cos  «  +  /i 

■ 

Zur  Berechnung  der  primitiven  Coordinaten  f,  g  des  Punktes 
(fxffi)  hat  man  aber  nach  24;  die  folgenden  Formeln: 

fsin«  =  fx  sin(a  —  l)  —    cos(a — |), 

g sin a  =  fx  sinl+^cosl; 

also  nach  dem  Obigen: 

VA—cosaVB 
f  si  n  «  =      G  (/i  V/?  +  ffl  sinc,  ), 


gsinos-  G(flVA-ffl  ^  ); 


oder: 


^  /*,  si n  a  VB  +  gx  {VA  —  cos  «  VB) 

sin  a-* 

^  /j  sin  «  Vi4  —  y,  (VJ?  -  cos  «  VA) . 

*  =  -  G  — 8i-ä  » 

folglich  nach  34): 
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50) 

f     T  ft*inaVB  +  9i  (V^— coauVB) 
Bin a  V* A  —  Wcosa  +  B 

—  ■  /i       VA  —  gx  (VB—coBctVA) 
g~~±        sin«\^T=-2Ccos«  +  Z* 

Mittelst  der  Formeln  49)  und  50)  kann  man  f,  g  unmittelbar 
aus  den  Coefficienten  der  Gleichung  1)  berechnen,  eben  so  wie 
Ax  mittelst  der  Formel  48). 


§.  4. 

Aus  den  im  Vorhergehenden  angestellten  Untersuchungen  er- 
giebt  sich  das  wichtige  Resultat,  dass  durch  die  Gleichuog 

Ax*  +  By*  +2Cxy  +  2Dx  +  2%  +  F  =  0 

im  Allgemeinen  nur  drei  wesentlich  von  einander  verschiedene, 
durch  Gleichungen  von  den  allgemeinen  Formen: 

4V  +  »V  =  I,  iüVTSy  =  1,  V  =  #*; 

welche  den  drei  Fällen: 

C*-AB<0,   C*  —  AB>0,    C*-AB  =  0 

entsprechen,  charakterisirte  Curven  reprMsentirt  werden.  Nur  in 
einigen  besonderen  Fallen,  die  als  Ausnahmefalle  zu  betrachten 
sind,  degeneriren  diese  Curven  in  gerade  Linien,  Systeme  von 
geraden  Linien,  in  Punkte,  oder  werden  imaginär,  so  dass  durch 
die  obige  allgemeine  Gleichung  des  zweiten  Grades  zwischen  zwei 
veränderlichen  Grössen  gar  kein  geometrisches  Gebilde  repräsen* 
tirt  wird.  Was  uns  in  dieser  Beziehung  die  im  Obigen  ange- 
stellte Untersuchung  ergeben  hat,  wollen  wir  jetzt  in  der  Kurze 
zusammenstellen,  indem  wir  bemerken,  dass  die  drei  im  Vorher- 
gehenden näher  bezeichneten  Curven  beziehungsweise 

Ellipse,   Hyperbel,  Parabel 

genannt  werden. 

Bei  der  folgenden  Zusammenstellung  wollen  wir  der  Kurze 
wegen  für's  Erste  den  Coefficienten  A  als  positiv  annehmen,  wozu 
wir  offenbar  berechtigt  sind,  weil  in  der  Gleichung 

Ax*  +  By*  +  2Cxy +VDx  +  2Ey  +  F  =  0 
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der  Coefficient  A  entweder  schon  positiv  ist,  oder  dieser  Glei- 
chung, indem  man  alle  ihre  Glieder  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen auf  die  andere  Seite  des  Gleichheitszeichens  bringt,  so- 
gleich eine  solche  Form  gegeben  werden  kann,  dass  der  in  Rede 
stehende  Coefficient  positiv  ist.  In  dem  Falle,  C* — AB  <ü,  — 
und  naturlich  auch  in  dem  Falle  C* — AB  —  0,  worauf  es  aber 
hier  weiter  nicht  ankommt,  —  wo  A,  B  gleiche  Vorzeichen  haben, 
ist  dann  auch  A\B  positiv,  und  eine  Betrachtung  eines  anderen 
Kalls  nicht  weiter  nöthig.  Unter  diesen  Voraussetzungen  sind  nun 
die  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden : 

I.  Ca— ^ß<0. 

1  AE*  +  BD9  +  FC*  -  ABF-2CDE  >  0 

Ellipse. 

2  AE*  +  BD*  +  FC*-ABF-2CDE  <  0 

Imaginär. 

3  .  .  ,  .  AE*  +  BD*  +  FC*-ABF-2CDE  =  1) 

Ein  Punkt. 

II.  C*-AB>0. 

1..  .  .    AE*+BD*+FC*-ABF-2CDE  >  0 

Hyperbel. 

2  AE*  +  BD*  +  FC2  -  ABF—  2CDE  ==  0. 

Zwei  sich  schneidende  Gerade. 

III.  C*-AB  =  0. 

Parabel 

im  Allgemeinen, 

mit  den  folgenden  Ausnahmefällen,  die  in  allen  Fällen  zuerst 
untersucht  werdeo  müssen,  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner 
dieser  Ausnahmefälle  Statt  findet,  sicher  auf  eine  Parabel  ge- 
schlossen werden  kann. 

1.  A  und  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 

2.  A  und  B  verschwinden  nicht  beide  und  es  findet  die 
Gleichung 
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DVB — EVA  =  0 


Statt,  welche  ersetzt  wird  durch  die  Gleichung 


AE — CD  =  0  oder   BD-CE  =  0, 


jenachdem  /4  oder  /?  nicht  verschwindet,  oder  durch  diese  beiden 
Gleichungen,  wenn  A  und  B  beide  nicht  verschwinden. 


a  A>0,  D*-AF>0 


A>0,  D*-AF<0 


Imaginär. 

Wenn  B  =  0  ist,  sind  die  Geraden  der  Axe  der  y  paiallel. 


Die  Geraden  sind  der  Axe  der  x  parallel. 

Wenn  man  nun  aber  nur  überlegt,  dass  bei  der  Umstellung 
aller  Glieder  einer  Gleichung,  wenn  man  nämlich  alle  Glieder  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen  auf  die  andere  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens bringt,  oder  auch,  was  dasselbe  ist,  wenn  man  die 
Gleichung  mit  — 1  multiplicirt,  alle  Cuefficienten  der  Gleichung  ihre 
Vorzeichen  mit  den  entgegengesetzten  verrauschen;  so  fiberzeugt 
mau  sich  sehr  leicht,  dass  man  bei  der  Aufstellung  der  obigen 
Bedingungen  von  der  bis  jetzt  festgehaltenen  einschränkenden 
Bedingung,  dass  A  positiv  sein  soll,  sich  auch  ganz  unabhängig 
machen  und  die  obigen  Bedingungen  in  völliger  Allgemeinheit 

■ 

auch  auf  folgende  Art  aufstellen  kann: 


e.  . 


^  =  0,   ß>0,  E*-BF>0 
Zwei  einander  parallele  Gerade. 
^=0,   B>0,  E*-BF=0 


Eine  Gerade. 


^=0,   B>0,  E*~BF<0 
Imaginär. 


I.  Ct-AB^O. 


1 


A>0,  B>0 
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a.  .  .  .  AE*  -f  BD2  -f  FC*—  ABF—2CDE  >  0 

Ellipse. 

b.  .  .  .  AE*  +  BD*+FC*-ABF-2CDE<0 

Imaginär. 

c.  .  .  .  AE*  FC*-ABF—2CDE  =  0 

Ein  Punkt. 
2  .  2*<0f  £<0 

a.  .  .  .  AE*  -f  BD2  +  FC2  —  ABF—2CDE  <  0 

Ellipse. 

b.  .  .  .  AE*+  BD*  +  FC*-ABF—2CDE>0 

Imaginär. 

c.  .  .  .  AE*  +  BD*+FC*  —  ABF-2CDE  =  Ö 

Ein  Punkt. 

II.  C*—AB>0. 

1  4£*  +  BD2  +  FC*—ABF-2CDE  >  0 

Hyperbel. 

2  4£a  -f  BD2  -f  FC2—ABF — 2CDE  =  0 

Zwei  sich  schneidende  Gerade. 

III.  Ca-^ß  =  0. 

Parabel 
im  Allgemeinen, 

mit  den  folgenden  Ausnahmefällen,  die  in  allen  Fällen  zuerst 
untersucht  werden  müssen,  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner 
dieser  Ausnahmefalle  Statt  findet,  sicher  auf  eine  Parabel  ge- 
schlossen werden  kann. 

1.  A  und  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 

2.  A  und  B  verschwinden  nicht  beide. 

a   .  A  >  0,  AE-CD=iQ. 
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aa  D*-AF>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb  D*—AF  =  0 

Eine  Gerade. 

cc  D*-AF<0 

Imaginär. 

Wenn  B  =  0  ist,  sind  die  Geraden  der  Axe  der  y  parallel. 

b  .4  =  0,   B>0,   BD~CE  =  0. 

aa  £4-BF>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb  £*-J?F  =  0 

Eine  Gerade. 

cc  £*—  J5F<0 

Imaginär. 

Die  Geraden  sind  der  Axe  der  x  parallel. 
Wenn  nun  aber  .4  =  0,  B  ^  0  ist,  so  wird  die  Gleichung 

BD—CE  =  0, 

weil  auch  C  =  0  ist,  nur  erfüllt  für  D  =  0,  und  man  kann  also 
endlich  die  obigen  Bedingungen  auch  auf  folgenden  Auadruck 
bringen : 

I.  C*-AB<0. 
1  A  >  0,   B  >  0 

a.  .  .  .  AE»  +  BD*  +  FC*—ABF—2CDE  >  0 

Ellipse. 

b.  .  .  .AE*  +  ßD*  +  FC*—ABF—2CDE<0 

Imaginär. 

c.  .  .  .  AE*  +  BD*+FC*— ABF-'2CDE  =  0 

Ein  Punkt. 
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2  A  <  0,   B  <  0 

a.  .  .  .  AE*  +  BD*  +  FC*—ABF—%CDE  <  0 

Ellipse. 

b.  .  .  .  AFP  +  BIP  +  F&-ABF—WDE  >  0 

Imaginär. 

c.  .  .  .        +  BD2  -f  FC«-  ABF—WDE  =  0 

Ein  Puukt. 

II.  C*-AB>0. 

1  +  ÄZ>*  +  FC*—ABF-2CDE  ^  0 

Hyperbel. 

2  AE*  +  Z*Z>*  +  FC»  —  ABF—  2CDE  =  Ü 

Zwei  sieb  schneidende  Gerade. 

III.  C*-AB  =  0. 

Parabel 
im  Allgemeinen, 

mit  den  folgenden  Ausnahmefällen,  die  in  allen  Fällen  zuerst  unter- 
sucht werden  müssen,  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner  dieser 
Ausnahmefalle  Statt  findet,  sicher  auf  eine  Parabel  geschlossen 
werden  kann. 

1-  A  und  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 
2.  A  und  B  verschwinden  nicht  beide. 

a  A  ^0,  AE—CD  =  0. 

aa  AF>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb  /)*-  AF=0 

Eine  Gerade. 

cc  />*— AF<0 

llmaginär. 

Tbeil  LI.  20 
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Wenn  B  =  0  ist,  sind  die  Geraden  der  Aze  der  9  parallel. 

b  ^  =  0,   ß^O,   D  =  0. 

aa  £*-Z*F>0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb  E2— BF=0 

Eine  Gerade. 

cc  E*-BF<0 

Imaginär. 

Die  Geraden  sind  der  Axe  der  x  parallel. 

Man  kann  noch  nach  den  Bedingungen  fragen,  welche  erfüllt 
sein  müssen,  »venu  in  den  Fällen,  wo  die  Curve  eine  Ellipse  oder 
eine  Hyperbel  ist,  die  erstere  in  einen  Kreis,  die  letztere  in  eine 
gleichseitige  Hyperbel  übergehen  soll. 

Wenn  die  Curve  eine  Ellipse  ist,  und  also  die  Bedingungen 
I.  1.  a.  oder  1.  2.  a.  erfüllt  sind,  so  ist,  wegen  der  in  j.  2.  aus 
der  Gleichung  22)  in  dem  Falle  1.,  wenn  nämlich 

ist,  abgeleiteten  Gleichungen,  die  Bedingung,  dass  die  Ellipse  in 
einen  Kreis  übergeht,  offenbar 

P=Q   oder   P-Q  =  0, 

also  nach  17): 

V  (A— Ä)*sin«*+  {2C—  (A  +  Ä)cos«l*  =  0, 

oder: 

(A-  ß)*sinc*+  {2C-(il  +  #)cos«i»  =  0, 
welche  Gleichung  nothwendig  in  die  beiden  Gleichungen: 
A  —  B=:Ot    2C—  (4  +  #)co8«  =  0; 

oder  : 

A  —  B,    C=i  A  cos  a  =:  B  cos  a 

zerfällt.  Für  das  rechtwinklige  Coordiuatensystem  sind  diese 
Gleichungen: 

(4-Ä)«  +  4C»  =  0, 
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oder,  in  zwei  Gleichungen  zerlegt: 

A  =  B,    C  =  0. 

Es  ist  in  diesem  Falle : 

C*—AB  es  —  J*sincr*  =  —  £*sin«»; 
für  das  rechtwinklige  Coordi Datensystem  ist  also: 

C*~AB  =  -         -  B*. 
Sogleich  ubersieht  man,  dass  hier: 

A&  +  BIP  +  FC*-  ABF-  2CÜE 
aa  A(D*+  £*—  JFsio«*— 2  DE  cos«) 
ist,  und  sich  also  die  den  beiden  Fällen 

^  >  0,   £  >  0    und    4  <  0,    B  <  0 
nach  dem  Obigen  entsprechenden  Bedingungen 

+  BD*  +  FC*— ABF-WDE  >  0 

und 

+  ß0*  +  FC*-  ABF-WDE  <  0, 

auf  die  eine  Bedingung 

0*  +  £*-^Fsin«*— 2DE cos«  >  0. 

in  dem  Falle  des  rechtwinkligen  Coordinatensystems  daher  auf 
die  eine  Bedingung 

U*  +  E*-AF>  0 

reduciren. 

Wenn  die  Curve  eine  Hyperbel  ist,  und  also  die  Bedingung 
II-  1.  erfüllt  ist,  so  ist,  wegen  der  in  §.  2.  aus  der  Gleichung  22) 
in  dem  Falle  IL,  wenn  nämlich 

C*-AB>0 

ist,  abgeleiteten  Gleichungen,  die  Bedingung,  dass  die  Hyperbel 
«ine  gleichseitige  Hyperbel  ist,  offenbar 

p  =  —  Q   oder    P+Q  =  0, 

also  nach  17): 

J  +  £—  2  C  cosa  —  0 

oder 

20» 
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A+  B  =  2Cco8a, 

folglich  für  das  rechtwinklige  Coordinatensystem : 

A  +  B  =  0  oder   B  =  —  A. 

Natürlich  wird  hierbei  vorausgesetzt,  dass  die  Bedingungen, 
welche  nach  dem  Obigen  erfüllt  sein  müssen,  wenn  die  Cur?e 
eine  Hyperbel  überhaupt  sein  soll,  erfüllt  sind. 

$.6. 

Wir  wenden  diese  Bedingungen  auf  eine  grössere  Anzahl  von 
Beispielen  an,  indem  wir  der  Kürze  wegen 

S  =  AE*  +  BD*  +  FC*-ABF-WDE 

setzen. 

(1)  -2*»_y*  +  2^-2a;+2y  =  0. 

A  =  -%    #  =  -1,    C=l,       =  E=\9  0; 

c*-ab  =  —  i,  e  =  -i; 

^<0,    Ä<0,    Cs— AB<Q,  e<0; 

Ellipse. 

(2)  —  2#»— +  2*y  +  2*  =  0. 

.4  =  -2,  B=  —  \,   C=l,    D  =  l,   £=0,    F  =  0; 
C»-4#=-],    0  =  — 1; 

i4<0,   Ä<0,    C*-^B<0,  Ö<0; 

Ellipse. 

(3)  —  2*»—  y»+2*y-ar— 2y-3  =  0. 

^  =  -2,   B=-lf    C=  1,   Z)  =  -i,   £  =  -1,   F  =  -3; 

C»-ili?  =  — 1,    0  =  -*; 

^<0,   Ä<0,    C»— AB<0,  Ö<0; 

Ellipse. 

(4)  *Hy*  +  *y+i*  +  y+*  =  0. 

^  =  J,    £  =      C=i,   D  =      E  =  i,  F=l; 

^>0,   Ä>0,    C»— ^<0,  ö<0; 

Imaginär. 
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(5)  ar2  +  y2  +  2ar  +  2  =  0. 

A  =  l,    B=\,    C  =  0,    0  =  1,   £  =  0,  jF='2; 
C*  —  AB  =  -  1 ,  6^—1; 
^l>0,   Ä>0,    Ca-^Ä<0.  0<O; 
Imaginär. 

Hätte  man  diese  Gleichung  geschrieben : 
also: 

il  =  — 1,  £==  —  1,  C=0,  />==-!,  £  =  0,  F=-2; 
so  wäre: 

C*  —  AB  =  —  1,  6=1; 
i<<0,   #<0,    C2— ^Ä<0,  6>0; 

(6)  *2+y2-2*+l  =0. 

^  =  1,   tf=l,   C=0,  /)  =  -!,   £  =  0,   F  =  l; 
C*—AB  =  ~-  I,  0=0; 
.00,   B>0,   Ca-^Ä<0,   0  =  0; 
Ein  Punkt. 

(7)  -*2  +  y2— 2*y  +  2*-2y  +  3=0. 

.4  =  -  1,   Ä=l,   C=-l,   Z>=  1,   £  =  -1,   F  =  3; 

C2—  AB  =  %    0  =  4; 
C2-J£>0,  0>O; 
Hyperbel. 

(8)  y2— 2a#  -2*  -  2y-f  1  =  0. 

^  =  1,   Ä  =  -l,   C=  -  1,  Z>  =  -1,   E=-l,  F=l; 

C2— ^#  =  2,    0  =  4; 
C2-/*tf>0,  0>O; 
Hyperbel. 
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(9)  -**  +  y*-2:r#  +  2  =  0. 

A  =  —  h   B  =  l,   C=-l.   Z)  =  0,   E  =  0,   F  =  2; 

C*-AB  =  %    6>  =  4; 

C*— AB>0,  8>Q; 
Hyperbel. 

(10)  x*-y*-2a;  +  2y-l=0. 

A*zl,    Ä=-  1,    C=0,   £>  =  —!,   £=J,  F=_l; 

C*—AB  =  1,    0  =  — 1; 

C*— ^#>0,  Ö<0; 
Hyperbel. 

dl)  -2** +^  +  6* -2^-3  =  0. 

4  =  -  2,    Ä  =  l,   C=0,   Z)  =  3,   JE=  -  1,  F=-3; 

C*-^tf  =  2,   0  =  1; 

C»—  ^Ä>0,  0>O; 
Hyperbel. 

(12)  -**  +  y*-2a:y-2  =  0. 

^=-1,   Z*=  1,    C=-|,   Z)  =  0,  £  =  0,   F=  -2; 

C*— JJ?  =  2,    0  =  -4; 

C*-^£>0,  0<O; 
Hyperbel. 

(13)  —  2**+3,*+2y  +  l  =0. 

A  =  -2,   B  =  l,   C  =  0,   />  =  0,   E  =  l,  F=l; 

C»— Aß  =  2,    0  =  0; 

C*-4ß>0,    0  =  0; 
Zwei  sieb  schneidende  Gerade. 

(14)  =  0 

^  =  -1,   Ä  =  l,   C  =  0,   Z)  =  0,   £  =  0,   F  =  0; 

C»-4ß=l,   0  =  0; 

C»  —  dÄ>0,   0  =  0; 
Zwei  sich  schneidende  Gerade. 


- 
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(15)  2j?«-y*-^  —  3ar  +  l  =  0. 

0=  — 1,    C=-l,   />=-$,   E  =  0,   F  =  1; 

Cf— /<Ä  =  i,    0  =  0; 

C»-^iJ>0,   0  =  0; 
Zwei  eich  schneidende  Gerade. 

(16)  x*—y*-2a;y—2x—2t,  +  1=0. 

4  =  1,   B  =  -h   C=-l,   Z>  =  -1,   £  =  -1,  F=lj 

C»-JB  =  2,    0  =  4; 

C»-4Ä>0,  0>O; 
Hyperbel. 

(17)  ar*-y»+2*y  +  2a:  +  2  =  0. 


4  =  1,    Ä=  -1,    C=l,   />=!,    iS  =  0,  F=2; 


C*-<rfÄ  =  2,    0  =  3; 

C*— 4ß>0,  Ö>0; 
Hyperbel. 

(18)  +  2*y— 2y-l  =0. 

4  =  —  1.   Ä=-l,   C=l,   D  =  0,   £  =  -1.  F=-l; 

C*-AB  =  Q; 

^  =—  1,  AE-CD=\; 
Parabel. 

(19)  -y-*  +  2y  =  0. 

^  =  0,    Ä  =  -l.   C=0,  />  =  -*,   £=1,    F  =  0; 

C*-AB  =  0; 

J  =  0,  ß=-l,  />=  -  4; 
Parabel. 

(20)  +       2*  +  l=0. 


4  =  1,   Ä  =  l,   C  =  0,   0  =  — 1.   £  =  0,  F=I; 

C*-AB=  -  1,    0  =  0; 

4>0,   tf>0,   C*-AB<0,  0  =  0; 
Ein  Punkt. 
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(21)  .  .  .  80**  +  4y*-32^  +  4O*— %+&>  =  <). 
^=80,   B=4,   C=-16,    Z)=20,   £  =  -12,  F=85; 

C2-^Ä  =  -64,  61=0; 
A>0,   Ä>0,   C2-^Ä<0,    0  =  0; 

- 

Ein  Punkt. 

(22)  13^  +  2^  +  10^  +  1=0. 

,4  =  13,    /?=2,    C=5,    0=0,   £=0,  F=1;J 

^>0,    tf>0,    C*-4tf<0,  0<O; 

Imaginär. 

(23)  ^*  +  y*  +  2j:y  +  1  =  0. 

A  =  l,    B=lf    C=l,    Z)=Ü,    £=0,  F=l; 

C*-^ß=0; 
^  =  1,    AE~CD=0,   Ü*—AF=  —  1; 
A>0,   AE-CD=0,  Z)*-,4F<0; 

i  r 

Imaginär. 

(24)  2**-^*  — Sy-lsO. 

A  =  %   B=-l,    C=0,    Z>=0,   £=-1,    F=  —  |; 

Ca-,4#=2,  0=0; 
C*—AB>0,  0=0; 
Zwei  sieb  schneidende  Gerade. 

(25)  *2+ya-2*y-2a:  +  2//+l:=0. 

,4  =  1,    B=J,    C=-I,    />=-l,    JE  — lf    F=I  : 

C*-AB=0; 
A=zl,   AE-CD=p,  D*-AF=zO, 
A>0,    AE-CD=0,   /)*— AF=0; 

Eine  Gerade. 


V 
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(26)  -*»-0* +  2*0  +  1=0. 

A^-\,   ß=-h   C=l,  D=0,   E=0,   f  =  1; 

C»-^Ä=0; 
J  =  -l,    AE-CD=0,  D*-AF=\; 
A<0,  AE—CD=0,  Z)*-JF>0; 


Zwei  einander  parallele  Gerade. 

(27)  -4*2-0*— 4*0+4=0. 

A=—i,   J5=— 1,    C=-2,   />=0,   JE=0,  F=4. 

A=z—i,    AE—CD=0,  D*-AF=W; 
i4<0,  AE-CD=0,  Z)*-JF>0. 
Zwei  einander  parallele  Gerade. 

('28)  4*»  +  4*0=0. 

.4=4,   Ä=I,    C=-2,   D=0,   £=0,  F=0; 

,4=4,   AE-CD=0,  D*-AFz=0, 
A>Q,    AE-CD=0,  D*-AF=0; 
Eine  Gerade. 

(29)  0a+y+l=O. 

<4=0,  C=0,   Z>=0,   £  =  i  F=l; 

C2-AB=0; 


,4=0,   B=l,   />=0,  £*-2?F=-i, 
,4=0,   #>0,   Z>  =  0,  £*-jBF<0; 

Imaginär. 

(30)  **+0*-2*0  +  *=O. 

A  =  \,    Ä  =  l,   C=-l,   Z>  =  *,  ^=0,  F=0; 

C*-AB=0; 
Aszh  AE-CD=\, 
Parabel. 
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(31)  *«+5*-Äry+2y=a 

A  =  l,   B=zl,    e=— 1,   D=Q,   fol,  F=0; 

J«=l,  CZ>=I; 
Parabel. 

(32)  2jry—  2^— 1=0. 

^=1,   Ä=I,    C=  — I,    />=0,   £=—1,  F=-l; 

,4E— CZ)=-1; 
Parabel. 

(33)  2a:y— 2ar— 2y=0. 

ÄäI,    C=-J,    Z>=-1,    £=-1.  F=0; 
C*— /lß=0; 
il  =  J,  CD  =  -2; 

Parabel. 

}.  6. 

Wir  müssen  nun  noch  einmal  zu  den  in  §.  2.  in  den  Fällen 
1.  11.,  in  §.  3.  in  dem  Falle  III.  gegebenen  allgemeinen  En t Wicke- 
lungen zurückkehren,  um  feste  uod  sichere  Bestimmungen  iu 
geben,  wie  in  den  dort  entwickelten  allgemeinen  Formeln  die  in 
denselben  vorkommenden  doppelten  Vorzeichen  zu  nehmen  sind, 
wobei  wir  kaum  noch  wiederholt  darauf  besonders  aufmerksam  so 
machen  brauchen,  dass  in  allen  dortigen  Formeln,  wenn  nicht 
etwas  Anderes  als  eine  Ausnahme  besonders  bemerkt  worden 
Ist,  die  oberen  und  unteren  Vorzeichen  in  bestimmter  Beziehung 
su  einander  stehen. 

In  den  Fällen  L  II.  haben  wir  nach  8)  und  10)  die  folgenden 
Formeln  gefunden: 

-iv  et*        2  (4  cos«  —  C)sioo 

Sl) ta"g2*  =  ^cos2«-2Ccos«fg 

undi 
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2  (A  cos  «  —  C)a\na  

|8,fl      =  *  VTa+1}-  IC  cos  «)»  +  4  (  Ca—  ,4 B)  sin  «»' 
 ^cos2a  —  2Ccosa+  ig 
cos  2§  äs  ±         +  ß-tCeöia)*  +  4(C*  sina»' 

« 

and  zu  den,  sich  selbst  auf  einander  beziehenden,  oberen  und 
unteren  Vorzeichen  stehen  die  oberen  und  unteren  Vorzeichen  in 
allen  in  §.2.  entwickelten  Formeln,  wenn  nicht  etwa  etwas  An- 
deres besonders  bemerkt  worden  ist,  in  fester  und  unveränder- 
licher Beziehung. 

Weil  bekanntlich 

0  <  *  <  2* 

ist,  so  ist 

0  <  2(  <  4». 

Bezeichnen  wir  nun  den  zwischen  0  und  n  liegenden  Werth  von 
2£,  welchen  die  Formel  51)  allemal  liefert,  durch  w,  wo  also 

ist;  so  kann  offenbar  2|  die  vier  folgenden,  in  nicht  aberstei- 
genden positiven  Werthe: 


CD  +  71 

21=  { 

«  +  2« 


aUo  |  die  vier  folgenden,  wie  es  erforderlich  ist,  2»  nicht  über- 
steigenden positiven  Werthe: 

haben.   Jedenfalls  reicht  es  aber  hin : 


zu  setzen,  weil,  wenn  man 
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setzte,  dies  bloss  hcissen  würde,  dass  der  positive  Theil  der  Axe 
der  27]  den  durch  die  beiden  ersten  Werthe  von  £  bestimmten 
Lagen  des  positiven  Tbeils  der  Axe  der  x±  direct  entgegengesetzt 
angenommen  worden  sei,  was  einen  wesentlichen  Unterschied 
natürlich  nicht  bedingen  kann,  weil  dadurch  nur  die  positiven  uod 
negativen  Coordioaten  gegen  einander  vertauscht  werden  wurden. 

Wenn  die  Grossen 

^4  cos«—  C,    ^  cos  2a— 2Ccosa  +  B 

gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  tang2£  positiv,  und  sin  2$,  cos2£ 
haben  gleiche  Vorzeichen.   Es  ist  also: 

0  <  »  <  fr, 

n  <  n  +  n  <  \n. 

Setzt  man  £  =  1©,  2£=a>,  so  sind  sin2£,  cos  2$  respective  po- 
sitiv, positiv,  und  man  muss  also  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nehmen,  jenacbdem 

^4  cos«  —  C,    Aco8*2a — 2Ccos«  +  £ 

positiv  oder  negativ  sind.  Setzt  man  £  =  -f- £?r,  2£=»-f  »,  so 
sind  sin2£,  cos2£  respective  negativ,  negativ,  und  man  muss  also 
die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen,  jenacbdem 

,4  cos«  —  C9    4  cos  2«— 2Ccos«  +  B 

negativ  oder  positiv  sind. 

Wenn  die  Grössen 

^cosa  — C,    ^cos2«  — 2Ccos«+ Z? 

ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  tang'2£  negativ,  und  -sin'2|, 
cos2£  haben  ungleiche  Vorzeichen.    Es  ist  also: 

\  n  ^  od  n, 

|*  <  •  +  »  <  2». 

Setzt  man  £  =  ia>,  2£  =  co,  so  sind  sin2£,  cos2£  respective  po- 
sitiv, negativ,  und  man  muss  also  die  oberen  oder  unteren  Zeichen 
nehmen,  jenacbdem 

Acobu—  Ct   i4cos2«  —  2Ccos«  -f  B 
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respective  positiv,  negativ  oder  negativ,  positiv  sind.  Setzt  man 
!=4»-f«">  2£=a>-fft,  so  sind  sin2|,  cos2£  respective  negativ, 
positiv,  und  man  niuss  also  die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen 
nehmen,  jenachdem 

Acoaa — C,     ^4  cos  2a  —  ICcosa+B 

respective  negativ,  positiv  oder  positiv,  negativ  sind. 

Die  reciproken  Werthe  von 


also  die  Grössen: 


wo  eine  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen  auf 
jetzt  nicht  Statt  finden  soU,  sondern  die  Zeichen  nur  so  genom- 
men werden  sollen,  dass  die  Grossen  unter  den  Wurzelzeichen 
positiv  werden,  heissen  die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  und 
Hyperbel  in  den  Fällen  dieser  Curven,  und  mögen  hier  beziehungs- 
weise die  erste  und  zweite  Halbaxe  genannt  werden.  Aus  den 
in  §.  2.  gegebenen  Ausdrücken  14),  15),  16),  17)  von  P,  Q,  mit 
Berücksichtigung  des  Ausdrucks  19)  von  Ä,  erhellet  nun  rück- 
sichtlich  der  Grosse  der  beiden  Halbaxen  unmittelbar  Folgendes: 

Wenn  man  in  den  Formeln  des  §.  2.  die  oberen  Zeichen 
nehmen  muss,  so  ist  die 

erste  Halbaxe  zweite  Halbaxe 

die 

(grossere   \  (  kleinere  ) 

kleinere    )  \  grössere  ) 

wenn  die  Grösse  4  +  2Ccosa 

i positiv  ) 
negativ  ) 

ist. 

Wenn  man  in  den  Formeln  des  §.  2.  die  unteren  Zeichen 
nehmen  muss,  so  ist  die 

erste  Halbaxe  zweite  Halbaxe 

die 

|  kleinere    \  i  grössere  ) 

\  grössere   j  \  kleinere  ) 
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weon  die  Grüne  A  +  B— IC  cos  a 

(  positiv  \ 
\  negativ  ) 

ist. 

In  dem  Palte  III.  haben  wir  nach  28)  und  30)  die  folgenden 
Formeln  gefunden: 

*o\  *■  alnaVA 

M) Uog  {  =  co.aVA-VS 
und. 


54)  . 


•  .  • 


.  stnaVA 
\  \f  A-<2Ccosa+  ß 

eng  £  =  4;   .  ; 


bei  denen  man  «ich  zu  erinnern  hat,  dass  VA,  VB  nach  J.3. 
gleiche  und  ungleiche  Vorzeichen  haben  können,  und  rtfeksiebt- 
lich  der  Vorzeichen  ganz  Dasselbe  gilt,  w  as  vorher  bei  den  Fällen 
I.,  II.  bemerkt  worden  ist. 

Bekanntlich  ist  wie  früher  auch  hier 

0  <  |  <  2», 

und  bezeichnen  wir  nun  den  zwischen  0  und  it  liegenden  Werth 
von  |,  welchen  die  Formel  53)  allemal  liefert,  durch  co,  so  dass  also 

0  <  cd  <  * 

ist;  so  kann  offenbar  £  nur  die  zwei  folgenden,  2»  nicht  über- 
steigenden positiven  Wertbe  haben: 


wo  es  aber  offenbar  genügt, 

|=o> 

zu  setzen,  weil,  wenn  man  £  =  co  +  Jt  setzen  wollte,  dies  nur  eine 
Verlegung  des  positiven  Theils  der  Axe  der  xx  in  eine  direct  ent- 
gegengesetzte Lage,  also  nur  eine  Vertauschung  der  positiven 
und  negativen  Coordinaten  mit  einander  bedeuten  wurde. 

Wenn  die  Grössen 

VA,  coBaVA—VB 


Digitized  by  Google 


der  Unten  des  zweiten  Grades. 


gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  tang£  positiv,  und  sin 4.  cos £ 
haben  gleiche  Vorzeichen.   Es  ist  also 

0  <  »  <*» 

und  «ing,  cos|  sind  respective  positiv,  positiv;  also  muss  man 
die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nehmen,  jenachdem 

VA,  cosaVA-Vß 
positiv  oder  negativ  sind. 
Wenn  die  Grössen 

VA,   cosaVA  —  VB 

ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  taiigg  negativ,  und  sing,  cos£ 
haben  ungleiche  Vorzeichen.    Es  ist  also 

i»  <  cd  <  n 

und  sin|,  cosjf  sind  respective  positiv,  negativ;  also  muss  man 
die  oberen  oder  unteren  Vorzeichen  nehmen,  jenachdem 

VA,  cosaVA—VB 

respective  positiv,  negativ  oder  negativ  positiv  sind. 

In  dem  Falle  der  Parabel  beisst  der  absolute  Werth  der  Grösse 
Ax  in  48)  der  halbe  Parameter»  also  der  absolute  Werth  der 
Grosse  2AX  der  Parameter  der  Parabel.*). 

Mittelst  der  obigen  Regeln  wird  man  immer  sicher  entschei- 
den können,  wie  in  §.  2.  und  §.  3.  die  Vorzeichen  in  den  dortigen 
Formeln  zu  nehmen  sind. 

§.  7. 

Um  die  sehr  leichte  Anwendung  der  in  dieser  Abhandlung 
entwickelten  ganz  allgemeinen  Formeln  noch  an  einem  Beispiele 
zu  zeigen,  wollen  wir  mit  Hälfe  derselben  eine  Stelle  erläutern, 


*)  Hiehei  bemerke  ich  jedoch,  data  mit  Rückeicht  auf  die  Glei- 
chung 44),  wo  da«  Coordinatcnejsteni  der  x%,  p%  eben  so  wie  das  Coor- 
dinatensvstem  der  xl%  ?/,,  welchem  jenes  parallel  ist,  ein  rechtwinkliges 
Koordinatensystem  ist;  daher  ist  in  dem  Obigen  eigentlich  nnr  Ton  den 
Parameter  der  Parabel  in  Beziig  auf  ihre  Axe  die  Rede,  welchen  ich 
hier  schlechthin  den  Parameter  der  Parabel  genannt  habe,  indem  das 
Weitere  hierüber  jetzt  nicht  hierher  gehört. 
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welche  uicb  in  den  „ Werke«  ve»  Gans«,  TfcL  IL  S.  27b." 
fod«t    Gaus*  sazt  an  dieser  Stele: 

„€«na  per  acjoatiooeai  inte*  eoofdioatas  orthogonale«  />,  9 
baocce 

o/>^>  -f-  2op^r  -f  c<fif  =  I 


>,  w  et  quidem  ellipsU,  si  e,  e  atque 

ff  fj    u  si 1    O'^ä  t  i    t  ^^^5  ^^^^^^  1  £j  ^a  •      ^?     a^  ^1^^    Iii  ^)  1      r^^um  j$  n  t  ä 

invenitar  =  \^(ac^bb)     ^  **or  qoantitatis  app+lbpq  +  eco  extra 

ellipsero  ubique  fit  major  quam  1,  intra  ellipsem  minor  quam  I, 
negativa«  nallibi." 

Es  ist  also  die  an  discotirende  Gleichung: 

unter  der  Voraussetzung,  da«*  a,  c  ond  ac  —  b%  positive  Grössen 
sind,  wobei  wir  übrigens  nicht  anbedingt  voraussetzen  wolleo, 
dass  die  Coordinaten  x9  y  rechtwinklige  seien. 

In  unseren  im  Obigen  Gberall  gebrauchten  Zeichen  ist: 

A  =  a,   B  =  c,   C=b,   0  =  0,   £  =  ü,  F=-  1; 

und  weil  unter  der  von  Gauss  gemachten  Voraussetzung 

a>0,   c>0,  «c-6*>0 

ist,  so  ist  in  unseren  Zeichen: 

A>0,   B>09  C*-AB<0. 

Leicht  findet  man: 

A&+BD*  +  FC*—ABF—2CDE  =  AB  -  C2, 

1 

so  dass  also 

+  #0*  +  FC* — ABF— 2CDE  >  0, 

und  folglich  die  Curve  nach  den  in  §.  4.  gegebenen  Kriterien,  io 
dem  letzten  Ausdrucke  derselben  I.  I.  a.,  eine  Ellipse  ist. 

Weil  nach  19) 

_  AE*  +  BD*  +  FC2  -  ABF—WDE 
U  ~  C*—AB 

ist»  so  Ist  nach  dem  Vorstehenden  offenbar  &  =  —-]. 

Wir  wollen  nun  die  Ellipse  etwas  näher  bestimmen. 
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Die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  sind  nach  den  für  dieselben 
im  Obigen  gegebenen  allgemeinen  Formeln  in  diesem  Falle: 

,     BD—CE     n  AE—CD  n 

f=C*=AB  =  °>    g==C*-AB  =  0; 

so  dass  also  der  Anfang  der  Coordinaten  der  Mittelpunkt  der 
Ellipse  ist. 

Nach  8)  ist: 

1  (a  cosa  —  6)  sin« 
tangZ§  —  £cm2«— 26cosa+V 

und  nach  16)  hat  man  die  Formeln: 

2/>sin«a  =     a  +  c — 26cosa 

+  \r(a  —  c)2 -f-4(6 —  a cos  a)  (6  —  c  cos a), 

2Qsina*  —      a  +  c— 26  Cosa 

V (a  — c)2-f  4(6  —  acosa)  (6  —  ccosa). 

Wie  man  sich  bei  der  Bestimmung  des  Winkels  £  zu  verhalten, 
und  welche  Regeln  man  bei  der  Bestimmung  der  Vorzeichen  zu 
befolgen  hat,  ist  in  §.  6.  ausfuhrlich  gezeigt  worden. 

Weil 

A\B>  0, 

AE*+  BD*  +  FC*-ABF-2C!)E  >  0 

und  Sl  =  —  1  ist,  so  sind  nach  §.  2.  1.  die  beiden  Halbaxen  der 
Ellipse  offenbar: 

Vi-  Vi' 

also  nach  dem  Obigen: 

sin  a  V2 

V  ja-|-  c  —  26cosa:f  V («  —  c)2  +  4(6  — «cns«)  (6  —  ccosa)) 

  sinaV2 

V\a  -f  c  ~26cosa4:  V~ (i —  c)2  -f  4(6  —  neos«)  (6  —  ccosa)} 

Das  Product  der  beiden  Halbaxen  ist: 

1 

also,  weil  nach  18): 

Thcil  LI.  21 
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PQs\na*=z  AB—C*  =  ac-b2 

ist  : 

sin« 

und  folglich  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze  der  Flächen- 
inhalt der  Ellipse: 

7c  sin  a 


\fac-b*' 


also  für  rechtwinklige  Coordinaten  oder  a=r90°: 

n 

ganz  so  wie  Gauss  a.  a.  O.  angiebt. 

Wenn  jetzt  (.ry)  ein  ganz  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  un- 
serer Ellipse  ist,  so  wollen  wir  von  dem  Mittelpunkte  der  Ellipse 
aus,  der  nach  dem  Obigen  zugleich  der  Anfang  der  Coordinaten 
ist,  durch  diesen  Punkt  (ary)  eine  Gerade  ziehen,  and  deren 
Durchschnittspunkt  mit  der  Ellipse  durh  (n>)  bezeichnen;  dann 
ist  offenbar  in  völliger 


?  =  ?  oder 

X       t  T  » 

Weil  der  Punkt  (rn)  in  der  Ellipse  liegt,  so  ist: 

«r*  +  2*r» +  co*  =  l; 
nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber: 

ajr*  +  2Äm  +  cn*  =  ara-f  2of     jr  -f-  c^jr* 


also  ist 


und  folglich: 

woiaua  zunächst  erhellet  das« 

^toU  positiv  ist. 


Digitized  by  Google 


der  Unten  des  zweiten  Grades.  323 

Jeoachdem  der  Punkt  (xy) 

ausserhalb,    in,  innerhalb 
der  Ellipse  liegt,  ist  offenbar: 

*2  >  x\     **  =  r2,     *a  <  r2; 


also: 


y»  >  n*       j,2  =  »2      y«  <  »2: 


j:2  »  #2  x% 


<l; 


folglich  nach  dem  Obigen: 

a*I+2&ry-f  cy2>  1,  ar2-f26a:y-f  ey2=  1,  ovr2  +  2bxy  +  cy2  <  1 ; 
ganz  so  wie  Gauss  angiebt. 

Dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Grosse 

aar2  +  Ibxy  +  cy2 

stets  positiv  ist,  kann  man,  ganz  unabhängig  von  geometrischen 
Betrachtungen,  auch  auf  folgende  Art  beweisen. 

Weil  nach  der  Voraussetzung  <z,  c  positiv  sind,  so  kann  man 
setzen : 

ax*  +  26*y  +  cy2  =  (*  Va)2  +  2b  xy  +  (y  Vc)2 
=  (x  Va)2  +  2*y  Vac  +  (y  Vc)2  =F  2.ry  ^äc  +  2bxy 
=  («Va  db  V  Vc)2 + 2(  Väc  T  o) 

Da  nach  der  Voraussetzung  ac  —  62>0  ist,  so  ist  V  ic grösser 

als  der  absolute  Werth  von  6,  und  folglich  offenbar  ac+b  stets 
positiv.    Haben  nun  x,  y  gleiche  Vorzeichen,  so  ist  offenbar 

(xVa  —  yVc)2  +  2(Sfäc  +  b)xy 

positiv,  und  wenn  x,  y  ungleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist  augen- 
scheinlich 

(xVa  +  y  Vc)2  —  2  ( —  b)  xy 
positiv;  also  ist  offenbar  nach  dem  Obigen 


21 
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ax* +  *lbxy  \  cy1 

immer  positiv,  wie  behauptet  wurde. 

Die  ganz  allgemeine  Discussion  der  Gleichung 

ax1  \-  2bxy  \  cxß  =  1 

nach  den  in  dieser  Abhandlung  entwickelten  Formeln  und  Prin- 
cipien  empfehlen  wir  dem  Leser  recht  sehr  zur  Uebung;  uns  ge- 
nügt es  hier,  die  vorhergehende  Entwicklung  an  eine  Stelle  in 
einem  der  berühmtesten  und  wichtigsten  Werke  der  neueren  Zeit 
angeschlossen  und  zu  deren  Erläuterung  benutzt  zu  haben. 


Anhang. 

Wenn  man  für  den  Kegelschnitt  der  neun  Punkte,  für  welchen 
in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordiuatensystem  die  Werthe 
der  Coefficienten 

A,   B,   C,    D,   E,  F 

in  der  Abhandlung  Theil  XL1II.  Nr.  VI.  §.  8.  27),  auf  welche 
hier  überhaupt  verwiesen  wird,  sich  angegeben  finden,  die  Lage 
und  Grösse  der  Axen  durch  allgemeine  Formeln  bestimmen  will; 
so  kommt  es,  wie  aus  den  in  der  vorliegenden  Abhandlung  ent- 
wickelten Formeln,  in  denen  überall  a  =  90°  zu  setzen  ist,  un- 
mittelbar erhellet,  auf  die  folgenden  Grössen  an,  deren  nach- 
stehende Werthe  aus  den  in  Hede  stehenden  Werthen  der 
Coefficienten  A,  B,  C,  />,  E,  F  leicht  abgeleitet  werden: 

A—B  =  —  2{p!  sin  (a2  —  «s)  cos  2«!  -f  o2  sin  (<*3  —  «,)  cos  2«2 

-f  &  sin  (of4  —  c^)cos2a3} ; 

A  \ B=    2 sin  (ora  —  cr3)  +  q2 si n  (o^  —  «, )  +  o3  sin  (at  —  aa)} , 

C—  —  {qi  sin  (oa  —  a3)  sin2«,  +  o2sin  (a3  —  «^sin  2«a 

-f-  p3  sin  («4  —  cra)  sin  2a3|, 

(^-^)2+4C2=4{oI*sin(«2-«3)2+pa2sin(«3— a,)2+p828'n(«i--««)2j 

+  2el0acos2(a1— a2)sin(or2— «3)sin(«3 -«,)/ 

i  . 

+  2p2o3sin(cr1— «2)cos2(flfa— a3)sin(a3— cf,)[ ' 
-f  2o3p1sin(a,  ~a2)sin(«2— «3)cos2(a3— «,)] 
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t)  _ frsinCttg— «3)5102^ -f  p2sin(a8— of^siirigaiPs8'11^!  -<»2)sin2«3 . 
^^"piSin^-cfaJcos'iai+^sinCaa-aJcos'iofa+^sinCcfi— a2)cos2<X3, 

A  +  B?\T(A-B)*  +  ÄC* 
H  —  2 

Q  =  2  ' 

C«  —  i4Ä  =  —  4  sin  («!  —  «4)  sin  (aa  —  a3) sin  (cr3  —  «, ) 

X  {o,  oa sin  (<*!  — «2)  +  o^  t*in  («a—  «3)  +  03  d *»» («3  ~  «1 )!  '* 

/=     *  (^i  cos  of,  +  oa  cos  02  +  03  cos  a3), 

#  =    £  (gt  sin  ax  +  oa  sin  «a  +  o3  sin  «3) ; 

Ä=    Af*  +  Bg* +  <lCf9 +1Df  \  2Eg  +  F 

=    Jq^(Qi  cos ai  +  02 cos Äa  +  °s cos as)a 
1 

+     Ä  (p!  sin  «l  f  oa sin    +  o3  sin  «3)a 

+  g  CCOiCOS«!  +  oacos«a  +  o3cos«3)  (pj  sioa,  +  oasiuaa  +  o3sin«s) 
+  £  D(QX  COS  «4  +  P2C0SO2+  p3  cos«3) 

+       (0,  sin «!  +  oasiii aa  +  o3 sin a3) 

^E*  +        +  FC2  —  ABF  —  WDE  =  (C*  -  J  Ä)  & 
Für  «  =  90°  ist 

Acosa-C=  —  C,    ^icos2a  —  2Ccos«+#  =  —  (A  —  B). 

In  den  obigen  Ausdruck  von  Sl  würden  noch  die  a.  a.  O. 
angegebenen  Wertbe  von 

A,   B,    C,    D,    E,    F ; 

die  deshalb  hier  nicht  wiederholt  werden,  noch  einzuführen  sein. 
Allen  hier  gegebenen  Formeln  gebührt,  ungeachtet  ihrer  von  der 
Natur  der  Sache  unzertrennlichen  Weitläufigkeit,  der  Vorzug  grosser 
Allgemeinheit  und  völliger  Symmetrie. 
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XXIX. 

Allgemeine  Discussion  der  Gleichung  des  zweiten 

Grades 

Ap0*  +  Bpx*  +  CpS+DpoPt  +  EpM+Fptpo  =  0 

zwischen  Dreilinien  -Coordinaten  oder  sogenannten 

trimetrischen  Coordinaten. 

Von 

dem  Herausgeber. 


(Figuren  s.  Taf.  VII.) 


§  1- 

Jeder  Kegelschnitt  mit  Einschluss  des  Kreises  wird  in  Drei- 
linien-Coordinaten  oder  sogenannten  trimetrischen  Coordinaten 
bekanntlich  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ap*  +  BPl*  +  Cp2*  +  DPoPl  +  EplP2  +  FpiPo  »  0 

charakterisirt.  (M.  s.  die  Abhandlung  Nr.  XXVII.).  Umgekehrt 
lässt  sich  nun  aber  auch  fragen,  welche  Curven  überhaupt  durch 
die  in  Dreilinien-Coordinaten  oder  sogenannten  trimetrischen  Coor- 
dinaten ausgedruckte  Gleichung 

Jpo2  +  ^Pia+  Cp**+  I>PoPi  +  EpiP*  +  FpzPo  =  0, 

wo  A,  B,  Ct  Dt  £,  F  als  beliebig  gegebene  Grössen  zu  be- 
trachten sind,  charakterisirt  werden.    Die  Beantwortung  dieser 
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Frage  ist  schon  mehrfach  versacht  worden*);  aber  ich  glaube 
nicht,  dass  dieselbe  schon  vollständig  erledigt  sei,  und  bin  selbst 
der  Meinung,  dass  manche  der  angegebenen  Kriterien  nicht  allgemein 
genug,  ja  in  einzelnen  Fällen  selbst  nicht  ganz  richtig  sind;  auch 
sind  die  gegebeneu  Formeln  nicht  immer  so  vollständig  entwickelt 
and  durch  die  ursprünglich  gegebenen  Coelüeienten  A,  B,  C,  D, 
E,  F  dargestellt  worden,  dass  sie  eine  unmittelbare  Anwendung  ge- 
statten, indem  sie  gewöhnlich  die  vorhergehende  Berechnung  nicht 
weniger  Hülfsgrüssen  erfordern.  Ich  habe  daher  diesen  Gegenstand 
einer  neuen  Untersuchung  unterworfen,  deren  Ergebnisse  ich  im 
Folgenden  mittheilen  werde,  indem  ich  mir  über  die  bei  dieser 
Untersuchung  angewandte  Methode  die  folgenden  Vorbemerkungen 
erlaube.  Man  hat  die  Discussion  der  in  Rede  «teilenden  Glei- 
chung nach  verschiedenen  Methoden  anzustellen  versucht;  mir 
aber  hat  es  immer  am  Zweckmässigsten  geschienen ,  dieselbe 
ohue  Weiteres  auf  die  Discussion  der  Gleichung  des  zweiten 
Grades  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  in  cartesischen 
Coordinaten  zurückzuführen  und  an  dieselbe  unmittelbar  anzu- 
schliessen ;  dies  ist  denn  auch  die  von  mir  in  dieser  Abhandlung 
augewandte  Methode,  wobei  ich  mir  zugleich  ausdrücklich  zu  be- 
merken erlaube,  dass  ich  für  jetzt  hier  auch  durchaus  nur  die 
nach  dieser  Methode  sich  ergebenden  Resultate  mitzuteilen 
beabsichtige,  vorläufig  ganz  unbekümmert  um  Das,  was  sich  durch 
die  Anwendung  anderer  Methoden  ergeben  hat.  Auch  betrachte 
ich  diese  Untersuchung  noch  keineswegs  als  abgeschlossen,  be- 
halte mir  vielmehr  vor,  noch  öfter  auf  weitere  Folgerungen  zu- 
rückzukommen, welche  sich  aus  den  hier  gewonnenen  Resultaten 
ziehen  lassen.  Dass  die  hier  entwickelten  Kriterien  ganz  sicher 
und  untrügerisch  sind,  auch  den  Gegenstand  vollständig  erschöpfen, 
scheint  mir  keinem  Zweifel  zu  unterliegen;  ob  dieselben  aber 
uicht  noch  mannigfacher  Vereinfachung  fähig  sind  und  durch  an- 
dere Kriterien  ersetzt  werden  können,  lasse  ich  für  jetzt  ganz 
dahin  gestellt,  und  muss  mir  schliesslich  erlauben  den  Wunsch 
auszusprechen,  dass  die  hier  gelieferte  Untersuchung  auch  durch- 
aus nur  aus  dem  vorher  angegebenen  Gesichtspunkte  betrachtet 
und  beurtheilt  werde,  indem  ich  weitere  Mittheilungen  mir  vor- 
behalte. —  Den  Inhalt  meiner  Abhandlung:  „Das  System  der 


*)  U.  A.  s.  m.  ausser  den  betreffenden  Steilen  in  Anal y  tische 
Geometrie  der  Kegelschnitte  von  G.  Sahnon,  übersetzt  von 
W.  Fiedler.  Leipzig.  1860. *'  eine  Abhandlung  von  O.  Stolz  in 
dc"  „Sitzungsberichten  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Wien.    LV.  Uand.    II.  Heft.   Wien.    1867.  S.  280. 
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Dreilinien  -  Coordinate n  in  allgemeiner  analytischer 
Entwickelung"  in  Tbl.  XXXVIII.  Nr.  XXXVI.  setze  ich  als 
vollständig  bekannt  voraus,  und  werde  mich  Öfters  auf  diese  Ab- 
handlung zu  beziehen  genothigt  sein,  indem  ich  auch  die  dort 
gebrauchten  Zeichen  hier  meistens  ohne  alle  weitere  Erläuterung 
anwenden  werde. 

Nach  Tbl  XXX VIII.  S.  404.  ist  allgemein: 
Po  =  Öo-J-ycosoo  —  xcosß0, 
px  =  öi  +ycos  «!  — * X  COSßj, 
ptl  =  Ö2-f  7/C08C2  —  x  cos02; 

wo  ö0,  ö,,  ö2  die  trilineareu  Coordinaten  des  Anfangspunkts  des 
rechtwinkligen  Systems  der  xy  bezeichnen.  Nehmen  wir  nuu 
den  positiven  Theil  der  Axe  der  x  gleich  gerichtet  an  mit  der 
positiven  Richtung  der  ersten  Axe  des  trilinearen  Systems,  so 
ist  offenbar  aQ  =  0,  ß0  =  90°  und  folglich  cosa0  =  1,  cosß0  =  ü; 
also  sind  die  obigen  Gleichungen: 

Po  =  ö0+#, 

px  =  <5l  -fycOSCf!—  xcosßlt 

p2  =  {32  +  T/cosa2 — arcosftj. 

Bezeichnen  wir  in  den  Figuren  durch  O0  und  Ol  die  positiven 
Richtungen  der  ersten  und  zweiten  Axe  des  trilinearen  Systems, 
so  ist  offenbar: 


in  Fig.  I.: 

WOl>  ßl 

-  90°  -  u>01 ; 

COS  CT] 

COSM>01, 

cos  ßx  =  sin  t©ol ; 

in  Fig.  iL: 

«1 

—  W0l> 

cos  at 

COS«701, 

cos/5,  =  sinw01 ; 

in  Fig.  III.: 

«*01>  ßl 

=  «,01_W; 

COSCfj 

coawoit 

cos  ßi  =  sin  tcOI ; 

in  Fig  IV.: 

ßx  ==90"+(-ti^:=90<>--t%; 

> 

COS  ftx 

COS  W0i , 

cos/3j  =  siu  tc01 ; 

also  ist  in  allen  Fällen: 
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cos  c*i  =  cos  wol ,    cos  ßi  —  sin  woi . 
Auf  ganz  ähnliche  Art  ist  allgemein: 

cos  Oa  =  cos  «>02>    cos  0a  —  sin  ^02  J 
weil  aber  w02  =  —  t©20  ,st>  80  ist : 

cos  a2  =  cos  (— Wyo),   cos     =  sin  (—  u>20)  J 

folglich  allgemein: 

cos  «a  =  cos  u?20 »    cos  ß2  =  —  sin  w?±o- 
Daher  werden  uun  die  obigen  Gleichungeu: 

Po  =  ö0  +  y, 

pA  =  Öi  -f  y  costcoi  —  xsinwoi* 

J?2  =  Öa+yC0SW20+;C8*nil?20i 

und  die  Gleichung 

in  Dreilinien  Coordinaten  wird  also  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

Ä  (So  +  30a  \ 
+  Ä  (5X  +  y  cos  «col  —  x  sin  wol)*  j 

+  C(öa  +  #  C0Stt>20  +  *  sin  wao)*  1  =  0. 

+  D  (q0 +  y)(ä1+y  cos  wol—x&\nwol)  l 

+  £(5i  +  yc°s  woi  —  ^sin  w01)  (ö2  +  #  cosw>.20  -f  tfsintc20)  j 

+  F(ö0+y)(ö2  +  #  cos«720  +  #sinu>2o) 

Entwickelt  man  diese  Gleichung,  so  findet  man  Folgendes: 

Der  Coefficient  von  x2  ist: 

ßBinwol*  +  Csin  w.10*  —  Esin wol  sin  w20. 
Der  Coefficient  von  y*  ist: 
J+ßcostü01a+  Ccostc20a+Z>costc01  -f  Ecostc0i  coswao  +  JFcosw20. 

Der  Coefficient  von  xy  ist: 

-2£f sin  tc0i  costooi  +  ^Csintc^cos^o  -  Ds\nwol  +  £sin(tt?20  —  woi) 

-f  Fsin  u>20« 

Der  Coefficient  von  #  ist: 
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— 2Bö)l  sin  w0i  +  2Cö2  sinM?2ü  —  />ö0sin  wol 

-f-  jE  (öi  sin tcao  —     sin  wol )  +  Fö0 sin %, 

Der  Coefficient  von  y  ist: 

+  C0SW0lH-2CÖaC0Stt?20+  />(Ö!  +ö0cosic0i) 

-f  E  (Ö|  cos  w?2o  +  öa  cos  to0i)  -f  F(ö2  +  ö0  cos  u?20)- 

Der  von  x  und  #  unabhängige  Tbeit  ist: 

^ö0*  -|-         -f  Cöa2  +  Z)50öl  -f  Z^ö^  +  Fö2ö0. 

Legen  wir  nun  aber  den  Anfang  des  rechtwinkligen  Coordi- 
uatensystems  der  x,  y  in  den  Durchschnittspunkt  der  ersten  und 
dritten  Axe  des  Dreilinien-Coordinatensystems  der  p0,  pl3  pt;  so 
ist  ö0  =  0,  öa  =  0  zu  setzen,  und  die  Gleichung 

Ap<*  +  BPl*  +  CpS  +  OpoPl  +  EPlp2  +  Fp*p0  =  0, 

auf  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y  bezogen,  wird  also,  wcon 
wir  der  Kürze  wegen: 

A'  =  B8\nwQi*  +  Csintc202  —  £sintt>0lsinic20» 

2CV  =  —  2Z?sinic01  cos«c01  +  2Csiu  u?2ocost02o — Ds\nwol 

+  E  sin  (itjo — wol )  +  Fsin  wM, 

20'  =     (-2Äsin«?ol  +  £sin«>20)öI, 

IE'  =     (    2tf  cosw0l  +  D  +  Ecostc^ö,, 

F'  =  ßü* 

setzen : 

^'a*  +  By*  +  2C  ^  +  2Z)'*  +  2E'y  +  F'  =  0, 

welche  Gleichung  wir  nun  nach  den  aus  der  Abhandlung  Nr. 
XXV III.  §.  4.  bekanuten  Regeln  discutiren  müssen. 

§.  3. 

Bei  der  Discussiou  der  Gleichung 

A  x*  +  B'y*  +  2C'xy  +  21>  x  +  ctE'y  +  F  =  0 

kommen  bekauotlich  hauptsächlich  gewisse  Grössen  in  Betracht, 
zu  deren  Entuickelung  wir  jetzt  übergeheo  wollen.  Bei  allen 
diesen  Entwicklungen  hat  man  besonders  die  aus  der  Abhaud- 
luog  Tbl.  XXX VIII.  iNr.  XXXVI.  6.  403.  bekauuteu  Formeln: 
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cos  wol  =     cos  (wia  +  w20) , 

C08Wia  =  COS(tt>40+U>oi), 
COS  Wjo  =        COS  (t001  +  IC|2) 

und 

sin  w0l  =  —  sin  (a?la  +  u>10) , 

sinu>12  =  —  sin  (wt0  +  wol) , 

sint*^  =  —  sin(w01  + 
zu  beachten;  ausserdem  hat  man  stets 

sin  (u>2o  —  woi)  =  sin  tc20  cos  w0l  —  cos  %  sin  wol 
zu  setzen. 

Die  erste  der  zu  entwickelnden  Grossen  ist  die  Grösse 

C'2 — A'B'. 

Weil  aber 

4(C'*-A'B')  =  (2C')2-4,4'J3' 
ist,  so  wollen  wir  diese  letztere  Grosse  entwickeln. 

Zuerst  findet  man  sehr  leicht,  dass  die  CoefQcieoten  von 
B\    C2    BD,   BE,    CE,  CF 
sämmtlich  verschwinden. 

Für  den  Goefficienten  von  JD2  erhält  man: 

sinw>0l2. 

Für  den  Coefficienteu  von  E*  erhält  man: 
(sin  w20  cos«70i  -|-  cos  w20sin  t©0l)2=sin  (w^  -f  o>0l)2=sin  tcla2. 
Für  den  Coefficieuten  von  F2  erhält  man: 

sinw2oa* 

Für  den  Coefficieuten  von  BC  erhält  man: 

—  4  (sin  t02o  cos  wol  +  cos      sin  woi  )2  =  —  4  sin  (tc20  +  w01)2 

=  ~4sintO|  22. 

Für  den  CoefGcienten  von  BF  erhält  man: 

"-4sin tool  (sinu;20 coswol  f  cosw2o  a\mv0l)  = — 4sinieol  sin («?2o+woi ) 

=    4sintD0i  sin  u>12. 
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Für  den  Coefficienten  vod  CD  erhält  man: 

—  4sin  u>2o  (sinwjo  cosw0i  -f-  cos      smwQl)  =  —  4sin«t2o  sin  (tc^  -f  tc0, ) 

=  4sin«j20siDtrl2. 

Für  den  Coefficienten  von  />£  erhält  man: 

2*inf<?0i  (sinwjoCOstToi  +  costc20sinw0j)=:    2siutc01  sin  (to^-fr  tr0, ) 

= — 2  sin  tc0i  sin  «Oj  2- 

Für  den  Coefficienten  von  DF  erhält  man: 

—  2sintiolsinf0so. 

Für  den  Coefficienten  von  EF  erhält  man : 

2siuic20  (sintoso  cos  w01  +  cosir^  sinwol)  —    2  sin  wt0  sin  (w^o + «?01 ) 

=  — 2sintCgosint<7&2. 

Für  die  Coefficienten  von 

AB,    AC,  AE 

erhält  man  respective: 

—  4  sin  t0Oia»    —  4  sin  tet0*,    4  sin  tcol  sin  tcm. 
Also  ist: 

=     />*sin  wol*  +  £*sin  iri2-  +  F*sinfrl0* 

■ 

— 4.4  (B  sin  tcol*  -f  Csio  m>20*  —  Esin  trol  sin  to^) 
— 42?Csinto12a  -f  4BFsint0OIsinu7|a  +  4  CZ)  sin  tc^sinw^ 
—  2Z)/£  sin  m?01  sin  tcl2  —  2/>Fsin  «?0i  sin  ir20— 2EFs\n  tcla  sin  to^, 
oder,  wie  man  sogleich  übersieht: 

4  ( C*  -  ^'^0  =     (/>2  -  4^Ä)  sin  u>0l * 

+  (E*-4£C)sm«?12s 
+  (F*— 4CJ)sin«72ü* 

-  2  (ZJE  -  2£F)  sin  w0i  sin  tüt 2 

-  2  (EF-  2  CZ>)  sin  wl2  sin  tc20 

-  2 (FZ) — 2*4E)  sin  ic20  sin  tc01 . 

Weil  es  aber  bei  der  Discussion  unserer  Gleichung  bloss 
darauf  ankommt,  ob  die  Grösse 
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C*—A'B' 

kleiner  als  Null,  gleich  der  Null  oder  grösser  als  Noll  ist,  so  kann 
man  bei  dieser  Discussion  statt  der  vorstehenden  Grosse  die 
Grosse 

(V*— 4^ß)sintc012  +  (£*-4^C)sinw182+(Fa—  iCA)8\ntcw* 

— 2  (DE  —  2  BF)  sin  tc0l  sin  to,  a 
— 2  (EF—2CD)  sin  tcl2  sin  tu20 
—  2  (FZ) — 2  A  E)  si  n  tc20  sin  WqX 

setzen . 

§.  4. 

Wir  müssen  ferner  die  Grosse 

D*-AFf 

entwickeln.    Weil  aber 

i(D,% — ÄFf)  =  (2Z)')2-44'F' 

ist,  so  werden  wir  diese  letztere  Grosse  entwickeln,  indem  wir  hier  zu- 
gleich bemerken,  dass  bei  dieser  Entwickelung  im  Folgenden  der  in 
allen  Gliedern  vorkommende  stets  positive  und  offenbar  nicht  ver- 
schwindende Factor  öi2  weggelassen  worden  ist,  welches  deshalb 
verstattet  ist,  weil  es  bloss  darauf  ankommt,  zu  wissen,  ob  die  Grösse 

D'*-A'F 

kleiner  alt*  Null,  gleich  der  Null  oder  grösser  als  Null  ist. 

Man  findet  leicht,  dass  die  CoefGcienten  von  B2  und  BE 
verschwinden,  und  dass  die  Coefficienten  von 

E*,  BC 

respective 

si  n  «»jo2,    —  4  s  i  n  w20a 
sind;  also  ist  mit  Weglassung  des  Factors  öi2: 

4(D'2  —  A'F')  =  (£*— 4ßG,)sinw>202 
Weil  es  aber  bloss  darauf  ankommt,  zu  wissen,  ob  die  Grösse 

D'*—AFr 

kleiner  als  Null,  gleich  der  Null  oder  grösser  als  Null  ist,  so 
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kann  man  für  diese  Grösse,  da  offenbar  sin  tc20  nicht  versch winden 
kann,  die  Grosse 

Et-ABC 

setzen. 

§.  5. 

Ferner  ist  jetzt  die  Grosse 

zu  entwickeln,  statt  welcher  wir  die  Grosse 

4(£'*—  B'FT)  =  (2E')*  -  4B'F' 

entwickeln,  und  dabei  wieder  ans  denselben  Gründen  wie  im  vor- 
hergehenden Paraprapben  den  in  allen  Gliedern  vorkommenden 
Factor  5t*  weglassen. 

Leicht  finden  wir,  dass  die  Factoren  von  BP,  BD,  BE  sSmrot- 
lieh  verschwinden  und  dass  die  Coeföcienten  von 

D*9   E*,  DE,   AB,   BC,  BF 

respective 

1,   costcjo2,   2costc2o,    —  4,   — 4costGto*    —  4costr20 
sind.    Also  ist  mit  Weglassung  des  Factors  öj*: 

UE't-B'F') 

=^  />*— 44i?  +  2(ÖE— 1BF)coswfX)  +  4ßC)cost<>202, 
wo  man  aber  im  Folgenden  für  die  Grosse 

E'*—ß'F 
aus  bekannten  Gründen  die  Grosse 

D* — 4  AB  +  2  (DE—2BF)  cos  «?«o  +  (£a-  4ÄC)  cos  %J 
setzen  kann. 

§.  6. 

Wir  gehen  zur  Entwickelung  der  Grosse 

A'E'-C'D' 

über,  statt  welcher  wir  aber  die  Grösse 

4  {A'E9  —  CD')  =  2A'  .2E'  —  W.  2#' 
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entwickeln,  indem  wir  dabei  den  in  allen  Gliedern  vorkommenden 
nicht  verschwindenden  Factor  5,  weglassen,  welches  deshalb  ver- 
stattet ist,  weil  es  hier  bloss  darauf  ankommt,  zu  wissen,  ob  die 
Grosse 

A'E'—C'V 

verschwindet  oder  nicht  verschwindet. 

Leicht  finden  wir,  dass  die  Coefficienten  von  B2,  BD,  BE, 
CE,  DE  sämmtlich  verschwinden. 

Als  Coefficienten  von  BC  erhalten  wir: 

4sinu>20(sintf?10  costr01  -f  cosw?20sintt>01)  =    4  sin  w20  sin  (it>20  +  ">oi) 

= —  4  sin  ic2o  sin  wt%. 

Der  Coefficient  von  CD  ist 

2siow202. 

Der  Coefficient  von  BF  ist 

2sinM01  sinw?20. 

Der  Coefficient  von  EF  ist 

—  sintojo2. 

Der  Coefficient  von  E%  ist 

—  sin  w20  (sin      cos  wol  -f  cos      sin  w01  =  —  sin      sin  (w^o  +  «>oi ) 

=  sinte2o8ini0ia. 

Mit  Weglassung  des  Factors  <5t  und  des  in  allen  Gliedern 
vorkommenden  nicht  verschwindenden  Factors  sinw^  ist  also: 

tiA'E'-C'D') 

=  2J?Fsinio01  +  (Ea  -  IBC)  sin  tc12  -  (FF—  2C/))sinfoto, 

wo  wir  aber  im  Folgenden  für  die  Grosse 

A'E'-C'D' 

aus  bekannten  Gründen  die  Grosse 

2£Fsin  wol  +  (Fa  -  4BC)  sin  toI2-  (FF-  2C#)  sin  w*> 

setzen. 

§.  7. 

Endlich  kommt  es  nun  noch  auf  die  Entwicklung  der  Grösse 
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A'E*  +  B'D'*+F,C'*  —  A'B'F' -ICD'  E' 

an,  statt  welcher  wir  die  Grosse 

4(l£'J  +  ß'^2  +  F'C^-AB'F—WDE) 
=  A' .  (2£')a  +  B' .  (2ö')a  +  F' .  (Wyt—tA'B'F' 

-2C'.2Z>'.2£' 

entwickeln  werden,  wobei  wir  den  in  allen  Gliedern  vorkommenden 
positiven  und  nicht  verschwindenden  Factor  c3|2  weglassen,  wozu 
wir  berechtigt  sind,  da  es  nur  darauf  ankommt,  zu  wissen,  ob  die 
Grosse 

A'E'*  +  BD*  +  FC»  -  A'ßF'  -  2CDE' 
kleiner  als  Null,  gleich  der  Null  oder  grosser  als  Null  ist. 

Durch  eine  zwar  weitläufige,  sonst  aber  nicht  der  geringsten 
Schwierigkeit  unterliegende  Rechnung  finden  wir,  dass,  mit  Aus- 
nahme der 

AE*,   BF*,    CD*    ABC,  DEF 

enthaltenden  Glieder,  deren  Coefficienten  respective 

sintc202,    sintc202,   siniü202,    —  4sinw202,    — sinw202 

sind,  die  Coefficienten  sämmtlicher  Glieder  der  Entwicklung  ver- 
schwinden, und  dass  also,  mit  Weglassung  des  Factors  öx2: 

i(A'E'*  +  B'Df*  +  F'C'*-A'BF'  ~<1CTD'E') 
=  (AE*+BF*  +  CD*-iABC—DEt)smw20* 

ist,  so  dass  man  also  aus  bekannten  Gründen  im  Folgenden  für 
die  Grösse 

A'E'*  \B?D'*  +  F'C*  —  A'B'F' —WD'E' 
die  Grösse 

AE*  +  BF*  f  CD* -\ ABC- DEF 

setzen  kann. 

§.  8. 

Wir  wollen  die  folgenden  Bezeichnungen  einführen: 
A  =  B  sin  wol*  +  Csin «?202  \  Esin  wol  sin  toio,  . 
B  =  A  +  Bco&w0l*\  Cco8ir.2ü2+A>cos«j01+£cosw0iCosM?20-f  Fcos«c<0, 
D  =  '2Bs\nw0l  —  Es'mw^i 
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* 

G  =  (Z)2—  4^)sintool2+  (£*— 4#C)sintriaH(F2--4C^sintt>20* 

—  2  (DE — 2BF)s\nw0i  sintr12 
— 2  (EF  —  2  CD)  sin  <o12  sin 
-2(FD-2AE)s\nwiosmwou 

H  =  ^lE**  BF*  +  CD*-4ABC-DEF; 

L  =  2^Fsin«?0I  +  (£*  -4£?C)sin«>ia  — (£F—  ^CZ^sinw*,, 

M  =  E*—4BC, 

N  =  Z>a  — 44£  +  2(DE—2BF)coswto  +  (E2—4BC)  cos  w>202. 
Dann  erhalten  wir  zur  Discussion  der  Gleichung 

Ap<?  +  Bp?  +  Cp2»+DpoPl  +EplPi+  Fp2p0  =  0 
nach  der  Abhandlung  Nr.  XXVIII.  §.  4.  die  folgenden  Kriterien : 

I.  G<0. 

1  A  >  0,   B  >  0 

a  H  >  0 

Ellipse. 

b  H  <  0 

Imaginär. 

1     c  H  =  0 

Ein  Punkt. 
2  .  .  A  <  0,    B  <  0 

a.  .  .  H  <  0 

Ellipse. 

b  H  >  0 

Imaginär. 

c  H=0 

► 

Ein  Punkt. 

II.  G  >  0 

1  H>0 

Hyperbel. 

Thcil  1*1.  22 


Digitized  by  Google 


338   Grunert:  üiscussion  ä.  allgemeinen  Gleichung  d.  zweiten 
2.  .  .  .(  H  =  ü 

■ 

Zwei  sich  schneidende  Gerade. 
III.   G  =  0 

Parabel 
im  Allgemeinen, 

mit  den  folgenden  Ausnahmefällen,  die  in  allen  Fällen  zuerst  unter- 
sucht werden  müssen,  indem  nur  erst  dann,  wenn  keiner  dieser 
Ausnahmefalle  Statt  findet,  sicher  auf  eine  Parabel  geschlossen 
werden  kann. 

1.  A  und  B  verschwinden  beide. 

Eine  Gerade. 

2.  A  und  B  verschwinden  nicht  beide. 

a  A  >  0,   L  =  0 

aa  M  >  0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb  M  =  0 

Eine  Gerade. 

cc  M<0 

Imaginär. 

Wenn  B  =  0  ist,  stehen  die  Geradeu  auf  der  ersten  Axe  des 
trilinearen  Systems  senkrecht. 

b  A  =  0,   B  ^  0,  D  =  0 

aa  N  >  0 

Zwei  einander  parallele  Gerade. 

bb  N  =  0 

Eine  Gerade. 

cc  N  <  0 

Imaginär. 

Die  Geraden  sind  der  ersten  Aze  des  trilinearen  Systems  paraiiel. 
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Anmerkung. 

Es  ist  hier  für  jetzt  keineswegs  nieine  Absicht,  diesen  Ge- 
genstand weiter  auszuführen,  viel  weniger  denselben  vollständig 
zu  erschöpfen;  jedoch  will  ich  nicht  unterlassen,  zu  bemerken, 
dass  verschiedene  der  obigen  Bedingungen  sich  auf  andere  Aus- 
drucke bringen  lassen,  was  nur  durch  das  folgende  Beispiel  er- 
läutert werden  mag. 

Wenn 

G  =  HC'i-A'B')  =  4(C'2-  AB) 
<0 

ist,  so  kann  nur  entweder 

A  >  0,   B  >  0    oder    A  <  0,    B  <  0 
sein.    Wenn  nun 

A  >  0,    ß  >  0   oder    A  <  0,    B  <  0 
ist,  so  ist  beziehungsweise 

A+B>0   oder  A+B<0; 
und  weil  in  diesem  Falle  nur 

A  >  0,    B  >  0   oder    A  <  0,    B  <  0 
sein  kann,  so  ist  auch  umgekehrt,  wenn 

A  +  B  >  0   oder   A  +  B  <  0 
ist,  beziehungsweise 

A>0,    B>0   oder    A  <  0,    B  <  0. 
Daher  kann  man  die  obigen  Bedingungen: 

L    1  G  <  0,   A  >  0,   B  >  0; 

I.    2  G  <  0,   A  <  0,    B  <  0 

auch  beziehungsweise  auf  folgende  Art  ausdrücken  : 

I.    1  G  <  0,    A  +  B  >  0; 

1.    2  G  <  0,   A  +  B  <  0; 

wo,  wie  man  leicht  findet: 

A-f  B  =  A  +  B+C+  Dcoswol  +  2£cos«712-|-/1co$it>.2ü 

ist. 

22» 

-*  Digitizi 


340  ßrnnert:  Discussion  d.  allgemeinen  Gleichung  d.  zweiten 

Statt  der  Winkel  ic0|,  «j^,  w20  kann  man  auch  andere  Ele- 
mente des  dem  Coordinatensysteme  zu  Grunde  gelegten  Dreiecks*) 
einführen;  jedoch  scheint  mir  der  Gebrauch  dieser  Winkel,  auch 
der  in  den  folgenden  Paragraphen  noch  zu  entwickelnden  Formeln 
wegen,  sich  besonders  zu  empfehlen. 

Die  weitere  Ausführung  dieses  Gegenstandes  behalte  ich  mir 
für  spätere  Abhandlungen  vor. 


§.  9. 

Nehmen  wir,  um  ein  Beispiel  zu  betrachten,  an,  dass 
B  =  0,   Z>  =  0,  £  =  0,   F  =  0 
sei,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

A  =  CsintGao2, 

B  =  A  -f-  Ccosti^o2, 

D  =  0; 

G  =  —  iCAsrnw^*, 

H  =  0; 

L  =  0,    M  =  0,   N  =  0. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  A  und  C  nicht  verschwindet!  und 
entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  so  ist 

G>0. 

Also  haben  wir  den  Fall 

G>0,  H=0, 

nämlich  den  Fall  II.  2.,  und  nach  dem  Obigen  stellt  also  die  Glei- 
chung 

Ap0*  +  BPl*  +  CpJ  +  DpoPt  +  EPlp*  +  Fp&0  =  0 

zwei  sich  schneidende  Gerade  dar. 

Unter  den  gemachten   Voraussetzungen    wird    aber  diese 
Gleichung: 

Jpo*  +  CpJ  =  0, 
*)  Triangle  of  reference.  —  Triangle  de  reference. 
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und  da  nun  A  und  C  nicht  verschwinden,  so  können  wir  setzen: 

also: 

 £  j 

Pir  =  -q  Po2   oder   p*  =  ZZqP*' 

P2  =  ±   vc  Po    oder   />a  =  +  ^=p0» 

Vr^ä.poTVC.p2^0    oder    V^-Po+^^P«  =  °» 

jenachdem  A  oder  C  negativ  ist,  welche  Gleichungen  in  beiden 
Fällen   zwei  sich  schneidenden   Geraden  entsprechen,  wie  wir 
toben  aus  unseren  allgemeinen  Kriterien  ableiteten. 

Um  einen  anderen  besonderen  Fall  zu  betrachten,  wollen  wir 
I  annehmen,  dass 

J  =  0,   B  =  0,   C  =  0,   D  =  0 
sei.    Dann  ist  nach  dem  Obigen: 

A  =  —  £sinw?olsin«?20, 
B  =  (i£cos  «>oi  +  F)  cos  w20 ; 
G  =  (£sin«?,a  —  Fsintc20)2, 
\  H  =  0; 

L  =  E(Es\nwl2  —  Fsiniüao), 
M  =  E2, 
N  =  £2costoÄ0a. 
Wenn  nun  die  Grösse 

£  sin  t^i  2  —  -Fsin  tc20 

■ 

nicht  verschwindet,  so  ist: 

\  G>0,  H  =  0 

und  wir  haben  also  wieder  den  Fall  IL  2.,  nämlich  den  Fall  zweier 
sich  schneidender  Geraden.  Weil  in  diesem  Falle  die  gegebene 
Gleichung  die  Form 

Epi  Pi  +  Fp<iPo  =  0   oder    (£Pi  +  FPo)Pt  =  0 
erhält,  so  stellt  dieselbe  wirklich  die  beiden  durch  die  Gleichungen 
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Fp0  +  Epx  =  0   und   p2  =  0 
charakterisirten  Geraden  vor. 
Wenn  die  Grosse 

E  sin  wlt  — F  ein  tc20 

verschwindet  und  E  als  nicht  verschwindend  angenommen  wird, 
so  ist  nach  dem  Obigen  offenbar: 

G  =  0,  A>0,   L  =  0,  M>0; 

welches  der  Fall  III.  2.  a.  aa.  ist,  so  dass  also  unsere  Gleichung 
zwei  einander  parallele  Gerade  darstellt,  welche  durch  die  Glei- 
chungen 

FPo  +  EPl  =  0,  ;>,  =  0 

charakterisirt  werden,  wo  sich  nun  fragt,  ob  diese  beiden  Geraden 
einander  wirklich  parallel  sind.    Weil  aber 

Es\nwl2  — F&mwx)  =  ö 

ist,  so  wird  die  erste  der  beiden  vorstehenden  Gleichungen,  weil 
hieraus 

sin  icao 

folgt  und  nach  der  Voraussetzung  E  nicht  verschwindet,  offenbar: 

8in  wt2  n   ,  ^  _  n 

sin«?20^"  rx 

also: 

Pos'xnw^-^  pi  sint£^0  —  0; 
und  da  nun  bekanntlich  (Thl.  XXXVIII.  S.  406.): 
p0s\nwlt  +p,  sintoso  +p2s,n  «'oi  =  J 
ist,  so  wird  die  Gleichung  der  ersten  Geraden: 

p~8inw0t  =  J,    also    o«  =  .  ^ — . 
r%       01  ra      sin  wol 

Daher  sind  die  Gleichungen  unserer  beiden  Geraden: 

j  n 

P»  =  ihT^'    P*  =  0' 

und  diese  Geraden  sind  folglich  beide  mit  der  dritten  Axe  des 
trilinearen  Systems,  also  auch  in  der  That  einander  selbst  pa- 
rallel, wie  wir  oben  schon  fanden.  Die  zweite  dieser  beiden  Pa- 
rallelen ist  naturlich  die  dritte  Axe  des  trilinearen  Systems  selbst. 
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Id  Ähnlicher  Weise  wird  mao  mittelst  unserer  obigen  Kriterien 
immer  ganz  sicher  entscheiden  können,  welches  die  geometrische 
Bedeutung  der  Gleichung 

Ap0*  +  BPl*  +  Cpf  +  DpQpx  +  fyi  Pa+  FP*Po  =  0 

ist. 

§.  10. 

Aus  §.  2.  erhält  man  auf  der  Stelle,  wie  auch  schon  in  §.  8. 
Anmerkung,  bemerkt  worden  ist: 

A'  +  B'  =  ^  +  #  +  C+Z)cos«>0i  +  jEcostcia  +  Fcostc20 

und: 

I        A'  —  B'  =  -  4  — Bcos2w0i~Cco8  2trso--jDcosw01 

—  EcOS  (tCjo  —  U>0i)  —  Fcos  Wto* 

♦ 

Besonders  wollen  wir  nun  die  Grösse 

entwickeln,  und  hier  von  dieser  Entwickelung  so  viel  angeben,  als 
erforderlich  ist,  um  dieselbe  leicht  wiederholen  und  sich  von  ihrer 
Richtigkeit  überzeugen  zu  können. 

Der  Coeflicient  von  A*  ist  1. 

Der  Coefficient. von  B*  ist: 

cos2«?01a  +  4sin«?0lacoswola  =  cos2w>01a  +  sin2w0ia  =  1. 
Der  Coefficient  von  Ca  ist: 

cos2w202  +  4sinz0aoacost©2oa  =  cos  21020*  +  sin«?2üa  =  1. 
Der  Coefficient  von  Z)a  ist: 

coswoi*  +  sioti?ola  =  1. 
Der  Coefficient  von  E*  ist: 

cos  (ic20  —  «>oi)a  +  8111  (w«o— woi)a  =  1  • 
Der  Coefficient  von  Fa  ist: 

cos  io20a  -f  sin  MJloa  =  I . 
Die  Coefficienten  von 

<2AB,   %AC,   1AD,   *2AE,  2AF 
sind  beziehungsweise: 
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« 

L'Os2l0oi,     COS  costr01,     COs(tt?20 —  W0i),  COStC-H). 

Der  Coefficient  von  2BC  ist: 

cos  2w01  cos  2«©20  —  4  sin  wol  cos  tool  sin  tc40  cos 
=  cos  £2ti?20  cos  2w0i  —  sin  :2w20  sin  2m?0i 
=  cos2  (w2o  -f  w0i)  =  cos  (id20  +  «?0l)2~  sin  (to20  +  *o0i )» 
=  cosu>122  —  sintoiaa  =  cos2fol2. 

Der  Coefficient  von  2/?Z>  ist: 

cos  2w0l  cos  «?oi  +  2  sin  m^cos  wol  =  cos  wox  (cos«?0,2  +  siu  w?01  )* 

=  cosio01 . 

r 

Der  Coefficient  von  2BE  ist: 

cos 2woi  cos  (?ü2o  —  woi)  —  2 si n  w0l  cos tool  sin  (w?2o  —  w0l ) 
=  cos2u?01  cos (w?20  —  mj01)  —  sin  2«?0,  sin (toio  —  w0l) 
=  cos(w?20  -f  ioiti)  =  cosw?12. 

Der  Coefficient  von  2BF  ist: 

■ 

cos 2iool  cos  m?.2o  —2  sin  i©0i  cos to01  sin  w20 
=  cos  2w01  cos  w.zo  —  sin  2w01  sin  w20  =  cos  (tc20  *  2ic01 ) 
=  cos  (1020  +  «0(ii )  cos  w0i  —  sin  (u?20  -f  U701)  sin  «?0l 
=  cosM?0i  cost©12  +  sinu70|  smwi2  =  cos(w>0i  — tol2). 

Der  Coefficient  von  ICD  ist- 

cos2m?20  cos  wQl  —  2  sin  wol  sin  w20  cos  io20 
=  cos  2n?20  cos  türtl  —  sin  2«?20  sin  w0l 

=  ^os  (2<i?20  +  w01 )  =  c os  w20  cos  (m>20  +  w0l )  —  si  n  w.M  sin  (w20  +  e©m ) 
—  cosw20cnsto12-+sinw20sintc,2  =  cos(tt?12  — w20). 

Der  Coefficient  von  %2CE  ist: 
cos  StVin  cos  (i02o  —  «?ol )  -J-  2  sin  «?20  cosm20  sin  (ü>20  —  io0i) 
=  cos  2  w.20  cos  (u)^  —  w?0i)  +  sin  2^20  sin  (io^  —  ec01) 

=  COS  (WW  +  t00i)  =  COS  IT,  2 . 
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Der  Coefficient  von  2CF  ist: 
cos 2^20  cos  ic20  +  2sinw202cos  w2(i  =  (costc202+  sintc20a)  cosw>20 

■ 

=  COS  M?20* 

Der  Coefficient  von  IDE  ist : 
cos «0Oi  cos  (io20— wol)  -siniOojSiuCwio-Woi)  =  cosw2a. 

Der  Coefficient  von  2DF  ist: 
cos  w01  cos  w20  —  s'm  wol  sin  w20  =  cos  (w20  \-  w0l )  =  cos  wl2. 

Der  Coefficient  von  2EF  ist: 
costc20cos(«?ao  — «?oi)  +  sin«?20sin(«?20  ~wol)  =  costu01. 

Also  ist: 

(A'  -  B')*  +  4C'2 
=      A*  f^  +  CH  ö2+ F2  +  F2 

-I-  2^1i?cos2woi  4-2^Ccos2«?20  +  2^/>costtJ01  +  2^£cos(«?20— tc01) 

+  2AFcosw20 

+  2ÄCcos2«?i2  +  2ÄZ)costüoi+2Ä£costoi2+2^Fcos(w01— iü12) 

+  2  C/>  cos  (to,  2  —  to20)  +  2  CF  cos  tcl2+2  CF coso^ 

+  2  DE  cos  tc20  +  2 DF  cos  wl2 
+  2£Fcosi0ol 

oder : 

(A'  —  B)*  +  IC* 

=  +  £2  +  C2+Z)2  +  £2  +  F2 

-f  2  {(4  +    )/>  +  FFJcostc0i  +  2{(#  +  C)  F  +  FD)  cos  toI2 

+  2  {( C  +  J)  F + DF}  cos  W20 

+  2  AB  cos  2«?01  +  2BC  cos  2wl2  +  2CA  cos  2«?20 

2tf  Fcos(ic0i— w12)+2CZ)cos(m?i2— w20)+2^£cos(«720— «?oi)- 

§11. 

In  der  Abhandlung  Nr.  XXV1H.  §.  4.  ist  gezeigt  worden,  dass 
in  den  Fällen,  wo  die  Curve  eine  Ellipse  ist  (m.  s.  §.  8.),  die  Be- 
dingungsgleichung, dass  dieselbe  in  einen  Kreis  übergeht,  die 
folgende  ist: 
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welche   Gleichung    man  auch   in   die   beiden  Bedingungsglei- 
chungen : 

A'  ~  B'  —  0,    C  =  0 

zerlegen  kann.  Also  ist  nach  dem  vorhergebenden  Paragraphen 
die  Bedingungsgleichung,  dass  die  Ellipse  in  einen  Kreis  fiber- 
geht, im  trilinearen  Coordinatensysteme  die  folgende: 

A*  +  B*  +  C2  +  D* + +  F* 

+  2{(A  +  B)D  +  EF\cosu>ol  +  2{(B  +  C) E  +  FD\  cosw,a  ! 

+  2{(C+^l)F+Z)£:jco8w10  j 

+  2 AB  cos  2w0,  +  2  JSCcos  2tola  f  2C4  cos  2wt0 

-f  2Z?F cos  (tc01  —wlt)  +  2CZ)cos  (tria  —  w^o)  -f  2^4 JE  cos  (toao — wol) 

=  0,  I 

welche  eine  Gleichung  auch  durch  die  beiden  Bedingungsglei- 
cbungen : 

J+Z?cos2w0|  -f-  Ccos2f©2o+^cosw?ol  -f  Fcos(to20 — u>oi)  +  Fcositjo =0, 
Z?  sin  2io01  —  Csin  2toao  +  Dsio  teol  —  Fsin  — ic0i)  —  Fsin  ic^ = 0 
ersetzt  werden  kann. 

i 

Ferner  ist  in  der  Abhandlung  Nr.  XX VIII.  §.  4.  gezeigt  wor- 
den, dass  in  den  Fällen,  wo  die  Curve  eine  Hyperbel  ist  (ra.  s. 
§.  8.),  die  Bedingungsgleichung,  dass  diese  Hyperbel  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  ist,  die  folgende  ist: 

A'+B'=zO, 

und  diese  Bedingungsgleichung  ist  also  im  trilinearen  Coordinaten- 
systeme nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  die  folgende: 

A  +  B+  C-\-Dco»wol  +  E  cos  wx  *  +  F  cos  tc20  =  0. 


§.  12. 

Für  den  Fall  der  Ellipse  und  Hyperbel  wollen  wir  nun  die 
Coordinaten  des  Mittelpunkts  dieser  Curven  entwickeln. 

Zu  dem  Ende  entwickeln  wir  die  Grösse: 

A{A'E'-C'l)')  W  2D^ 

wodurch  wir  Folgendes  finden. 
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Die  Coefficienten  von  B1,  BD,  BEt  CE  sind  sämmtlich  Null. 
Der  Coefficient  von  ABC  ist: 
cos  w0i  sin  tcao2 + sin  wol  sin  fo20  cos  w20 

♦ 

=  sin  t*>ao  (sin  w20  cosw?nl  -f  cos  w?20sin«>01) 
—  sin  «r^o  sin  (1^20  +  w0\)  =  ~  sin  lepsin  h?20- 

Der  CoefGcient  von  2Z?F  ist: 

sintoOI  sinu?20.  • 
Der  Coefficient  von  2CD  ist: 

sintCjo2. 
Der  Coefficient  von  D£  ist: 

—  sin  t0M  sin  i*>20. 
Der  Coefficient  von  E1  ist: 
— 2  sin  wol  sin  tc^ cos  tc^  —  sin  tc2o sin  (w^ — wm ) 
=  —  sin  te20  (sin  tr20 cos  wol  -f  cos  to20  sin t©0i ) 
=  — sin  tt^ sin  (tt^  -f  wol)  =  sinw12sintt?20. 

Der  Coefficient  von  EF  ist : 

— sintcjo4. 

Also  ist: 

=l(2#F-Z>£>int0Oi+(£2-4#C)sm^^ 
und  folglich: 

HA'E'  —  C'D')  ' 
M(2ßF-Z>£Osini0oi+(^-4ÄOsinw12+(2C/>-f;F)8infr2o}.öiSinw2^ 

also,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  nach  denen 
ö0  =  0  und  ö2  =  0  ist : 

.  J—  ö|  8into20 

ist : 

i{A'E'-C'D') 

~\(2BF—DE)sinw0l  4ßC)sinw12  +  (2C/>  -  EF)mmo9fi.J. 
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Bezeichnen  wir  nun  die  erste  Dreilinien -Coordinate  des  Mittel- 
punkt» der  Ellipse  oder  Hyperbel  durch  P0f  so  ist  oben  nach 
§.  2.  und  der  Abhandlung  Nr.  XXVIII.  §.  2.  offenbar: 

-  A'E'—C'D' 
po  —  C'2—A'B'  9 

oder: 

_  i{A'E'-C'D') 
Po  —   nc't  —  A'B')  ' 

und  folglich,  weil  nach  §»  3.  und  §.  8. : 

4(C'*—A'B')  =  G 

ist,  nach  dem  Obigen  offenbar: 

GP0  =  {(;>ßF—  DE)s\nwol  -f-(F2— 4#C)sin«>12 

+  (1CD—EF)  sin  «?20} .  J. 

Bezeichnen  aber  Pl9  P2  die  beiden  anderen  Dreilinien- Coor- 
dinaten  des  Mittelpunkts  der  Ellipse  oder  Hyperbel,  so  erhält  man 
durch  blosse  Vertauschung  der  Buchstaben  überhaupt  die  folgen- 
den merkwürdigen  Formeln: 

GP0  =  {(2 BF —  DE)  sin  wol  -f  (F2 — ABC)  sint©12 

+  (2CZ)  —  EF)  sin  w>20} .  J, 

GPX  =  {(2C/>-FF)sinw>12  +  (F2  — 4Ci4)  sintt>20 

+  (2.4F — FZ))  sin  wol } .  7, 

GZ>2  =  {VAE-  FD) sin u>20  +  (Z)2— 4,4£)siniool 

+  (2JSF-  Z)F)sintoiaj.  ■/ 

oder: 

GP0  =  {(2Z?F—  Z)F)  sin  ?o01  +  (F2  —  4Z?C)  sinw12 

+  (2  CD  —  FF)  sin  m>20}  .  J, 

GPt  =  {(2  AE  — FD)  sin  wol  +  (2CZ)~FF)sin  w>12 

+  (F2— 4C^)sinu>ao|.«/, 

GP2  =  {(Z)2— 4^ß)sin«;ül  +  (2ßF~  DE) sin w12 

-f-  (2/4  F  —  FZ))  sin  ir2o|  •  J* 


§.  13. 

Nach  der  Abhandlung  Nr.  XXV1U.  §.  6.  sind  in  den  dort  ge- 
brauchten Zeichen  die  absoluten  Werth«  von 
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die  Quadrate  der  Halbaxen  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Nach  den 
Formeln  19)  und  17)  in  §.  2.  der  genannten  Abhandlung  ist  in 
unseren  hiesigen  Zeichen: 

o  _  A'E'%  +  B  D'2  +  F' c'2  ~  A'B'F'—2C'D'E' 
—  C'*  —  A'B' 

und  für  das  rechtwinklige  Coordinatensystem,  also  für  «=90°  a.  a.O. 
2P  =z  Af  f  B'  +  Vr(^l'-ffr)a+4ra, 
2Q  =     +  £'  +  \T  (A  f-B')*  +  4C'a; 

daher  nach  §.3.,  §.  7.  und  §.8.  in  den  oben  eingeführten  Zeichen: 

A(A'E'*+B'D'*  +  F'C'*  —  A'B,F'  —  WD'E') 
'"~i(C'*— A' B') 

H-o ,       „  H 
=  <;  üiasm«>202  =  ^  Ja, 

weil  bekanntlich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

J  =  ö|  sin«?^ 
ißt;  und  wenn  wir  jetzt  der  Kürze  wegen  noch: 
V  =     A  +  B' 

=     A  +  B+  C+Dco&w0l  +  £Jcosw12+^costc20, 
W*  =     (^'  —  #')*+4C'a 

=     4a+ßa  +  Ca  +  Z)a-|-£;a+F* 

+  2  {(4  +  B) />+  £F}  cosw01  +  <2{(B  +  C)  £  +  FZ))  cos tc12 

+  2j(C+  ^)  F  +  />F)cosw20 

+  2i4^cos2wol  +  2£Ccos2u>12  +  2CMcos  2to20 

-f  2i?Fcos(t0Oi — tri  a) +2  CDcos(tci  2-      +2/4  jEcos(tc20-  w0l ) 

setzen: 

2P=V^W,   2Q=V  +  W. 

Also  sind  die  Quadrate  der  beiden  Halbaxen  die  absoluten  Werthe 

von: 

'  2H«/2  2HJ2  . 

G(Y+W)'    G(V  +  W); 
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und  man  kann  also  offenbar  sagen,  dass  die  Quadrate  der  Halb- 
axen überhaupt  die  absoluten  Wertbe  der  beiden  durch  den  Aus- 
druck 

G  (V  +  W) 

dargestellten  Grössen  sind,  wo  man  für 

G,   H,   J,   V,  W 

ihre  aus  unseren  früheren  Entwickelungen  vollständig  bekannten 
Ausdrücke  zu  setzen  hat. 

Das  Product  der  Quadrate  der  beiden  Ualbaxen  ist  hiernach 
der  absolute  Werth  von 

2HJ»   4H*7*  

G  (V  -  W) '  G  (V  +  W)  —  G*(V*-  W»)" 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen: 

V*  -  W*  =  (A'  +  B')*—  \{A'  —  B')1  +  4C'2}  =  4  ( AB'  —  C '«) 

=  -G; 

also  ist  das  Product  der  Quadrate  der  beiden  Halbaxen  der  ab- 
solute Werth  der  Grösse 

4HV4 
G3 

Im  Falle  der  Ellipse  haben  nach  der  Abhandlung  Nr.  XXVIII. 
§.  2.  I.  die  Grössen  P,  Q,  und  nach  dem  Obigen  folglich  auch 
die  Grössen  VfW,  gleiche  Vorzeichen ;  also  haben  auch  die 
beiden  Grössen 

G(V+W) 

gleiche  Vorzeichen,  und  es  ist  folglich  offenbar  die  Summe  der  Qua- 
drate der  beiden  Halbaxen  der  absolute  Werth  der  Summe: 

2HJ*  2iU*    _  iHXJ* 

G(V— W)  +  G(V  +  W)  —  G(Va-W*)' 

also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Werth  der  Grösse: 

4HVJ2 

-Gt-5 

der  absolute  Werth  der  Differenz  der  Quadrate  der  beiden  Halb- 
axen ist  der  absolute  Werth  der  Differenz: 
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2tU«  2HJ*  4HW./2 

G ( V  —  W)     G(V  -+  W)     G(V2—  W») * 

also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Werth  der  Grosse: 

~G*~- 

Im  Falle  der  Hyperbel  haben  nach  der  Abhandlung  Nr.  XXVIII. 
§.  2.  II.  die  Grossen  P,  Q,  und  nach  dem  Obigen  folglich  auch 
die  Grössen  V^W,  ungleiche  Vorzeichen;  also  haben  auch  die 
beiden  Grossen 

2HJ2 
G  (V  ^  W) 

ungleiche  Vorzeichen,  und  es  ist  folglich  offenbar  die  Summe  der 
Quadrate  der  beiden  Halbaxen  der  absolute  Werth  der  Differenz: 

2HJ*  2H7*    _  4HWJ2 

G  (V  -  W)  ~  G(V-f  W)~G  (V2— W2)  ' 

also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Werth  der  Grosse: 

4HWJ2. 
G2  * 

der  absolute  Werth  der  Differenz  der  Quadrate  der  beiden  Halb- 
axen ist  der  absolute  Werth  der  Summe: 

2HJ2  4HW2 

Ü(V  —  W)  +  G(V  +  W)-G(V»-W*)' 

also  nach  dem  Obigen  der  absolute  Werth  der  Grosse: 

♦ 

4HVJ2 
G* 

ich  will  diese  Entwickelungen,  welche  zu  den  obigen  bemer- 
kenswerthen  Ergebnissen  geführt  haben,  jetzt  um  so  weniger 
weiter  verfolgen,  weil  in  der  vorliegenden  Abhandlung  und  in  der 
Abhandlung  Nr.  XXVIII.  Alles  enthalten  und  gegeben  ist,  was 
zur  vollständigen  Erledigung  jeder  hier  zur  Sprache  kommen  kon- 
nenden Frage  nur  irgend  notbweodig  sein  durfte.  Später  hoffe 
ich  jedoch  auf  diesen  Gegenstand  noch  zurückzukommen.  Handelt 
es  sich  —  um  hier  nur  noch  eines  Falles  kurz  zu  gedenken  — 
etwa  im  Falle  der  Parabel  um  deren  Parameter*),  so  ist  nach 


*)  Ich  meine  hier  den  eigentlichen  Parameter  der  Parabel,  näm- 
lich den  Parameter  in  Bezug  auf  ihre  Axe. 


f 


ed  by 


352   G runer t:  Discnsston  d.  allg.  Gleichung  d.  %u>eilen  Grades  etc. 

■ 

der  genannten  Abhandlung  §.  6.,  mit  Rucksicht  auf  die  Formel 
48)  für  « =  90°  —  wie  es  hier  erforderlich  ist  —  der  halbe 
Parameter  in  unseren  obigen  Zeichen  der  absolute  Werth  der 
Grösse: 

D'VB'  —  E'VA' 

{A* + B')V~Ar+w 9 

oder  der  Grosse: 

(A  +  b> Va+E  ' 

wo  es  im  vorliegenden  Falle,  in  welchem  A',  B'  oder  A,  B  noth- 
wendig  gleiche  Vorzeichen  haben,  offenbar  immer  verstattet  ist, 
anzunehmen,  dass  diese  Grössen  beide  positiv  sind,  wie  aus  den 
Ausdrücken  von  A',  B'  in  §.  2.  oder  von  A,  B  in  §.  8.,  mit  Ruck- 
sicht auf  die  Gleichung 

AP(*  +  BPl*  +  Cp2*  +  DpoPl  -f  EPl  P2  -f  Ffrp0  =  0 

sogleich  erhellet.    Bekanntlich  ist 

A'  +  Bf  =  A  +  ß 
=  A  +  B  +  C-f  Dcoswol  +  Eco8wl2  +  Fcosww. 

Ich  habe  dies  hier  nur  noch  bemerkt,  um  recht  deutlich  zu  zei- 
gen, dass  in  der  That  die  genannte  Abhandlung  Alles  enthält, 
was  zur  vollständigen  Erledigung  dieses  Gegenstandes  nur  irgend 
erforderlich  sein  möchte. 


Digitized  by  Google 


Cnferdinger:  Theorie,  des  Tetraeders  a.  </.  sechs  Kanten,  353 


XXX. 

« 

Theorie  des  Tetraeders  aus  den  sechs  Kanten. 

Von 

■ 

Herrn  Franz  Unferdinger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  öffentlichen  Oberrealschale  am  hohen 

Markt  in  Wien. 


(Fig.  s.  Taf.  VI.) 

Der  von  Lagrange  entwickelte  Ausdruck  für  das  Volumen 
Lies  Tetraeders  durch  die  sechs  Kanten,  jener  von  Carnot  für 
I  dasselbe  Volumen  durch  zwei  Gegenkanten,  ihren  kleinsten  Ab- 
[  «tand  und  Kreuzungswinkel  und  die  von  Crelle  gegebene  Dar- 
stellung des  Radius  der  umschriebenen  Kugel,  gehören  vermöge 
ihrer  symmetrischen  Form  oder  der  Klarheit  ihres  Beziehungs- 
'  gesetzes  zu  den  schönsten  Relationen  der  räumlichen  Geometrie. 

Diese  auf  sehr  verschiedenen  nicht  kurzen  Wegen  erlangten 
Resultate  aus  wenigen  Betrachtungen  abzuleiten  und  auch  die 
übrigen  Elemente  des  Tetraeders  durch  Gleichungen  von  derselben 
Einfachheit  darzustellen  ist  der  Zweck  der  folgenden  Untersuchung. 
Dieser  Zweck  wurde  erreicht  durch  die  Einfuhrung  der  Winkel, 
unter  welehen  sich  die  den  Seitenflächen  umschriebenen  Kreise 
schneiden  und  durch  Anwendung  des  Parällelopipeds ,  dessen 
Parallelebenen  durch  die  Gegenkanten  des  Tetraeders  geben. 

Hierbei  ergaben  sich  einige  neue  räumliche  Gesetze  unter  den 
Elementen  der  dreiseitigen  Pyramide,  welche  für  die  Kenntnis» 
dieses  Korpers  von  Wichtigkeit  sind. 


Theil  LI.  23 
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Wir  bezeichnen  in  der  dreiseitigen  Pyramide  12  3  4  (Fig.  1.) 
die  drei  Paare  sich  kreuzender  Gegenkanten  durch  a,  a',  6,  6', 
c,  c',  so  dass  die  Kanten  a,  6,  c  die  Seitenfläche  2  34  forrairen, 
während  jene  a',  6',  c*  in  der  Gegenecke  1  zusammenlaufen. 
Die  Flächenwinkel,  deren  Scheitel  der  Ordnung  nach  in  den  Kanten 
o,  a',  by  6',  c,  c7  Hegen,  seien  A,  A't  ß,  B1,  C,  C;  die  Raum- 
inhalte der  Seitenflächen,  so  wie  sie  den  Ecken  1,  2,  3,  4  gegen- 
überliegen, Ai>  As»  As»  A4»  und  die  Radien  ihrer  umschriebenen 
Kreise  rt,  rs,  ra,  r4.   Es  ist  also 

Ai  =  A(234),      A  =  ^  Ai  A*      ^  =  ^  As  A4. 
A»  =  A(134),     Ä  =  ^AiAs.     #'  =  ^A.A4. 
As  =  A(124),      C=^AiA4.      C  =  ^A*As 
A4  =  A(123)t 

Fällt  man  von  der  Ecke  1  auf  die  gegenüberliegende  Seiten- 
fläche Ai  die  Senkrechte  ID  und  legt  durch  diese  eine  Ebene 
senkrecht  zur  Kante  3  4,  welche  die  Seitenflächen  Ai»  As  m  den 
Geraden  DE  und  IE  schneidet,  so  ist  der  Winkel  bei  E  indem 
rechtwinkeligen  Dreieck  IDE  dem  Flächenwinkel  A  oder  180°—// 
gleich,  jenachdem  das  Perpendikel  \D  innerhalb  oder  ausser- 
halb der  Pyramide  liegt;  in  jedem  Falle  ist 

\D  —  \E  .  sin  A, 

und  wenn  T  den  Rauminhalt  der  Pyramide  bezeichnet: 

Tssi^AE.BinA   oder  sin^==^ 


lJB.Ai 

  2A 

Da  IE  als  die  Höhe  des  Dreiecks  A2  gleich  -~   ist,   so  kann 

man  auch  schreiben: 

wodurch  der  Flächenwinkel  A  aus  den  Bestimmungsstücken  der 
Pyramide  dargestellt  wird.  Das  in  dieser  Formel  ausgesprochene 
Gesetz  der  Abhängigkeit  des  Flächenwinkels  A  von  jenen  Be- 
stimmungsstücken gestattet  nun  auch  die  Aufstellung  der  den 
übrigen  Flächenwinkeln  entsprechenden  Ausdrücke: 

3a    _     .   _  36  .  3c  . 

sioil  =  xir-r-Ty   sin#  =  :>A  A  T,    sinC  =  tTr-r; 
1  2AiAs  ^AiAs  2AiA* 


(1)... 


r  •    Ai        3a'    _     .  36'    _     .  3c' 

fsin  A'  =  n^r-r-  T,   sin  B'  =  ;tt"t-  T»   sin  C  =  öaT  " 
2AaA4  ^A2A4  2AsAj 
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Hieraas  folgt  unmittelbar: 

sin^sin/l'     sioBsrnB'     sin  Csin  O  _  QT2 
w  '  '  *  *      ««'  bb*     -      cc'  ""4AiA»A3A4' 

welche  Gleichungen   dem  Sinussatze  des  planen  Dreieckes  ent- 
sprechen. 

Ist  O  der  Mittelpunkt  der  dem  Tetraeder  umschriebenen 
Kogel  vom  Radius  R,  also 

Ol  =  02=  03=  04  =  Ä, 

so  sind  die  Fusspunkte  Ol9  ü2  der  aus  demselben  auf  die  Seiten- 
flächen Ai»  As  gefällten  Senkrechten  die  Mittelpunkte  der  den 
letzteren  umschriebenen  Kreise.    0|4=ri,    024  =  ra. 

• 

Die  zwölf  Neigungswinkel  der  vier  Radien  Ol,  02,  03,  04 
zu  den  Seitenflächen  sind  je  drei  einander  gleich ,  so  wie  sie  zu 
derselben  Seitenfläche  geboren,  und  wir  bezeichnen  sie  in  der 
Ordnung  der  letzteren  durch  colf  a>2,  0*3, 

Die  durch  OOtf  002  geführte  Ebene  00l02A  steht  senk- 
recht auf  der  Kante  a,  geht  durch  die  Mitte  derselben  und  der 
Winkel  bei  A  ist  dem  Flächenwinkel  dieser  Kante  gleich. 

Die  bei  Ot  und  Os  entstandenen  Winkel  x1  und  x"  sind  den 
Dreieckswinkeln  bei  2  und  1  gleich. 

Legen  wir  im  Punkte  4  an  die  Kogel  eine  tangirende  Ebene 
and  bestimmen  die  Durchschnitte  4z,  4z'  derselben  mit  den  Ebenen 
Ai»  As»  so  ist  offenbar 

4z±40t,  4z'1401 

und  Uj  bezeichnet  den  Winkel,  unter  welchem  sich  die  den  Drei* 
ecken  Ai*  A*  umschriebenen  Kreise  schneiden.  Die  senkrechten 
Strahlen  4z,  4z'  liegen  in  den  Ebenen  Ai»  As  mit  jenen  OxAy 
OtA  auf  derselben  Seite  von  40t  und  404,  wenn  der  Mittelpunkt 
0  innerhalb  der  Pyramide  liegt.  Liegt  O  ausserhalb  und  der 
Seitenfläche  Ai  gegenüber,  so  liegt  der  Strabl  4zr  auf  dement- 
gegen gesetzten  Seite  von  40a  in  Bezug  auf  0%A. 

Alsdann  ist  in  der  körperlichen  Ecke  zwischen  a,  4z,  X-J  als 
Tanten  der  Flächenwinkel  an  a  gleich  A ,  ferner  ^  3  4z  =  x', 
£  3  4z'  ä  jr";  da  ferner 

O 0, 1  p  l .  (3  4z),         OOt\_  pl.{Z\z% 

s°  ist  der  Flächenwinkel  an  der  Kante  4z  gleich  dem  Winkel 

2  3 
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0, OOa  =  90°—  »i,  oder  90°+  a>l  jenachdem  der  Mittelpunkt  0 
ionerhalb  des  Tetraeders  liegt  oder  ausserhalb  und  der  Seite  Ai 
gegenüber;  mau  hat  daher  in  jedem  Falle: 

fcos«i  =  cosar'cos*" -f-  sin^/«in^"cos  A, 

(3)  •   •  •  •  {  sin  A  sinx" 

COS  (Ot  =   .  . 

1  smu 

Bezeichnen  wir  die  Kanten w'mkel  142,  2  43,  1  43  io  der 
Ecke  4  des  Tetraeders  T  mit  x,  xlt  x%t  *o  Ut  nach  der  bekannten 
Formel  des  Albategnius: 

.         COS  X  —  COS  Xt  COS  A\, 

COS  A  =   ;  —  , 

sin  .Zi  sin  arg 

folglich : 

sin  x^  sin  x,f 

cos ti,  =  cosa'cos  x"  +  '^^~fn^-  (cos  x  -  cos  ar,  cosx*). 

Die  Seitenflächen  des  Tetraeders  geben  nun  unmittelbar  nach 
der  Formel  von  Carnot: 


Ä2  +  c2~a2                   a2  +  A2-r2 
cos*   =  Wc  ,    cos*,  =  , 

o'^+c^-fl2  <i2+c'2-6'2 
cosar'  =   ^  ,    cos*2  =       ^  ■-; 

und  auch 

62  +  c'2-q'2     sinx'     a      sin  *"  a 
cos  *  -        26c^      •    ein^  ~~  c  9    mux%  ~  6'; 

durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  der  vorige  Ausdruck  die 
folgende  Gestalt: 

(62  f  c2-o2  v6'2+c'*-a2)+2ö2(62+c,2-«,2)-(fi2+  62-c2)(a2+c'2-o*}. 
cos*4=  4^7^ 


T 


der  Zähler  dieses  Bruches  reducirt  sich  nach  einiger  Recbnong 
auf  2fta6'2  +  c2c'2-a2a'2),  so  dass  endlich: 

(o6Q2  +  (Cc')*--(a«')» 
W cosiil  =   Ub'cc'  • 

Diese  Gleichung  bestimmt  den  Winkel,  unter  welchem  sieb 
die  den  Seitenflächen  £lt  an  der  Kante  a  umschriebenen 
Kreise  in  den  Funkten  3  und  4  durchschneiden.  Wollte  man  hier- 
nach den  Winkel  bestimmen,  unter  welchem  sich  die  den  Seiten- 
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flächen  As  >  A4  &n  der  Gegenkante  «?'  umschriebenen  Kreise 
schneiden,  so  sind  in  der  Formel  (4),  wie  der  Anblick  der  Figur 
lehrt,  die  Kanten  a,  b,  c,  A',  c*  mit  jenen  a\  br,  c,  6,  c'  zu  ver- 
tauschen. Da  hierdurch  die  Formel  (4)  unverändert  bleibt,  so 
folgt  hieraus  der  Satz: 

Die  zw.ei  Gegenkanten  entsprechenden  Kreise 
schneiden  sich  unter  gleichen  Winkeln. 

Bezeichnet  man  die  den  drei  Paar  Gegenkanten  a,  a',  b,  6', 
c,  c'  entsprechenden  Winkel  mit  u,,  wa,  «3,  so  folgt: 

,„Ä„       0>b')*  +  (cc')*  -  (aa')* 

cos  l£j  :=  ^bbTcJ  ' 


(aa')*  +  (bb1)*  —  (ce')* 
[coSu3  =  ^bF  

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck: 

1  —  COS*«!  —  COS2Ma  —  C08*tf8  —  2C0S  tl|  COS  t£g  COS  W3  , 

so  wird  derselbe  identisch  gleich  Null;  hieraus  folgt: 
(G)  «1  +1^  +  1/3  =  180°, 

d.h.  die  Summe  der  drei  den  Gegenkanten  entsprechen- 
den Winkel,  unter  welchen  sich  die  den  Seitenflächen 
des  Tetraeders  umschriebenen  Kreise  schneiden, 
deren  Schenkel  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  aus  ge- 
sehen auf  einerlei  Seite  liegen,  ist  gleich  180°. 

Die  vorhergehenden  Formeln  (5)  entsprechen  ganz  dem  Car- 
not'schen  Satze  für  das  ebene  Dreieck,  nur  stehen  an  der  Stelle 
der  drei  Seiten  die  Producte  der  Gegenkanten.  Es  ist  daher 
auch: 


*)  Die  Winkel  ux%  tt3  kann  man  auch  durch  die  Flächenwinkel 
det  Tetraeders  darstellen  mit  Anwendung  der  Gleichungen  (2);  so  ist 


i.  B. 


Qinffging')a  +  (sin  Csin  <?')•  —  (sin  A  sind')» 
cosll,—  2sintfsin0'sin<7sin£' 
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 (7)  

8lntt2-  __  , 

V'(^^-66'+ccOW'T^':-^')(«ä,•fcc,— bb'Xaa'+öö'— c&) 
*mUz_  

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  (3^  sin  A  durch  seinen  Werth  aus 
(1),  sin  ut  durch  seinen  Werth  aus  (7),  indem  man  kurz  Z  für 

2A 

die  Wurzel  schreibt,  und  sin  x"  durch  g^j,  so  folgt: 

pnfim  _6«^     24  r, 

COS  (0]  =         2  =  -7£~  /  , 

und  ferner: 

COS  tt)j 

♦  • 

245T 


V  (aa'-f  66/+cc')(66/+cc/-ao/)(rta/+cc'~  66')(«a'+A6'-cc') 

cos  cö2 
24  T 


V  («ar+^6v+cc,)(66'+cc,-aa/)(aa'+cc'— bb'Xaä'+bb'-cc') 

(8)  ' 

cos  »s 
24  T 


~V  (aa'+bb'+cc'Kbb'+cc'-aaWaa'+ce'-bb'Xaa'+bb'- cc') 

cos  a>4 

\  24T  


V  (fm,+66'+cc/)(66/+cc'--aa,)(aai+cc,--66,)(a«'+^,-cc') 
Da  nun  nach  der  Figur  rx  =  /2cosa>lf  so  wird: 


^  V" (««'+AA/+cc')(M'+cc/-a«')(««' f cc'-bb'Kaa'+hb'-cc') 
(9)*)/?=  ^  

In  der  dreikantigen  Ecke  3z2y4  (Fig.  1,),  welche  uns  zur  Kennt* 
niss  von  cosMt  und  cos  fot  geführt  hat,  sind  x',  x"t  ut  die  Kan- 


#)  Den  letzten  tehr  merkwürdigen  Aasdruck  für  R  finde  ich  zuerst 
bei  Crelle,  Saiumliing  matlieinntischer  Aufsätze  (1821)  Bd.  I.,  p.  105. 
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teuwioke!  und  90°— a>,  oder  90°  +  ß>i  ist  jener  Flächenwinkel, 
welcher  x"  gegenüberliegt,  je  nach  dem  der  Kugelmittelpunkt  in- 
nerhalb des  Tetraeders  liegt  oder  ausserhalb  und  der  Seitenfläche 
Ai  gegenüber;  daher  ist  auch: 

cos  x" — cos  x'  cos  tt« 

S1I1  CO,  =  ;  j—,  . 

1  sincrsmui 

Ersetzt  man  hierin  cosa.-',  cosx"  durch  die  oben  aufgestellten 
Werthe,  cos  Mt ,  sin  tft  durch  jene  aus  (5)  und  (7) ,  endlich  sin  x* 

durch  g~  »  so  folgt  unmittelbar: 

sin  w,  =  ±  {a*«*(Ä*  +  c2  -  a2)  +  626'2(a2  +  c2— 62) 

+  c2c'2  (a2  +  62— c2)  -  2a262c2  1  9 

wenn  die  Wurzel  in  (7)  wieder  kurz  mit  Z  bezeichnet  wird.  Um 
die  Winkel  ß>2,  a>3,  a>4  ebenso  darzustellen,  treten  an  die  Stelle 
von 

a     b     c  a'   b'  c*, 

a     b'    c1  a1    b     c  , 


a'  b  c'  a  b1  c , 
a'   b'    c  a    b  & 


und  man  hat: 


(10) 


^  sin  a>,  =  ±  i aV2(o2  f  c2-a2)  +  62o'2(a2  +  c2-62) 

+  cV2 (a2  +  62  -  c2)  -2a262c2) 
sin  a>2  =  +  |a2a'2(6'Hc'2— a2)  +  626'2(a2  +  c'2-£'2) 

+  c V2  (a2  +  o'2  -  c'2)  -  2a26' V2 1  — 
sin  wj  =  +  {a2a'2(62  +  c'2-a'2)  +  626'2(a'2  +  c'2— 62) 

i 

+  c2c'2(a'2+62-c'2)  —  Sa'^V2}^^, 
sino>4  =  ilaV^  +  c2-.*'2)  +  W2  (a'2  +  c2- 6'2) 
+  cV2(«'2  +  6'2  -  c2)  -  2a'26'2c2} 

und  hierin  sind  die  Vorzeichen  so  zu  wählen,  dass  die  Sinus 
positiv  werden. 

Sind  pXt  fr,  p9,  pi  die  Abstände  des  Mittelpunktes  O  der 
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umschriebenen  Kugel  von  den  vier  Seitenflächen  des  Tetraeders, 
so  ist: 

pt  =  ßsin  (at,        =  Äsin  w2,   p*  =  ffsin  fi>3,   p4  =  ßsin  w4 
oder  mit  Anwendung  der  vorhergebenden  Gleichungen : 

Ol) 

■ 

aaa^6<»+c,a=a4)+A26,a(aa+c'2--A^+c*c'2(aa+^<2+c,2)-2a«6'sc<« 


96^  7T 


a«a^(6ja^ca-fi,g)+6>6,a(tf/Hca~6<a)fcac,a(g,af6*a-ca)~  2fl'ao*c« 

und  die  Vorzeichen  sind  in  jedem  besonderen  Falle  so  zu  wählen, 
dass  die  Ausdrucke  positiv  werden. 

Legt  man  durch  je  zwei  Gegenkanten  a  a',  b  6',  c  c'  eines 
Tetraeders  12  3  4  (Fig.  2.)  die  ihrem  kleinsten  Abstand  ent- 
sprechenden Parallelebenen,  so  formiren  diese  sechs  Ebenen  ein 
Parallelopiped  1  1'  2  2'  3  3'  4  4',  dessen  Seitenflächen  [23],  [13], 
[12]  die  Gegenkanten  zu  Diagonalen  haben  und  dessen  Kanteo 
kx,  k2,  k3  gleich  sind  den  Verbindungsstrecken  der  Mittelpunkte 
je  zweier  Gegenkanten.  (Diese  Verbindungsstücken  schneiden 
sich  bekanntlich  im  Schwerpunkte  des  Tetraeders,  welcher  auch 
der  Durchschnitt  der  Diagonalen  des  Parallelnpipeds  ist.).  Sind 
H*  *3  (lie  Winkel  unter  welchen  die  Gegenkanten  a  a',  6  b4, 
d  e'  sich  kreuzen,  anderseits  at ,  «.2.  «3  die  Kantenwinkel  einer 
Ecke  4  des  Parallelnpipeds,  so  wie  sie  den  Kanten  kl9  A'3 
gegenüber  lingen,  so  gil>t  die  Figur  unmittelbar: 

|  [23]  =.J'"i'8infl  = /'j/^sin«!, 

(12).  .......  |  [I3]  =  ^'sinfa  =  /1A-3sin«4, 

[12]  =  icc'sincj  =  £,£asina3. 

Aus  der  Seitenfläche  1'  2'  3  4,  welche  den  Gegenkanten  a  a' 
tspricht,  folgt: 

/r3*  =  Jrta+  |a'a— Jaa'cos^, 
Ä-2a  =  |aa  -f  |a'a  -+  ifla'cos£, 
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und  durch  Addition: 

(13)   ifct«  +      ==  «Ä»  +  6«), 

*1*  +  £*  =  i(c*  +  c'«); 

d.h.  die  Summe  der  Quadrate  der  Mi ttelpu netstrecke u 
von  zwei  Paar  Gegenkanten  ist  immer  gleich  der  hal- 
ben Quadratsumme  des  dritten  Paares  der  Gegen- 
kaoten. 

Aus  den  Gleichungen  (13)  erhält  man  auch: 

(14)  .   .  .*ft*  +  V+V  =  tf«t  +  6H-c*  +  a't  +  6'1  +  c's); 

(15)  .   .  .    J  V  =  i(«*  +  c*-Aa  f  o«), 

'  *s*  =  i(aa  +  6*—  c*  +  a'*  +  6'*  -  c'2), 

wodurch  die  Mittelpunktstrecken  der  Gegenkanten  durch  die  sechs 
Kanten  des  Tetraeders  bestimmt  werden. 

Ks  ist  ferner 

.  .... 
a»  +  n«_  4*,* 
.    .     '  C08£'=  

oder  wenn  für  £82  der  eben  gefundene  Werth  substituirt  wird: 

l;      .       *  .  ;  . ' 

c2--Aa  +  c'2-6'2 
eo«i=  w  ' 

q«  --  C2  +  q'2  -  C'« 

(16)  •  •  \  cosc2  —  — -»  ; .;  . 

C08f»  =  - — w — - ; 

hierin  bezeichnen  tlf  £2,  f3  die  spitzen  oder  stumpfen  Winkel 
anter  welchen  die  Gegenkanten  sich  kreuzen,  je  nachdem  die 
Zähler  der  Bräche  positiv  oder  negativ  sind.  Da  £t  ein  Winkel 
des  Dreieckes  ist,  dessen  Seiten  \a9  \n*t  /'3  und  180°— sl  ein 
Winkel  des  Dreiekes  ist,  dessen  Seiten  \a,  \a\  Jc2  sind,  so  ist  in 
jedem  Falle:  J  1 
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1  .  

=^/V(afa'+2X'8)(a+ai-2/ra)(a-o/+2jtt)(ii'--a+2A4), 

0W<  ,   

=  2^^(H6'+2*|)(Ä+^^^ 

ftin*»=2cT'  VTc+c'+2A-4)(c  +  c'-2/a)(c~C'+2^  (c'-c+  2*,) 
\       =^7  V  (c+c'+S^Xc + c'  -2^)(c-c'+  2*, )  (c'-c + 2^ ); 

womit  die  Kreuzungswinkel  der  Gegenkanten  durch  die  sechs 
Kanten  des  Tetraeders  dargestellt  werden.  Hiermit  findet  man 
nun  nach  den  Gleichungen  (12): 

sina^j—V ^(fl+a'+2^)(«+«'-2A:3)(a-a'+2^)(a'-a+2^sj 

(a+a'+2Ä'4)(o+a'-2Ar1j)(a-a'+2A:1)(a/-a+2At), 

*™^=Tjnr  ^(6+6'+2Ar3)(6+6'-2^)(6~6'+2/:a)(6'--6+^3) 

(18)  <  1   

=^V'(6+6'+2Är1)(6+6'-2A:J)(6--6'+2Al)(6'-6+2X1)J 

sina3=~^ + & +2^  )(c +C-2A-,  )(c-c' + 2A1)(c'-c+  Ux) 

\  =^^V(c+c'+2^)(C+c'-2^)(c--c'+2A-a)(C'-c+2A:t> 

».  • 
Aus  dem  Dreieck  J'2'4  erhält  man  aber: 

a"  =  V  + V— 2At*Bcosa| 
oder  mit  Anwendung  ^der  Gleichungen  (15) :, 

(19)  .  .  .cos«^^,   co*«*=  1W  ^^IS» 


#)  Der  Ausdruck  (a+6+c)(b-\-C—d)(a+c—öy(a+ö—c)  bleibt  seinem 
Werth  nach  ungeändert,  wenn  man  statt  £  setzt: 
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dabei  bezeichnen  a% ,  a*t  az  die  Winkel  unter  welchen  sich  die 
Verbindungsstecken  der  Mittelpunkte  der  Gegenkanten 

b  6',  cd 
a  a4,  c  & 
a  a',      b  6' 

der  Ordnung  nach  schneiden. 

Ist  »!  der  Winkel ,  welchen  in  der  Ecke  4  die  Kante  kx  mit 
der   gegenüberliegenden  Seitenfläche  ax  einschliesst ,  so  ist  be 
kanntlich: 

2Ä< 

wenn  der  Kurze  halber  gesetzt 

Ti. 


H=z\  sini(a1+at+a3)sini(a1+a,  -  ajsin^aj  +a3-ai)*in4(a1+aa.-tt3) 


und  wenn  et  den  Abstand  der  parallelen  Ebenen  I'  *2'  3  4,  1  2  3'  4' 
^i.  bezeichnet,  so  ist  ex  =A,sinjc1  oder 


4;  *  = 


sm  a 


^ 

1 


dabei  ist  e,  auch  der  kleinste  Abstand  der  sich  kreuzenden  Kanten 
a  a'.  Haben  et,  e3  dieselbe  Bedeutung  für  die  Kanten  b  b*  und 
c  c*,  so  folgt: 


(21)   .  .  .  e,  =  äin  — ,  = 


sin«i '     ~*     eincj*      *      sio  a9  1 

yk 

v  und    wenn   P  den   Inhalt  des  dem   Tetraeder  umschriebenen 
3£  Parallelopipeds  1  1'  2  2'  3  3'  44'  bezeichnet,  nach  Anwendung  der 
Gleichungen  (12): 

I  1  P  =  A^A^sina,  =  AjA^sincfe  =  AtA:2etsiiios 

(22)  J 

«     =  iaa'et  sin  ct  =s  i66V2sinf2  =t  £cc'e38inc3  =  2//AjAtAs. 

Das  Parallelopiped  1  1'  2  2'  3  3'  4  4'  kann  aufgefasst  werden 
cl  als  die  Summe  aus  dem  Tetraeder  12  3  4  und  vier  Pyramiden 
r    /V  ^2»        p*>  welche  die  Seitenflächen  Ai .  \%*  Aa>  A4  des 

Tetraeders  zu  Grundflächen  haben  und  deren  Spitzen  in  den  Ecken 

V,  2',  3',  4'  des  Parallelopipeds  liegen: 

P=  T+^  +  P.  +  P.+  fY 
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Um  den  Inhalt  Px  der  Pyramide  2  3  4  1'  zu  berechnen,  neh- 
men wir  4)  =  i£2/rssina,  als  Grandfläche,  dann  ist  ex  deren 
Hohe,  folglich: 

Pi  =  lWi8\n«l.el  =  ;Ar,Ms#(=  \P). 

und  da  dieser  Ausdruck  nach  den  in  ihm  enthaltenen  Stucken  sym- 
metrisch ist,  so  muss 

(23)  .  .  ...  >P|S=Pt  =  P8  =  P4=UiM3# 

sein,  d.  h.  vier  Sei tenp  yramid  en  des  Tetraeders  T  haben 
gleichen  Inhalt,  wodurch 

P  =  T  +  4Pt 

oder 

'  ■.       « . * .  . 

(24)  Tz=ztflk2k3H  =  lP 

wird.  Demnach  beträgt  das  Tetraeder  den  dritten  Tbeil 
des  umschriebenen  Parallelopipeds. 

Ferner  ist  Px  =  Pa  =  P,  =  P4  =  und  da  diese  Seiteo- 
pyramiden  mit  dem  Tetraeder  T  je  eine  Seitenfläche  gemeinschaft- 
lich haben,  so  verhalten  sich  die  hierauf  bezogenen 
Höhen  wie  1  zu  2.  Durch  Anwendung  der  Gleichung  (22)  er- 
hält man  auch  aus  (24): 

(25)  .  .  T  =  £aa'e,  sinf,  =s  £66'e2sinta  =  £cc'e3sine3, 

der  Inhaltj  des  Tetraeders  ist  gleich  dem  sechsten 
Theil  des  Productes  zweier  Gegenkanten,  ihres  kleio- 
sten  Abstandes  und  des  Sinus  ihres  Kreuzungswin- 
kels*). 

Um  die  Distanzen  e, ,  e2,  e3  und  die  Volumina  P  und  T 
direct  durch  die  Kanten  darzustellen,  ist  nur  noch  not h wendig  H 
in  eine  Function  der  Kanten  zu  verwandeln.  Es  ist  auch  be- 
kanntlich : 

H*  =  1  —  cos2«!  —  cos*«2 — co  62or8  +  2  cos  «i  cos    cos  ßs ; 


ersetzt  man  hierin  die  Cosinus  durch  ihre  Werthe  aus  (19),  stellt 
auf  gleichen  Nenner,  verrichtet  die  angezeigten  Multiplicationen 
und  reducirt,  so  zeigt  sich : 


*)  Carnot,  Memoire  aur  la  rllation  qui  exiate  entre  lea  diatance« 
regpective«  de  cinq  pointa  ptia  dana  l'eapace. 
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 (26)  '  

Das  Volumen  des  Tetraeders  wird  endlich  durch  die  Formel 
dargestellt,  welche  schon  Lag  ränge  entwickelt  hat: 

(27)*) 

hierin  sind  A'x*,  Ä-^*,  £3*  durch  die  Werthe  aus  (15)  zu  ersetzen. 

Von  nun  an  können  auch  die  Flächenwiokel  A,  A\  Bf  Ii'. 
C,  C  in  (I),  die  Winkel  o>, ,  coj,  co3,  cj4  in  (8),  (10)  und  der 
Radius  Ä  in  (9)  als  reine  Functionen  der  Kanten  betrachtet 
werden. 

Aus  den  Gleichungen  (13)  folgt: 

an  =  2^  +  2/:,*— a2, 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  dem  Ausdruck  für  T 
verwandelt  sich  die  Grosse  unter  dem  Wurzelzeichen  in  folgende : 

+  4c**m*(2V+2:,»-c^^ 

werden  in  der  mitt  lren  flruppe  die  Multiplicationen  verrichtet 
uad  die  Glieder  mit  den  übrigen  vier  entsprechend  vereiniget,  so 
zeigt  sich  als  Resultat: 

,  aHx\b* + c*- a* + k?+ ifcj»— X,  *)- a Wc2— c^2**2 

und  der  Factor  von  4  unterscheidet  sieb  von  jenem  Ausdruck  in 
T  nur  darin,  dass  beziehungsweise  £j,  ^  jfc,  an  der  Stelle  von» 
«'»         steht,  und  da  diese  Kanten  sieh  auf  die  Pyramide  Px 


*)  Memoirsn  der  Berliner  Akademie  1773. 
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beziehen,  so  wird  hiermit  die  schon  oben  auf  ganz  anderem  Weg 
ermittelte  Gleichung 

P,  =  IT 

bestätiget. 

Sind  At ,  Äa,  A,,  A4  die  vier  Höhen  des  Tetraeders  7  in  Be- 
zug auf  die  Seitenflachen  Ai»  At>  As>  Ä4>  *°  ist  z.B.  T^^Ai^i, 
37* 

Ai  =:  *-t— ,  oder  mit  (24) : 


(28)   .  .  .  . 


.       2ktktk9H  1kxhJkzH 


worin,  um  alles  durch  die  Kanten  auszudrücken,  för       A*,  A,, 
die  Werthe  aus  (15)  und  (26)  zu  setzen  sind. 

Aus  den  Gleichungen  (12)  erhält  man  nach  Anwendung  der 
Formeln  (19): 

/     VV  +  W  +  W 
[12]«  + [13]»  + [23]*=  X 

(  -  RK«- «OH- <A- +  «Ol1 

oder  wenn  man  fär  Ag»,  A4»,  A3»  die  Werthe  aus  (15)  substitulrt, 
die  angezeigten  Multiplicationen  verrichtet  und  reducirt: 

2o»6«  +2a*c»  +2o»c»  — «4— o4— c4 
+2a*6'»  +20*0«  +26"c'»— a4— 6'4— c'4 

[12]»  +  [13]»  +[23]»  =^ 

+2a'*6»  +2a'*c'»+26»c'»  —  a'4-64-e'4 
+2a'*6'»  f2a*»c»  +26/«c»  — a'4-^4-^ 
oder 

(29).  .  .tl2]H[13]»+[23]»=Ai*+,A»t+As,  +  A^ 

d.  h.  die  Summe  der  zweiten  Potenzen  der  Seiten- 
flächen des  Parallelo pi peds  ist  doppelt  so  gross  als 
jene  des  Tetraeders, 

Sind  0,  QXi  Qif  oj,  o4  die  Radien  der  fünf  Berubruogskugeln 
des  Tetraeders  T  und  bezieht  sich  g  auf  die  innere  Berührung»- 
kugel,  so  ist: 
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,  r  =  i<>(ili+A*  +  ds+A4), 
l  7T=ir-i(A*+As  +  A4-Ai). 

/  T  =  WA1  +  A2  +  A4-A3). 

*  T  =  WAi  +  A«+ Aa  -  A4) ; 

hieraus  folgt: 

,      _  _  3T  

9  ~~  Ai  +  A*  +  A,>A4' 

 J3T  

9t  "~  Aa  +  As  +  A4  - A7 

 32"  

**~Ai  +  A3  +  A4- A*' 

 vr  

Ai  +  A2  +  A4-  As' 

 37* 

*4""  Ai+Aa  +  As- A4' 

wodurch  ersichtlich  wird,  dass  auch  die  Radien  der  fu*nf  Haupt- 
berührungskugeln des  Tetraeders  als  reine  Functionen  der  Kanten 
dargestellt  werden  können,  denn  die  Lagrange 'sehe  Formel  (27) 
gibt  T  und  die  Formel  der  drei  Brüder  bestimmt  Ai»  As*  As»  A4. 


•)  S.  Graoert  «  Archiv,  Thl.  XXVIII,  p.  97. 
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Losung  einiger  im  Archiv  gestellter  Aufgaben. 

Von 

Herrn  P.  JSippert, 

Studirendem  der  Technik  in  Berlin. 


(Figuren  8.  Tafel  VII.) 

•  •  i 

■  * 

1. 

Aufgabe.  Von  den  Ecken  eines  Dreiecks  ABC 
(Fig.  1.)  werden  Transversalen  nach  den  gegenüberlie- 
genden Seiten  gezogen,  so  dass  jede  derselben  io 
einem  anderen  Verhältnisse  getheilt  wird.  Es  solider 
Inhalt  des  Dreiecks  A^B%C^  berechnet  werden,  welches 
die  Transversalen  e  ins  chliessen,  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks ABC  als  Einheit  genommen.  Taylor. 

Auflösung.    Es  sei 

ACX  :BCt  =  p:q,    BAX :  CAX  =  px  :qx ,    CBX :  ABt  z=zpt:qt; 

dann  ist,  wenn  CCX  als  Transversale  von  AB,  AC,  BBX  ange- 
sehen wird, 

SBA±.  AC\ .  CBX  =  BiA%.BC\»AC* 

Ferner 

B(\iACi  =q:p 

und 

A  C  :  CBy  sftfei  :p2. 
Durch  Multiplication  findet  sich :  BA2  :BX  A%  =  q  (p9  +  qj: ppr 


Digitized  by  Google 


Sippert:  Lösung  einiger  im  Archiv  gestellter  Aufgaben.  369 
Daher  auch 

BA2:BBl    =  q(p*  +  q*)'W*  +  qqi+pp%, 

und  folglich 

&BA2C:  ^BBX  C  =  q  (p2  +  q*) :  qp*+  qq2  +  pp*. 
Da  aber  ferner 

^BBXC.^ABC  =p»:/?a  +  y» 

ist,  so  ergibt  sieb  durch  Multiplicatioo  der  beiden  letzten  Pro- 
portionen, und  indem  man  ABC  =  l  setzt: 

 qp* 


\BA2C  = 


qp*+qqz  +  pp* 
l 

p*  q 


In  derselben  Weise  findet  sieb 

1 


±AB%C  = 


A/IBC2  =  -  1 


1  +  ^  \V~l 

Pl  ?2 

Da  nun 

A^2ÄaCa  =  ABC—  (BA2C  +  AB2C+ABCt) 
ist,  so  fiodet  man  durch  Substitution  der  Werthe  für  diese  Dreiecke 

Die  weitere  Reduction  dieser  Formel  liefert  schliesslich : 

A4%4  = — r'tt'ft  . 

p2   ?M  >   ?i      pi  q* 

Sollen  die  Transversalen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so 
mu8s  ^AtB^C2=0  werden,  d.h.  es  muss  die  Gleichung  stattfinden: 

9  9i  9*     P  Pi  P* 

Theil  LI.  24 
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Hieraus  findet  sich 

( P  •  P\  •  P%)*  +  (9  •  9i  ■  ?n)2  -  2 .         .  9^1  = 
Das  heisst 

oder 

99i9% 

Dies  gibt  den  bekannten  Satz :  Werden  auf  den  Seiten  eines 
Dreiecks  drei  Punkte  so  angenommen,  dass  das  Product  dreier 
dadurch  entstehender  Abschnitte,  welche  mit  ihren  Endpunkten 
nicht  zusamroenstossen,  gleich  ist  dem  Producte  der  drei  anderen, 
so 1  schneiden  sich  die  Verbindungslinien  jener  Punkte  mit  den 
gegenüberliegenden  Ecken  des  Dreiecks  in  einem  Punkte. 

Einige  besondere  Fälle  dieser  Art  sind  die,  wo  die  Trans- 
versalen zu  Mittellinien,  Halbirungslioien  der  Winkel  oder  zu 
Hohen  werden.  Dass  für  diese  Linien  ebenfalls  gemeinschaftliche 
Durchschnittspunkte  vorhanden  sind,  ergibt  sich  aus  der  oben 
gefundenen  allgemeinen  Formel.    Man  hat  nur  für  die  Mittellinien 

P  =P\ 

9     9i  92 

zu  setzen,,  für  die  Winkelhalbirungslinien 

p  b      pl  _  ^  c     pa  a 

9  ~~  a *    9\~~        g*~~  c' 

wo  at  b  und  c  die  Dreiecksseiten  bezeichnen.  Für  die  Huben 
findet  sich  das  Verhältniss  wie  folgt.    Es  ist  (Fig.  2.) : 


oder 


oder 


mithin 


i 
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p  —  q     —  a2  -f  62 


9  

*  +  ] 

9 
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folglich: 


ebenso  findet  sich 


und 


p      —  a2  +  6*  +  c*  # 


£1      a*—  6»+  c» 

p%  _     a*  +  6* — c* 
~~  —  «»+  A»  +  c»' 


—  a*  +  o»  +  c* 
In  jedem  dieser  drei  besonderen  Fälle  ist  das  Product 

P    Pi    P%  _  • 

—  •      •  —  —  i, 

g  9i  <h 

also  &A2ß2C*  =  0. 
Setzt  man 

?  .  ..  Pi 

so  geht  die  allgemeine  Formel  über  in 

(/>8-yj)a 

1 


+  -3HL-' 


ii. 

Aufgabe.  Es  seien  a  und  b  (Fig.  3.)  die  Radien 
2weier  Kreise  Ax  und  Bit  welche  einen  Kreis  Ö  vom 
Radius  r  in  den  Punkten  P  und  Q  berühren.    Es  soll 

24  • 


Digitized  by  Google 


372    Nipp  er  t:  Lösung  einiger  im  Archiv  gestellter  Aufgaben. 

bewiesen  werden,  dass  die  gemeinschaftliche  Tan- 
gente AB  der  Kreise  Ax  and  Bx  ausgedrückt  wird  durch 


[Towiseii] 

I 

Beweis.  Man  ziehe  AlC\\AB,  AXD  und  PE  normal  za 
OBx ;  dann  ist 

AB*=z  4  £,»-(6-0)» 

=  (r  +  6)»  +  (r  +  a)» — 2  (r  +  6) .  OZ) — (fr—  a)* 

=  (r  +  6)>  +  (r + a)*  -  <2  (r  +  6) .  OE .  -^±£.  -  (Ä-  a)* 
Nun  ist  aber 

P£*  =  (r +  0£)  (r—  0£J)  =  ra-  0£» 

und 

Mithin  ist 

r«-  0£*  =  PQ*-r*+2r.OE-OE*, 

also 


und  daher 


=  (r+6)H('  +  <»)5l-2(r+6)fr+a)+  <L!^£±£).  />q9_(A_). 

=  ((r  +  6)-fr+a))«- (6 - a)H(r+y+a).  Ä?« 

=  (4-.).-  (6  -  «)»  +  ÖÄ±£) .  PQ, 
=  fr+^r+6)  ^ 

Mithin  ist 

PO  r  

AB=         V(r  +  a)(r  +  6). 
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0 

I 


Aufgabe.  Es  seien  A,  B,  C,  D  (Fig.  4.)  vier  den  Kreis 
O  berührende  Kreise;  Alt  Blt  Cl9  Dt  ihre  Berührungs- 
punkte; AB,  BC,  CD,  DA,  AC  und  BD  die  Tangenten  der 
berührenden  Kreise.    Dann  ist 

AC.BD-  AB.DC+  AD.BC. 

[C  a  s  e  y.] 

Beweis.   Es  ist,  wie  in  II.  nachgewiesen: 

1)  AC=  ^£  .  VCr+aXr  +  c). 

2)  BD=  V(r+d)(r+6). 

3)   ^l.V(r+a)(r  +  6)=^. 

4)   ^'.^(r+c)(l..M)-C/>. 

5)   ^(r+aXr+d)  =  AD. 

6)   ^.V(r+»)0r  +  c)sBC 

und 

7)  .  .  .    JtQ.^Dk  ^^i^.Q^  +  ^i^i .BiQ. 
Multiplicirt  man  3)  mit  4)  und  5)  mit  6),  so  ergibt  sich 

„  V (r  +  a)(r+6) (r  +  c)(r  +  d) 

Multiplicirt  man  1),  2)  und  7),  so  erhält  man 

9)  AC.BD.AXCX.BXDX  

=4  Ci  .ßx  DX.(AX  Bx .  Ct  Dx+Ax  DX.BX   ^  

Indem  man  nun  8)  mit  9)  multiplicirt,  findet  sich 

AC*  BD  =  AB.CD  +  AD.  BC. 
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XXXII. 

Ueber  die  Reduction  der  Monddistanzen  mit  Anwen- 
dung vierstelliger  Logarithmen,  ohne  Benutzung  von 

Hülfstafeln. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Ligowski 

in  Kiel. 


Es  seien  m  und  mt  die  scheinbare  und  wahre  Mondsbuhe 
„     „    s   „    si   „        „         „      „    Sonnen-  und  Sternhuhe 

„  Distanz. 

Bezeichnet  y  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Vertikalkreiwn 
der  Gestirne,  so  hat  man,  wenn: 

ro,  —  m  =  a,  i—sx  =  6,    a  +  6  =  2r,   a— 6  =  2p 

und 

w-*  =  A»    "»i~*i  =  Ai»   »1  +  5=2?,   mx  -f  sA  =  Zx 
gesetzt  werden: 

1)  .  .  .  .   co8di  =  sinm1sin«i  -f  cosm,  cos^cosy 
oder: 

y  8 

cosrft  wz  cosAi  —  2cosro1  cos ^  sin  ^  . 

y  * 

2)  cosc£=cosA — 2cos wicos«sin-^-  • 

Aus  1)  und  2): 

0v  cos^  —  cosrf     cosAi — cosrfi      _  .  y* 

o)  .  .  .  =r  -  =  2sin  i?  » 

cos  in  cos  s  cos7n|COS5t  2 
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mitbin  auch: 

y  *     sin  }  (rf  +  A)  sin  j (<*  —  A) 

4)  61D  TT"  —  • 

2  cos  m  cos  s 

Aus  Nr.  3)  ergiebt  sich,  wenn: 

.     cos  m,  co6 

1  =  IX 

cos  m  cos  s  r 

gesetzt  wird. 

5)  ...  cosrfi  — cosd  =  cos Ai  —  cosA  +  f»(cos A  —  cosrf), 
also  auch: 

y* 

6) . . .sioKrf— f/1)sin£(d-|-</1)  =  — 8inrsin(A+»*)  +  f*coswico8f  sing  • 

Es  ist  ferner: 

 j  cos  mx  cos  sv  cos  m  cos  s  —  cos  (m  -f  o)  cos    —  o) 

~~        cos  m  cos  5  cosmcos* 

und 

2|xco8mcos5  =  cos-£— cos(-2  +  2p)  +  cos  A  — cos  (A  +  2r), 
mithin  auch: 

p cosmcoss  =  sin  p  sin  (2?  -f  p)  -f-  sin r sin (A  -fr), 

daher  wird  aus  6) : 

7)  sini(d— djsiniid+d!) 

y 3 

==  (sin  p sin  (-2  +  p)  +  sin  r  sin  ( A  +  r))  sin      —  sin  r sin  (A  +  »"). 

Da  o  und  r  sehr  kleine  Winkel  sind,  so  hat  man: 

8)  i(d~a\)8\nl(d  +  dl) 

V  * 

=  (psin(-2  +  p)  +  rsin(A  +  r))  sin  ^  —  rsin(A  +  r). 
Setzt  man : 

i(rf-rf1)  =  ar, 

so  ist: 

±(d  +  dt)  =  d— x   und    dj  =  d—  Ix. 

Schreibt  man  noch  für  p  sin(<2 -f- p)  und  rsin(A+r)  beziehungs- 
weise u  und  vt  so  wie  w  für  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

Nr.  8),  so  ist: 
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y2 

9)  .  .  .  .    ücs\x\{d— x)  =  (M  +  r)sin^  —  v  =  10 


Da  #  sehr  klein  ist,  so  ist: 


10) 


w 


Xl  sind 
ein  Näherungswerth  von  x,  und  genauer 

11)  


x  =  -. 


xx  *\nd 


sm(d—xx)  * 


also : 


12).  .  .  log*  =  log  xx  +  (logisin  d  —  log  sin  (d— #1)). 

Als  Zahlenbeispiel  wähle  ich  das  von  mir  in  ThI  XL.  des 
Archivs  auf  S.  255.  berechnete.   Daselbst  ist: 

m  =  65°  41'  4) ",   mx  =  66°  5'  34",   d  =  74°42'  3" 

*  =  27  32  42,      9l  =  27  31  5" 

ö  +  o  =  25' 30"   also  r  =  12' 45"  =  765"; 

a  -  h  =  22'  16"  also   g  =  11'  8"  =  668". 

A    =  38°8'59"       2    =  93°14'23"   *(<*  +  A)  =  56°25'31" 

A  +  r  =  38°2 1 ' 44"   2  +  q  =  93°25' 31"  *(d— A)  =  18°  16' 32". 


log  p  =  2,8248 
log8in(27  +  0)  =  9,9992 


log« 
logo 


2,8240 

logw  —  log©  =  0,1474 
B  =  0,2336 


log  r  =  2,8837 
Jogsin(A  +  r  =  9,7929 

logt?  =  2,6766 
Gau ss ' sehe  Logarithmen. 


log(M  +  ©)  =  3,0576 
logsin*(rf  +  A)  =  9,9208 
logsini(d-A)  =  M964 
logseem  =  0,3855 
logsec*  =  0,0523 


log(M  +  c)sin|  =2,9126 
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log(u  +  ©,ein|*  -logt>  =  0,2360 

A  —  0,3776 

=2,5350 
log  sind    =  9,9844 

~ "log*!     =2,5506"   «1  =355",3 
log  sind— log  sin  (d—a:,)  =  2 

log*         =2,5508    ar  =  355",5,  2*=711"  =  11'51 
d-*lx  =  74°13'12". 


In  den  Nautischen  Tafeln  von  Dr.  v.  Freeden,  so  wie 
auch  in  der  Steuermannskunst  von  A.  Breusing,  befinden 

sich  Tabellen  von  log  sin  ^    und  log  cos  ^  ,  in  ersterer  unter  dem 

Namen  log  für  den  Stundenwinkel,  in  der  anderen  log  des  semi- 
?ersus.  Diese  Tabellen  gestatten  eine,  für  den  Seemann  be- 
quemere Reduction  der  Monddistanz  nach  meinen  Formeln. 

Aus 

Y2 

x  sin  (d — x)  =  (o  sin  (2  +  p)  -f  r  sin  (  A + r))  sin  ^  —  r  sin  ( A + r) 

ergiebt  sich  durch  Auflösung  der  Klammern: 

xsin(d— x)  =  osin(-2  +  o)sin|  —  rsin(&  +  r)  cos|  • 

Diese  Formel  befindet  sich  schon  in  meiner  Abhandlung  vom 
Jahre  1863.    Archiv  Band  XL.  S.  254. 

Setzt  mao  nun: 

psin(2-f-0)cosecdsin*2  =  ji, 

v  2 

rsin(/\  +  r)  cosecd  cos  ^  =  $r 

und 

xl=p  —  g, 

so  ist: 

logar  =  loga:i  —  (logcosecrf—  logcosec(7/  —  xt)). 

Um  eine  Uebersicht  der  nttthigen  Rechnungen  zu  gewähren, 
berechne  ich  das  auf  Seite  794  des  ersten  Bandes  der  Ency- 
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clopädie  der  Physik  (Orts-  und  Zeitbestimmung  voo 
Professor  Dr.  Weyer)  gegebene  Beispiel. 

Es  ist  daselbst  gegeben: 

ro  =  15°44',   *  =  3°27',   a  =  5r38",   6  =  14'  17", 

d  =  132°  11' 19". 

Man  Gndet  hieraus: 

r  =  32' 57,5";    p  =  18' 40,5". 

2    =  19°11'  A   =12°17'  i(</+A)=72°14'9,5" 

2  +  e  =  19°29'40,5"    A  +  r  =  12°49'57,5"   \  (d-  A) = 59°57'9,5" 

log8ini(d+A)=9,97S79 
logsini(rf-A)=9,93732 
logsecm=0,01658 
log  sec  «=0,00079 

*=9*2'53i"logsin|a=9,93348         logcos|*=9,15229  12-r=2*57'6r 

logo=3,04942  logr=3,29612  v  Freeden 

logsin(-£+p)=9,52338    logsin(A+r)=9,34656  u.  Breusing 
log  cos  d=0> 13022      logcosecd=0,13022  Naut.  Tafeln. 

logp=2,63650  log  9=:1,92519 

/>=433,01  9=84,18 
Xlz=p-q  —  348,83" 
loga-i  =  2,54262 
logcosecd-logcosec(d-.r1)  =  67 

log*  =  2,54195 

2*=  696V  =  11' 36,6" 
dl=d^-2x=-  131<>59' 42,4". 

Professor  Dr.  Weyer  findet  nach  einer  strengen  Formel  bei 
Anwendung  siebenstelliger  Logarithmen: 

dx  =  131»59' 42. 

Nach  der  Formel  Nr.  26.  Seite  794.  der  Encyclopädie  findet 
derselbe  ebenfalls: 

dx  =  131°59'42,4". 

Die  vorstehenden  Formeln  lassen  sich  noch  in  anderer  Weise 
herleiten. 

Es  war: 
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co8<2  =  sinmsin*-f  cosmcostcos  y, 

hieraus  auch: 

cosd  =  sinmsinf(cos ^  +  «in|  )  -f  cos m  cos*  (cos  |  —  sin^  ) 
coa  rf  =  (cos  m  cos  5  +  ein  m  sin  $)  cos  ^  —  (cosm  cos  5 — siom  sin*)sin^ 

1)  cosrf  =  cos  Acos^J  — cos  ^  sin  |  . 

Für  dt  bat  man  also: 

2)  .  .   cos di  =  cos(A+2r)cos|  — cos  (-2  +  2p)  sing  • 
Durch  Subtraction  von  1)  und  2)  ergiebt  sich: 

y  * 

cosrf—  cosrfi  =(cos cos(A+2r))cosfcj  — (cos2? — cos(2+2p))sin£  » 
and  hieraus: 

3)  sinj(d  —  d|)sio \{d  +  dx) 

=  sin  p  sin  (£  4  p)  sin  |  --  sinr  sin  (A  4  r)  cos  ^  . 


Wenn  dt)  =  x,  also  dj=cZ  — 2jr  und  i(d4rfi)=d — x 

eingeführt  werden  und  berücksichtigt  wird,  dass  x,  r  und  p  sehr 
klein  sind: 

4) . . .  x8io(d—x)  =  psin(£  4  p)sin^  — r  sin(^ -f  r)cos ^  » 
oder: 

5). . .  *  sin  (d  -  x)  =  (p  sin  ( £  4  p)  4  r  sin  ( A  +  r))  sin  |*  —  r  sin 
Setzt  man: 

psio(2?  4  p)  cosec«/ sin  ^  =  A, 
rsin      +  r)  cosec sin  |  =  B 
rsin(A  +  r)  cosec  d         =  C, 
A  +  B-C 

log*  =  logarj  -I-  (log  cosec  (rf— 3:,)  —  log  cosec  d). 


uod 

80  ist: 
and 
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In  den  meisten  Fällen  wird  X\  hinreichend  genau  sein.  Für 
die  Rechnung  ist  zu  beachten,  dass  logC  =  log/?— logsin|  ist. 

Die  Rechnung  für  das  vorher  gegebene  Beispiel  gestaltet  sich 
nun  in  folgender  Weise: 

logsini(d  +  A)=9,9788 
logsini(d— A)=9,9373 

log  sec  m =0,0 166 

log  sec  5=0,0008 

logsin  2  =9,9335      log  sin  ^  =9,9335 

log  p=3,0494  log  r=3,2961 

logsin (Z  +  o)=9,5234  logsin(A+r)=9,3466 
log  cosecrf=0, 1302  Iogcosecrf=0,1302 


log  ^=2,6365         log  ß=2,7064  logC=2,7729 
.4=433,0 
#=508,6 

941,6 
C=592,8 


ar1=348,"8  =5' 48,8" 
log  ^=2,5426 
logcosec(d-«i)-logcosec</=  —7 

loga;=2,5419 

*=5'48,3"  und  Ix  =  11'  36,6". 
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XXXIII. 

Uebungsaufgaben*fur  Schüler. 


Exercices  sur  le  binöme  de  Newton. 

Par  Monsieur  Professcur  Georges  Dostor. 


Exereiee  I.    Cbacune  des  expressions 

{x+y)7—x7—y7 

est  divisible  par  x*+xy  +  ya,  quels  que  soient  x  et  y. 

Exercice  II.  Trouver  le  nombre  des  termes  de  la  m*  puis- 
sance  d'un  trinöme;  d'un  quadrinöme;  d'up  polynöme  de  n  termes. 

Repoose:   !•  + 

oo  (m  +  l)(m  +  2)(m  +  3). 

_  (m+l)(nH-2)(m  +  3)...(M  +  n-l) 

6   1.2. 3... (n-l) 

Exereiee  Hl.  Quelles  sont  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coefficieots  a,  b,  c  pour  que  le  polynöme 

.x9  +  ax2  +  bx  +  c 

soit  un  cobe. 

Reponse:   II  faut  que 

aa  =  36,   69  =  3<rc. 

Exereiee  IT.  Quelles  sont  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  coefficients  a,  b,  c,  d  pour  que  le  polynöme 
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x4  +  ax*  +  bx*  +  ex  +  d 


soit  un  carre? 
Reponse: 


4aft  =  a8+8c,    c*  =  a*d. 


Exereice  V.  Trouver  le  plus  grand  terme  du  developpe- 
ment  de  (ar+a)TO. 

Reponse:   Ce  terme  sera 

7/1  (m  —  I)  (m — 2) . . .  (»i  —  n  + 1 ) 


» 

- 


1.2.3. . .» 

si  n  est  le  plus  grand  nombre  entier  contenti  dans  la  fraction 

(wtfl)q 
ar  +  a 

Exereice  VI.  Si  1,  At  B,  C,  D,...  sont  les  coefficients  de 
la  me  puissance  de  x  +  a ; 

1,   1  +  4,   4  +  #,   Ä  +  C,    C-f />,  .. 
seront  les  coefGcients  de  la  (m+l)e  puissance  de  a?  +  a. 

Exereice  YII.  Le  binome  xn—au  divise  toujours  xtnn—nmi 
et  ne  divise  jaraais  xmn  +  amB. 


Exereice  Till.  Le  binöme  x*  +  a*  ne  divise  ar"»»— a",B  qtn? 
si  m  est  pair;  et  il  oe  divise  x™  +  a™*  que  si  w  est  impair. 

Exereice  IX.  Trouver  la  somme  des  carres  des  coefficients 
de  (x  -f  a)m. 

Re*ponse:  Cette  somme  est  (e  coefficient  de  amxm  dans 
le  developpement  (x  +  a)2m. 

Exereice  X.  La  somme  pre'ce'dente  peut  ätre  representee 
par  les  deux  formules 

2m(2m— l)...(m  +  1)     (4m -2)(4ih— 6).. .  10.6.2 
1.2. 3.. .m         9  1 .2.3 ...  nt 

prouver  que  ces  deux  formules  sont  äquivalentes. 

Exereice  XI.   II  est  facile  de  voir  que 

(ar  +  a)m+(ar — a)m 

est  plus  grand  que  2a?m;  d* apres  cela  quel  est  le  maxiroaro  de 
y  +  t,  lorsque  ym+im  est  constant? 
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Exercice  XII.  Quelle  est  la  limite  du  rapport  des  expo- 
saots  de  a  et  b  dans  le  terme  maximuni  de  (a+6)m  lorsque  m 
anginen  te  indefiniment? 

Response: 

a 

r 


In  einem  Viereck  ABCD  finden  zwischen  den  von  den  Seiten 
und  Diagonalen  eingeschlossenen  Winkeln  die  folgenden  Relatio- 
nen Statt: 

cot  BAD  +  cot  BD A  _  cotCAB-cot  ADB+cotACB-cotDAB 
cotDAC—cotDAB  ~  cot  DAß  +  cotDCA 

_  cot  BDA  —  cot  BCA  _  cot  ff  Z)C+ cot  ff  Cd 
~  cot  DBA  —  cot  />C4  ~~  cot  D  CA  +  cot  Z)ff  C  * 

Gr.  Zachariae 

in  „Tidsskrift  for  Mathematik.  Udgivet  af  Camillo  Tycbeen. 
Anden  Raekke.    Femte  Aargang.    Syvende  —  Ottende  Hefte. 

1869.    pag.  128." 


Für       =  1.3.5. ..(är—l)  ist: 

■ 

!)...!  1      1  1 

...  +        -       l*    -  ^*(J  +  3  +  5  +  •  +2^r 

Sylvester. 


Geometrisches  Sinnen . Confect  von  Paul  Halcken. 

(Fortsetzung  von  Nr.  XVIII.) 

12.  Von  einem  scalenischen  Triangul  ABC  thut  die  Seite 
AB  und  das  grössere  Stuck  CD  der  in  D  zertheilten  Baseos  BC zu- 
sammen 37.  Die  Seite  AC  und  BD  thun  zusammen. 33.  und  wann  in 
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diesem  Triangul  ein  Circkel  geschrieben  wird,  thut  dessen  Dia- 
meter 12.  Ist  die  Frage  nach  den  dreyen  Seiten  dieses  Triao- 
guli?    Facit  AB  17.   AC  25.   BC  28. 

13.  Von  einem  andern  schratwinckelten  Triangul,  thut  die 
Perpendicular-Linie  {AD  auf  Z?C)60.  Die  Seite  AB  hält  8  mehr 
als  die  Basis  BC.  und  die  Seite  AC  hält  3  mehr  als  AB.  Wie 
viel  hält  jede  Seite  besonders?  Fac.  j\B  65.  BC.  57.  und  ACfä. 

14.  In  dem  Dreieck  ABC  hält  AB  13.  BC  14.  AC  15.  Man 
soll  den  Punct  E  solcher  Gestalt  setzen,  dass  die  drey  Perpen- 
diculares  EF,  EG,  EH  auf  die  Seiten  BC,  AB,  AC  des  Dreiecks 
ABC,  in  proportione  dupla  gegen  einander  stehen.  Wieviel  Facit 
kan  man  hierauff  finden.    Antwort  6. 

15.  Von  einem  Triangul  thun  die  2  Seiten  7  und  9.  Man 
begehret  hierzu  die  dritte  Seite  zu  suchen,  dass  der  Inhalt  rational 
sei.  Facit  entweder  V54£  oder  V205f.  Der  Inhalt  thut  beydes- 
mahl  25£.   Und  viel  andere  Facit  mehr. 

16.  Von  dem  Triangul  ABC  thut  AB  13.  BC  14.  AC  15. 
Man  begehrt  den  Punct  E  zu  suchen,  dass  wann  aus  demselben 
auff  jede  Seite  ein  Perpendicular  gezogen  wird,  dass  deren  Summa 
so  viel  sey,  als  die  Perpendicular  AD  12.  von  A  auf  BC,  und  das 
jede  Perpendicular  ein  rational  Quadrat  sey.  Facit  EF  (auf  BC) 
11}.  GE  (auf  AB)  t  und  HE  (auf  AC)  f.  Oder  EFh\.  GE  £4, 
HE  4/t  un^  v',el  andere  Facit  mehr. 

17.  In  dem  vorigen  Triangul  da  AB  13.  BC  14.  und  AC  15 
hält,  sollen  die  drey  Perpendiculares  EF,  EG,  EH  drey  un- 
gleiche rationale  Quadraten  seyn.  Fac.  EF  4900.  EG  23104. 
EH  144.  jede  getheilt  in  2209  und  viel  andere  mehr. 

(Fortsetzung  folgt  später.) 


Druckfehler  in  Theil  Ei. 

S.  224.  Z.  18.    Statt  „und  ihrer"  s.  m.  „und  in  ihrer". 
S.  247.  „  13.      „    „knüpft,  ist  zu  enthalten"  s.  m.  „knüpft 
ist,  zu  enthalten". 


• 

Theil  Iii.  S.  195.  Z.  7.  Statt  „Gß\\0fi"  s.  m.  „  ER  \\  Off". 
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Theorie  des  Polarplanimeters  in  strenger  elementar- 
mathematischer Entwicklung. 


Von 

dem  Herausseber. 


(Figuren  s.  Tai".  VIII.) 

Einleitung. 

Zu  den  interessantesten,  merkwürdigsten  und  nützlichsten  Er- 
findungen der  neueren  Zeit  gehören  unstreitig  die  unter  dem  all- 
gemeinen Namen  Planimeter  bekannten  Instrumente,  welche 
fär  die  niedere  Geodäsie  oder  die  Fehlmesskunst  von  der  gross  reo 
Wichtigkeit  sind,  und  in  dieselbe  immer  allgemeineren  Eingang 
linden  sollten,  als  dies  bis  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint.  Unter 
den  verschiedenen  Instrumenten  dieser  Art  nimmt  jedenfalls  der 
Am s I er' sehe  Polarplanimeter  —  wenn  derselbe  auch  rücksicht- 
lich der  von  ihm  gewährten  Genauigkeit  anderen  Planimetem 
etwas  nachstehen  dürfte  —  wegen  der  ihm  zu  Grunde  liegenden 
sinnreichen  Idee,  wegen  seiner  Einfachheit  und  Wohlfeilheit,  eine 
der  ersten  Stellen  ein.  Die  Theorie  dieses  interessanten  Instru- 
ments ist  schon  oft  zu  entwickeln  versucht  worden,  namentlich 
auch  von  seinem  verdienten  Erfinder  selbst  in  der  Schrift:  Ueber 
die  mechanische  Bestimmung  des  Flächeninhalts,  der 
statischen  Momente  und  der  Trägheitsmomenteebener 
Figuren,  insbesondere  über  einen  neuen  Planimeter. 
von  Jacob  Amsler,  Professor  an»  Gymnasium  in  Schaff. 
Bausen.  Schaffhausen.  18515.  Mir  scheinen  jedoch  die  bisher 
bekannt  gewordenen  Entwickelungen  dieser  Theorie  in  Bezug  auf 
Deutlichkeit  und  wahre  mathematische  Strenge  noch  Vieles  zu 
wönschen  übrig  zu  lassen.    Häufig  sind  diese  Entwickelungen  auf 
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die  höhere  Analysis  gegründet  worden,  was  mir  aber  verschie- 
denen Bedenken  zu  unterliegen  scheint,  und  zwar  nicht  bloss 
methodischen  —  insofern  etwa  eine  solche  Metbode  nicht  den 
Namen  einer  elementaren  Methode  verdienen  dürfte  —  sondern 
auch  wissenschaftlichen  Bedenken,  worüber  ich  mich  jetzt  nicht 
ausführlich  aussprechen,  sondern  nur  in  der  Kürze  bemerken  will, 
dass  alle  Anwendungen  der  höheren  Analysis,  zunächst  nament- 
lich der  Differentialrechnung,  auf  der  unabweisbaren  Voraus- 
setzung beruhen,  dass  die  Veränderungen  der  zur  Betrachtung 
kommendeu  Grössen  mit  einer  gewissen  bestimmten  Ge- 
setzmässigkeit stetig  vor  sich  gehen,  dass  also  die  Umfange 
der  Figuren,  deren  Flächeninhalte  bestimmt  werden  sollen,  nach 
bestimmten  allgemeinen  Gesetzen  gekrümmt  sind, 
oderdass  die  entsprechenden  Curven  durch  bestimmte 
analytische  Gleichungen  charakterisirt  werden  kön- 
nen, was  bei  den  mit  dem  Planimeter  zu  umfahrenden  Figuren 
fast  niemals  der  Fall  ist.  Ich  finde  hierin  Veranlassung,  in  dieser 
Abhandlung  eine  neue  Entwickelung  der  Theorie  des  Polarplani- 
meters  zu  geben,  welcher  ich  wohl  den  Namen  eioer  elemen- 
taren Theorie  glaube  beilegen  zu  dürfen;  da  aber  diese  Theorie 
hauptsächlich  auf  der  Betrachtung  gewisser  G  ranzen  beruhet, 
mittelst  welcher  man  ja  in  solchen  Fällen  meistens  nur  mit  wirk- 
licher mathematischer  Strenge  zu  vollkommener  Klarheit  gelangen 
kann:  so  werde  ich  im  nächsten  Paragraphen  zuerst  einige  Sätze 
beweisen,  die  —  wenn  auch  natürlich  längst  bekannt  und  schon 
oftmals  bewiesen  —  doch  gerade  den  Lesern,  welche  an  dem 
Inhalte  dieser  Abhandlung  das  meiste  Interesse  nehmen  dürften, 
nicht  allgemein  genug  bekannt  sein  möchten.  Ohne  eine  genaue 
Bekanntschaft  mit  diesen  Sätzen,  insbesondere  mit  dem  letzten 
derselben,  ist  bei  sehr  vielen  Untersuchungen,  welche  auf  Gräuzen- 
betrachtungen  beruhen,  wahre  mathematische  Strenge  und  Evidenz 
gar  nicht  erreichbar. 

Die  Einrichtung  und  den  Gebrauch  des  Polarptanimeters  setze 
ich  im  Folgenden  als  bekannt  voraus,  und  begnüge  mich,  in  dieser 
Rücksicht  auf  die  bekannten  ausgezeichneten  neueren  Werke  über 
Praktische  Geometrie  von:  Hartner  (Handbuch  der  niederen 
Geodäsie..  Dritte  Auflage.  Wien.  1864.  S.  490.),  —  Bauern- 
feind (Elemente der  Vermessungs künde.  Dritte  Auflage. 
Stuttgart  1869.  S.  560.)  —  Hunäus  (Lehrbuch  der  prak- 
tischen Geometrie.  Zweite  Auflage.  Hannover.  1868- 
S.  476.)  —  Rebstein  (Lehrbuch  der  praktischen  Geo- 
metrie. Frauenfeld.  J868.  S.  85.)  —  zu  verweisen.  In  dem 
ersten  Buche  findet  man  die  Einrichtung  von  Miller  und  Starke 
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in  Wien,  in  den  drei  letzten  die  Ginrichtung  von  Amsler  in 
Schaffhausen  beschrieben.  Hier  will  ich  nur  bemerken,  dass 
dieses  Instrument  in  seinen  wesentlichsten  Theilen  aus  zwei  um 
einen  Punkt  beweglichen  Armen  besteht;  der  Endpunkt  eines 
jeden  dieser  beiden  Arme  trägt  einen  Stift ,  von  denen  der  eine 
der  Pol,  der  andere  der  Fahrstift  genannt  wird.  Der  Pol 
wird  in  einem  an  sich  beliebigen  Punkte  der  Ebene,  auf  welcher 
die  zu  messende  Figur  verzeichnet  ist,  festgestellt,  und  hierauf 
der  Fahrstift  auf  dem  Umfange  der  Figur  herumgeführt,  bei  wel- 
cher Bewegung  der  Punkt,  um  den  die  beiden  Arme  sich  drehen, 
sich  auf  einem  Kreise  bewegt,  dessen  Mittelpunkt  der  feststehende 
Pol,  und  dessen  Halbmesser  der  den  Pol  tragende  Arm  ist.  An  dem 
den  Fahrstift  tragenden  Arme  befindet  sich  die  mit  grüsster  Leichtig- 
keit drehbare  Lauf  rolle,  auf  deren  Umfang  eine  Theilung  aufge- 
tragen ist,  welche,  nachdem  der  Fahrstist  auf  dem  Umfange  der  aus 
romessenden  Figur  herumgeführt  worden  ist,  mittelst  eines  Nonius 
abgelesen  wird,  und  dadurch  unmittelbar  der  Inhalt  der  Figur  in 
einem  im  Voraus  festgesetzten  Maasse,  welchem  entsprechend 
jederzeit  dem  Arme,  an  welchem  der  Fahrstift  befindlich  ist,  vor 
der  Ausführung  der  beschriebenen  Manipulation  eine  bestimmte 
Länge  gegeben  werden  rouss,  erhalten  wird. 

Ich  bemerke  nochmals,  dass  es  mir  in  dieser  Abhandlung  nur 
auf  eine  völlig  strenge  und  deutliche  Entwickelung  der  mathema- 
tischen Sätze  ankommt,  welche  der  Theorie  des  Polarplanimeters 
zu  Grunde  liegen,  welche  ich  zugleich  als  eine  sehr  lehrreiche 
Anwendung  der  strengen  elementaren  Lehre  von  den  Gränzen  be- 
trachte, und  auch  in  dieser  Beziehung  den  Mathematikern  zur 
Beachtung  empfehlen  mochte.  Gerade  in  Fällen  wie  der  vorliegende 
gewähren  strenge  elementare  Gränzenbetrachtungen  vorzügliche 
Deutlichkeit,  und  lassen  einen  besonders  klaren  Blick  in  die 
eigentliche  Natur  des  Gegenstandes  tbun. 


§.  1. 

Wir  werden»  bei  der  Theorie  des  Polarplanimeters  von  den 
folgenden  Sätzen  Gebrauch  machen: 

I.  Wenn  x  einen  positiven  Kreisbogen  bezeichnet, 
so  ist  immer  Mino:  <  x ,  und,  unter  der  Voraussetzung, 
dass  x  nicht  grösser  als  \n  ist,  tang;r>a\ 

Weil  bekanntlich  die  gerade  Linie  die  kürzeste  Linie  zwischen 
ihren  Endpunkten  ist,  so  ist 

25* 
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Chord2ar  <*2ar, 

also  auch: 

iChordir  <ar; 

bekanntlich  ist  aber : 

8*100;  =  £Cbord2:r, 

also  eXnx^x,  w.  z.  b.  w. 

Ist  ferner  AB  =  x,  in  einem  aus  dem  Mittelpunkte  C  mit 
dem  der  Einheit  gleichen  Halbmesser  CA  =  CB  beschriebenen 
Kreise,  ein  den  vierten  Theil  der  Peripherie  nicht  übersteigender 
Kreisbogen,  und  denkt  man  sich  die  Tangente  AD=t&\\%x  dieses 
Kreisbogens  construirt;  so  ist  offenbar: 

&ACD>SectACB; 

also,  weil  nach  den  Lehren  der  ebenen  Geometrie  bekanntlieh 

&ACD  =  ICAxAD,   Sect ACB  =  \CAxAB 

ist : 

\CAxAD>lCAxAB, 
folglich  AD>  AB,  oder  nach  dem  Obigen  tanga?>a*,  w.  «.  b.  w. 

II.    Wenn  der  Bogen  x  sich  der  Null  nähert,  so 

sin  x 

nähert  der  Bruch    sich   der  Einheit  als  seiner 

x 

Gränze,  und  kann  dieser  Gränze  beliebig  nahe  ge- 
bracht werden,  wenn  man  nur  x  nahe  genug  bei  Nul| 
annimmt,  was  man  in  der  Kurze  auch  auf  folgende  Art 
auszudrücken  pflegt:  wenn  x  sich  in's  Unendliche  der 
Null  nähert,  so  ist 

_  .       sin  x     .      _          .    sin  x  . 
Limes  =1    oder   Lim  =  I. 

x  x 

Nehmen  wir  zuerst  x  positiv  an  und  setzen  voraas,  dass  bei 
der  Annäherung  zur  Null  x  kleiner  als  \n  geworden  sei  und  sich 
dann  fernerhin  der  Null  nähere,  so  ist  natürlich:. 

sina;  =  sinar  =  sin  x, 

und  nach  I.  ist: 

siuar<  x  <tangar, 

also  durch  Division: 

sin  x  Ä    sin  x  „  sina: 

 >   >  i  > 

sin  x        x        tang  x 
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folglich : 

1  >  -—  >  COS  X, 

sin  x 

>  so  dass  also  der  Bruch  oder  das  Verbältniss  immer  zwischen 

x 

1  and  cos 2:  liegt    Nähert  nun  aber  x  sich  der  Null,  so  nähert 
offenbar  cos&  sieb  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  der  Einheit, 
ond  es  muss  also  augenscheinlich  das  zwischen  1  und  cosa:  lie* 
si  n  x 

gende    sich  um  so  mehr  der  Einheit  als  seiner  Gränze  bis 

zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern. 

Wenn  x  negativ  ist,  so  ist  doch 

sinar     sin  ( — x) 
x    ~*    {—x)  9 

wo  — x  positiv  ist,  und  der  Satz  gilt  also  nach  dem  Vorher- 
gehenden offenbar  auch  in  diesem  Falle. 

III.  Es  6eien  a,  CT|,  aa,  a8,  a4>...  beliebige,  dagegen  o,  glt 
Qt*  9s»  Q***"  Grössen  von  einerlei  Vorzeichen.  Bezeichnen  wir 
nun  die  kleinste  und  grösste  unter  den  Grössen  a,  alv  a2,  a8, 
04,...  respective  durch  a  und  y,  wobei  bemerkt  werden  mag,  dass, 
wenn  die  Grössen  <z,  aiy  ct3,  a4,...  sämmtlich  einander  gleich 
sind,  die  Grössen  et  und  y  mit  einander  und  mit  den  Grössen  a, 
«lt  a».  «3.  a*,..>  zusammenfallen;  so  sind,  insofern  wir  die  Null 
als  dem  Bereiche  der  positiven  Grössen  angehörend  betrachten 
können,  sowohl  die  Differenzen 

a  —  a,    ax  —  a,    a9  —  o,       —  a, ... 

- 

als  auch  die  Differenzen 

- 

y-o,  y— «1»  y— «i>  y— «s»- • 

sämmtlich  positiv,  und  da  nun  nach  der  Voraussetzung  die  Grössen 
?>  °i>  Ott  Qs*  Q*f'  sämmtlich  einerlei  Vorzeichen  haben,  so  haben 
auch  die  sämmtlichen  Producte 

(a  —  a)o,    (aj  —  (a4—  a)o»,    (03  —  0)05,... 

und 

(y— (y-«i)^  (y-a«)^*»  (r— «•)«».■•• 

einerlei  Vorzeichen.  Weil  nun  die  Summe  mehrerer  Grössen 
von  einerlei  Vorzeichen  immer  dasselbe  Vorzeichen  hat,  wie  diese 
Grössen,  so  haben  auch  die  Summen 

(o— «)o-r  (a,— «)    +  («a  — «)oÄ-f-  (a,  — a)es  +  ••• 
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und 

(y  —  a)  q  +  (y — o,  )  o,  +  (y  —  o,)  o*  +  (y  —  n8)  os  +  •  •  • . 
also  die  Grössen 

(ttO  +  O,  Qt  +  <TaOa  +  «808  +  ...)  —  «  (o  +  «1  +  &  +  «8  +  •  •  • ) 

und 

y  (e  +    +  Q2  +  es  +  •  • .)— +  «iGi  +  «apa  +  «s?»  +  •••)» 

daher  auch  die  Quotienten 

(ap-r-a,fr  +  gaga-MsEs  +  •*■)  — «(g  4-  gi  +  Pa-frga+") 

g  +  gl  +  g2  +  P8  +  -- 

und 

y(g+gt  +ga+g8  +  -»*  )~(«e-l-qigi+gt^-f  gafa-r-— ) 

g  +  gi  +  + 

also  die  Grössen 

flg  +  gigi  -frflaga  +  flsge  + 
g  +  gi  +  ga+gs  +  ••• 

und 

y         g  +  gi+ga  +  ga  +  -- 
gleiche  Vorzeichen. 

Wir  wollen  nun  zuerst  annehmen,  dass  keine  dieser  beiden 
Grossen  verschwinde;  dann  ist,  weil  diese  Grossen  einerlei  Vor- 
zeichen haben,  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren  Zeichen 
auf  einander : 

g  +  gi  +  ga  +  g3  +  --        "    <  ' 


also 


folglich  : 


Qg-Migi  +  «gga  +  g8g3  +  --->Q. 
7         Q  +  Qi  ir  ga  +  ga  +  -«-       <  ' 

g  +  g|-rga+g3+"         <  ' 

g  +  gi+ga  +  g8  +  —  >y' 

<  og  +  aig!  -Maga-r  «8^8 <  „. 


wo  aber,  insofern  vorher  a  als  die  kleinste  von  den  beiden  Grossen 
er  und  y  angenommen  worden  ist,  offenbar  Überall  bloss  die 
oberen  Zeichen  Gültigkeit  haben  können,  weil,  wenn  die  unteren 
Zeichen  gelten  sollten,  augenscheinlich  y<«  sein  würde. 


uigmze 


jd  by  Google 


elementar -mathematischer  Entutickelung.  391 

Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  die  erste  der  beiden  obigen 
Grossen  verschwinde,  die  iweite  nicht  verschwinde.  Weit 


•  •  • 


<»P  +  «1  Pt  +  <>aPa  +  <*aPa  -t- 
P  +  Pi  +  Pa  +  Pa  +  •  • 

verschwindet,  dagegen 

tfP  +  qiPi  +  «aPa-fr°aPa-r 
y        P+Pi+Pa  +  Pa+-- 

nicht  verschwindet,  so  können  die  Grössen  a  und  y  nicht  einander 
gleich  sein ;  und  da  nun  y  die  grössere  von  beiden  bezeichnet,  so 
rauss  notbwendig 

y  _  flP  +  fliPi  -f"aPa  +  «aPa  + •• •  ^  q 
7         P  +  Pi+Pa  +  Pa  +  -- 

sein.    Also  ist: 

QP  +  fl|Pi  +  <»aPa  +  «aPa  +  -      ^  _  Q 
P+Pi+Pa  +  Pa  +  ••• 


ag  +  fliPi  +  gaPa  +  gaPa  +  •  •  v  fl 
P+Pi+Pa  +  Pa+..       >  ' 


folglich  : 


«P-MiPi  +  «aPa  +  gaPB+-*- 
P  +  Pi  +  Pa  +  Pa+-- 

öp+flipi  +«aPa  +  flaPa  +  ••• 


oder: 


P+Pi+Pa  +  Ps+  • 


«P^qiPi+gaPa-f  flaPa  +  —  < 
P  +  Pi+Pa  +  Pa  +  —  y 


Wenn  die  erste  der  beiden  obigen  Grössen  nicht  verschwin- 
det, die  zweite  dagegen  verschwindet,  also 

«P  +  «1  Pi  +  «aPa  +  «aPa  +  »•• 
P  +  Pi +Pa+Pa+-  " 

nicht  verschwindet,  dagegen 

_  gg  +  giPi  +  flaPi  +  <»iPi  +  "- 
'         P  +  Pi  +  Pa  +  P3  +  ". 

verschwindet,  so  können  die  Grössen  a  und  y  nicht  einander 
gleich  sein;  und  da  nun  a  die  kleinere  von  beiden  bezeichnet,  so 
muss  nothwendig 


Digitized  by  LjOO^ic 


392       Grunert:  Theorie  des  Polarplanimeters  in  strenger 


P  +  gi  +  ga  +  ga  +  •  •  • 

«ein.    Also  ist: 


—  «>0 


folglich : 


oder: 


no  -f  qt  Qi  -f  ffggg  -f  q3ga  +  •  • *  _  Ä  0 
'  g  +  gi  +  ga  +  gs+-- 

y         g  +  gi  +  ga  +  gs+-- 


<»p-M|gl  +  qaPa  +  a3P3  +  •  •  •  w  a 

P  +  gi  +  ga  +  g3  +  -- 

qP  +  qiPt-f  qaPa*fq3P3+ 
P+Pi  +  Pa  +  Ps  +  - 


«g-f  qigi  +qaga  +  q3P3  +  ---  _ 
"  g  +  gi  +  ga  +  g3  +  —  ' 


Wenn  die  obigen  Grossen  beide  verschwinden,  also 

qg+gigi  -Mgg2-*-q3p3-H  •    a  =  q 
P+Pi  +  Pa+P3  +  --- 


ist,  so  ist: 


_  qg  +  «i Pi  -f  qaga+  «3P3 -I- »» ■  =  q, 
}  g  +  gi  +  ga  +  g3  +  .-- 


gg  +  qi  gl  +  g2ga  "f  q3  g3  ^V"  = 
g  +  gi  +  ga  +  gs+ 


Hiernach  kann  man  nun  offenbar  im  Allgemeinen  sagen,  das« 
die  Grosse 

qg  4-  qlgl  H~  q2Pa  "f  «3g3  +  ■  • • 

g  +  gi  +  Pa  +  Ps  +  ••• 

nicht  kleiner  als  a  und  nicht  grosser  als  y,  also  nicht  kleiner  als 
die  kleinste  und  nicht  grosser  als  die  grösste  unter  den  Grossen 

O*  ql»  qa>  qS»  #4f*  ist. 

Jede  Grösse,  welche  nicht  kleiner  als  die  kleinste  und  nicht 
grösser  als  die  grösste  unter  mehreren  Grössen  in  beliebiger  An- 
zahl ist,  nennt  man  eine  Mittelgrösse  zwischen  diesen  letzteren 
Grössen;  daher  kann  man  nach  dem  Vorhergehenden  den  folgen- 
den wichtigen  Satz  aussprechen: 
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Wenn  a/ alf  a*,  as,  a^,...  beliebige,  dagegen  p», 
Ps»  ?4»««»  Grossen  von  einerlei  Vorzeichen  sind,  so  ist 
die  Grösse 

e+ei+?*  +  03  +  --- 

jederzeit  eine  Mittelgrösse  zwischen  den  Grössen  a, 
flu  ö2»  a3»  04---«;  was  m*n  auch  in  der  Kürze  durch 

* 

zu  bezeichnen  pflegt,  so  dass  also  auch 

«P+  «1  £l  +  «202  +  «303+  •  •  •  =  (0+  0i  +  0»  +  &  +  •  •  0  Oj,  cr4,  flj,...) 

ist. 

§.  2. 

Der  Flächeninhalt  eines  beliebigen  Vierecks,  dessen  Seiten 
sich  nicht  durchkreuzen,  kann  allgemein  durch  drei  seiner  Seiten 
und  seine  beiden  dazwischen  liegenden  Winkel  ausgedrückt  werden. 

Wenn  nämlich  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Ecken 

Ai9   A%,   A%9   A^,*..,  An 

eines  beliebigen  Vielecks  von  n  Seiten,  dessen  Seiten  sich  nir- 
gends durchkreuzen,  durch 

x\>  yi\  x*>  y*'>  *9>  y*'>  **>  *»>  yn 

und  sein  Flächeninhalt  durch  J  bezeichnet  werden;  so  ist  be- 
kanntlich*) in  völliger  Allgemeinheit: 

T*2(#1-.V3) 

T^sCy«— y*) 

u.  s.  w. 

=F  *n-i(y«-«—  yn) 
T  xn(y*-\—  yO, 

• 

indem  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenacbdem 
man  sich,  um  den  Umfang  des  Vielecks  nach  der  Ordnung  der 
Ecken  Alt  A2>  A9,  ^4,...,  AH  zu  durchlaufen,  in  gleichem  oder 


*>  M.  n.  Archiv  Thl.  XXXVIII.  S.  ITT. 
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ungleichem  Sinne  mit  der  Bewegung  von  dem  positiven  Theile 
der  Axe  der  x  an  durch  den  Coordinatenwinkel  (xy)  hindurch  nach 
dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  hin  bewegen  muss.  Be- 
zeichnen wir  nun  drei  gegebene  Seiten  eines  Vierecks  durch  b, 
o,  c,  wo  a  zwischen  b  und  c  liegen  soll,  und  die  beideo  von  a 
und  6,  und  von  a  und  c  eingeschlossenen  Winkel  respective  durch 
(ab)  und  (ac);  so  kann  der  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  des 
Vierecks  durch  diese  Elemente  aus  dem  obigen  allgemeinen  Aus- 
drucke für  den  Flächeninhalt  eines  jeden  Vielecks  auf  folgende 
Art  abgeleitet  werden.  Die  an  die  beideo  Seiten  b  und  c  stos- 
senden  End  punkte  der  Seite  a  bezeichne  man  durch  B  und  C, 
und  die  beiden  anderen  Endpunkte  der  Seiten  6  und  c  durch  B' 
und  C  Nehmen  wir  dann  B  als  den  Anfang  und  BC  als  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordinaten* 
Systems  der  xy  an,  den  positiven  Theil  der  Axe  der  y  aber  von 
der  Seite  a  an  nach  dem  inneren  Räume  des  Vierecks,  dessen 
Seiten  bekanntlich  als  sich  nicht  durchkreuzend  angenommen  wer- 
den, hin;  so  sind  offenbar  die  Coordinaten  der  Punkte  1 

B,   C,   C,  B' 

* 

beziehungsweise : 

0,0;  a,  0;  a— ccos(ac),  csin(ac);  b  cos  (ab),  bs\u(ab); 
und  nach  der  obigen  allgemeinen  Formel  ist  also,  wenn  man: 

#i  =  0,  yx  =0; 

*a  =  a,  Jta  =  0; 

ar8  =  a — c  cos  (ac),     ya  =  c  sin  (ac): 

x4  =  b  cos  (ab),  y±  =r  b  sin  (ab) 

setzt,  und,  wie  es  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  erfor- 
derlich ist,  im  Obigen  die  oberen  Zeichen  nimmt: 

2J  =  —  0.{6sra(«*)— 0] 

—  a.{0 — c sin  (ac)} 

—  {a  —  ccos(ac)}  {0— 6sin(a6)) 

■ 

—  6  cos  (ab) .  { csin  (ac)  —  0 } , 
also,  wie  sich  hieraus  leicht  ergiebt: 

2  J  =  b  { a  —  c  cos  (ac)  j  sin  (ab)  -f-  c  { a  —  b  cos  (ab) }  sin  (ac), 
oder: 

2  J  =  6{a  sin  (a£)  —  c  cos  (a6)  sin  (ac)|  -f-  cfa  sin  (ac)  —  6  cos  (ac)  sin(aA)|, 
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oder; 


2J  =r  abs\n (ab)  +  ac  sin  (ac)  —6c  sin  {(ab)  +  (ac)). 


Ohne  auf  die  obige  allgemeine  Formel  von  den  Vielecken 
zurückzugeben,  kann  man  in  elementarerer  Weise  diese  Formel 
auch  leicht  ans  der  Betrachtung  einer  Figur  ableiten. 

In  Fig.  1.  ist  nämlich: 

aba\n(ab)=z2^BCB,t 
ac8\n(ac)  =  2&BCC, 

* 

r  (t>  —  tt)(t/-«')sin(18<r°+») 
bc sin  {(ab)  +  (ac)}  =  j  oder 

(  (u-t>)(tt'  — t>')sm(180°-») 

—  (w  —  c)  (a'  —  »')  sin  a> 
oder 

+  (u —  v)  (uf  — «')  sin  a> 

— wtc'  sin  a> — t>vr  sin  o>  +  wt?'  sin  a>  -f-  ru'  sin  a> 

oder 

+  iim'  sin  co  +  t>t>'  sin  cd  —  tio'  sin  co — vu'  sin  co 

— 2Aß  OC  -        OC + 2&BOC  +  OC 

oder 

Also  ist: 

I 

ao  sin  (a6)  -f  ac  sin  (ac) — oesin  { (ab)  +  (ac)  J 


2AÄC«' 
+  2&BCC 
+2AÄOC 
+  2A£'OC/ 
— 2AÄOC 
-  2AB'  OC 


oder  = 


2&BCB' 
+2&BCC 
-2AÄOC 
-2A^OC 
+  2ASOC 
+  2A  B'OC 
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+  '1&B0C 
+  2BCB,C 
—2\B0C 
—  Z&BCC' 
—2&BOC 


oder  — 


2&BCB' 
+2&BCC 

— 2ABOC 
+  VBCB,C 
+2&BOC 
—2&BCC 
+  2A#OC 
—  2&BCB' 


—  2&BCB' 
folglich  allgemein: 

ZBCB'C  =  a6  sin (aÄ)  +  ac sin  (ac)  —  6csin  ((a6)  +  (ac)|. 
Für  Vierecke  mit  sich  durchkreuzenden  Seiten  wie  in  Fig.  2.  ist: 

aÖ8m(ab)  =  2^BCBr, 
acsin(ac)  =  I^BOC, 

6c  sin  {(a6)  +  (ac)}  =  6csino> 

=  (w  -f  t>)  (u'  -f  o')  sin  o) 

=  uu'  sin  o>  +  t>©'  sin  o  +  «©'  sin  cd  +  um'  sin  o 

=  2A#ÖC^A#'OC'+2A#OC'  +  2Aß'OC, 


also : 


«6  sin  (ab)  +  ac  sin  (ac)  —  bc sin  ( (a6)  +  (ac)  J 

2A£CjP 
+  2A^CC  . 
— 2&BOC 
-2A^'OCf 
-2AÄOC 
— 2A^'OC 

2AÄOC 
+  2Aß'OC 
+2ABOC 
+  2AÄ0C 
-2AßOC 
-2A#'OC' 
|  -2AÄOC 
— 2AB'  OC 

=  2AßOC-2AB,OC  =  2(AÄOC- A^OC). 
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Hiernach  ist  also  für  ein  Viereck  mit  sich  nicht  durchkreu- 
zenden Seiten: 

ab  sin  (ab)  +  ac sin  (ac)  —  bc sin  { (ab)  +  (ac)\ 

^(üB'OC'—äkBOC) 
oder 

2(&BOC-&B'OC); 
für  ein  Viereck  mit  sich  durchkreuzenden  Seiten  ist  dagegen: 
ab  sin  (ab)  +  ac  sin  (ac)  —  bc  sin  j  (ab)  -f  (ac)  J 

§.  3. 

Um  den  Mittelpunkt  Ö  (Fig.  3.  —  Fig.  6.)  denken  wir  uns 
mit  dem  gegebenen  Halbmesser  R  einen  Kreis  beschrieben,  neh- 
meo  in  dessen  Peripherie  einen  Punkt  A  an,  und  ziehen  den 
Halbmesser  OA,  welchen  wir  hierauf  von  OA  an  eine  Drehung 
am  den  180°  nicht  fibersteigenden  Winkel  AOB  erleiden  lassen, 
und  uns  dadurch  in  die  Lajje  OB  übergeführt  denken.  Jenachdem 
die  Drehung  des  Halbmessers  von  OA  an  nach  der  rechten  oder 
linken  Seite*)  hin  erfolgt  ist,  betrachten  wir  den  Winkel  AOB 
All  positiv  oder  negativ,  und  bezeichnen  den,  diesen  Winkel  mes- 
senden mit  demselben  Zeichen  wie  den  Winkel  genommenen 
Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als  Halbmesser  beschriebenen 
Kreise  durch  q>.  Nun  ziehen  wir  die  Sehne  AB,  und  beschreiben 
über  derselben  als  Grundlinie  ein  Parallelogramm  ABCD,  dessen 
durch  A  und  B  gehende  einander  parallele  Seiten  AC  und  BD 
die  gegebene  Länge  r  haben.  Dem  Flächeninhalte  dieses  Paral- 
lele gramros  geben  wir  mit  q>  gleiches  oder  ungleiches  Vorzeichen, 
jenachdem  es  mit  dem  Mittelpunkte  O  den  mit  dem  Halbmesser 
R  beschriebenen  Kreises  auf  verschiedenen  Seiten  oder  auf  der- 
selben Seite  der  Sehne  AB  liegt.  Ferner  lassen  wir  die  Seite 
BD  des  Parallelogramms  ABCD  um  B  eine  Drehung  erleiden, 
wodurch  dieselbe  in  die  Lage  BE  kommt,  und,  wenn  DE  gezogen 
wird,  das  gleichschenklige  Dreieck  DBE  entsteht,  dessen  Flächen- 
inhalt wir  als  positiv  oder  negativ  betrachten,  jenachdem  die  Dre- 
hung von  BD  um  B  in  gleichem  oder  ungleichem  Sinne  mit  der 


*)  Selbstverständlich  kann  man  diese  Seiten  auch  mit  einander  ver- 
wechseln; nur  die  Betrachtung  der  Figuren  erforderte  eine  solche  be- 
»tiuinte  Aunubiue  wie  oben. 
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Drehung  von  OA  um  O  nach  der  rechten  Seite  hin  erfolgt  ist. 
Die  Winkel,  welche  die  Linien  AC  und  BE  beziehungsweise  mit 
den  Halbmessern  AO  und  BO  des  mit  dem  Halbmesser  12  um 
O  beschriebenen  Kreises  einscbliessen,  zählen  wir  von  diesen 
Halbmessern  an  stets  nach  der  rechten  Seite  hin  von  0  bis  360°, 
und  bezeichnen  die,  dieselben  messenden  Kreisbogen  in  einem 
mit  der  Einheit  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  beziehungs- 
weise durch  w  und  <*>x.  Endlich  ziehen  wir  noch  die  Linie  CE, 
wodurch  das  Viereck  ABCE  entsteht,  dessen  Flächeninhalte  wir 
stets  mit  dem  Parallelogramme  ABCD  gleiches  Vorzeichen  bei- 
legen. Die  mit  den  ihnen  nach  dem  Vorhergehenden  zukommen- 
den Vorzeichen  genommenen  Flächeninhalte  des  Parallelogramms 
ABCD,  des  Dreiecks  DBE  und  des  Vierecks  ABCE  werden 
wir  im  Folgeoden  beziehungsweise  durch  P,  \,  V  bezeichnen. 

In  dem  in  Fig.  3.  dargestellten  Falle  ist  offenbar,  wenn  wir 
die  Winkel  immer  durch  ihre  Bogenmaasse  ausdrücken,  und  die 
oberen  und  unteren  Zeichen  im  Folgenden  stets  beziehungsweise 
dem  ersten  und  zweiten  Theile  der  betreffenden  Figur  entsprechen 
lassen: 


^ABD  =  n— (a,  -f  fr  -fr)  =  fr— (w  -f  fr), 
Z.ABE  =  2»— on  —  (fr— fr)  =  —fr). 
±<£DBE  =  {l*-^— fr)}— (fr  — (w  +  fr)} 


Also  ist: 

P  =  2rR  sinfr  sin(*  +  fr —fr)  =  —  2rÄ  sin  fr  cos  (w  +  fr), 
±2^  =  r*8in  wk  +  <p)\,    2A  =  rasin(»  —  wl  -f  a>); 

.und  nach  §.  2.  ist: 


Z.BAC 


Z.DBE 
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2  F  =  r*  sin  («  -  <*x  +  g>)  -  2rÄ  sin  \<p  { cos  («  +  ig?)  +  cos      -  ig?)  \ 
=  r*sin(w— «!  +  g))— 4r/£sinig)Cosi(ö>  +  «i)cosi(w  — cwi  +  g>). 

In  dem  in  Fig.  4.  dargestellten  Falle  ist: 

ABss  —  2Äsini<jp; 

^£/>  =  tt—  tftt— (a>  +  fcp)|  =  ai  -  i*, 

♦ 

AABE  =  Wl  —  (i*  +  ig>)  =  wi— Jg>-i7r, 
±Z.DBE  =  (w,  —  ig>  — i»)  — («  +  ig)-i*)  =  «>i  — w— g>, 
£DBE  =  T  (w  - +9). 
Also  ist: 

—  P=— 2rÄsinig>sin{|»— (w  +  ig>)|.  f>=— 2r/?sinig)C0s(ai+ig>), 
T2A=r»sinJ:F(a»-«»1  +9)},  2A=rasiii(c»  —  *>,  +9); 

und  nach  §.  2.  ist: 

—  2  F  =s     r  { — 2Ä  sin  ig>  —  r  cos  ( J»  —  (a>  +        «in  («1  —  i?  —  iÄ) 

+  r{— 2Ä  sin  ig>  —  r  cos  («,  —  ig>  —  i«) }  sin  (|tc  —  (0*  -f  ig>)), 

also: 

2  F  ss  —  r  {2ß  sin  ig)  -  r  sin  (w  +  ig>) J  cos     —  ig?) 
—  r  {2/?  sin ig)  +  r  sin  («j  —  ig>))  cos  («  +  ig>), 

oder: 

2P  =  rfsin(ai— wj-f  g>)—  2rÄ sin  ig>  { cos («  +  ig>)  +  cos (a>1  —  ig))} 
=  r*  sin  (o# — w1  -f  g>)  —  4r R  sin  ig)  cos  i(w  +  wt )  cos  i(w  —     -f  g>). 

In  dem  in  Fig.  5.  dargestellten  Falle  ist: 

^£  =  2ßsinig>; 

j£BAC=2n—»  +  (i«-i?)  =  I»  -  («  +  M, 
^4fiI>  =  »-!«"-(»+iy)l  =  «,+ig>  — |«, 
sZABE  =  i*  — ig)— (2»  — a^)  =  wj  —  ig»  — 
±Z.DBE=  K— ig>— l«)-(<»  +  ig)  — fw)  =        «  — g>, 
^DBEzsz  ^  (w  —  «!  +  g>). 
Also  ist: 

—  P=2rr?sinig)sin{|^  — («»  +  ig))i,  P=  — 2rftsinig)Cos(ta  +  ig)), 
T  2  A  =  r*sin  i  T  («  -     +  <p)l ,  2 A  =  r2 sin  (w  -      r  q>) ; 
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und  nach  }.  2.  ist: 

—  2F  =    r{2/2äini9>~rcos(|ff — (w  +  J<p))}  sin(wj — £9 — Jä) 
.    +  r  {2  Ä  sin  *<p  —  r  cos  K  —  fop  —  }*) }  sin  (5«— (w  +  ^ )) , 


2  F  =  —  r  {2Ä  sin £9  —  r sin  (<»  +  t<p)\  cos  (Wj  —  fo) 
—  r{2Äsini<p+r8in(ty|  — .  i9)Jcos(ai-f  $9), 

oder : 

2  F  =  ra  sin  (a> — «,  +  9) — 2r/2sin     ( cos  (w  +  $<p)  -f  cos  (w,  —  $g>)| 
=  r*sin(w— +9)  — 4rÄsini9>cosi(w  +  w,)cos^(oj — <»,  +  9). 

In  dem  in  Fig.  6.  dargestellten  Falle  ist: 


Z.ABD  =  *  — (*  +  »g,  —  \n)  =  \n  -  (w  -f  i<p), 
^#JE:=     +     +2«  —     =     —  K-lg>), 

^  äm;  =  ±  (w— ^  +  9). 

Also  ist: 

P=  —  2rÄsin^sin(w  +  i9  —      =  —  2rÄsini<}pcos(a>  4  £9), 
db2A  =  r*8in{i(«  — tol  +9;)),  2A=r2sin(o,_ -f  <p); 

und  nach  §.  2.  ist: 

2F=     r  {— 2Äsini9  — rcos(o> -f     —  |ft)}siD(|v — —  £9)) 
+  r  j  —  2/2sinfr>  — rcosQjr  —  (wt  —  ^))(  sio(«  -f  »9,— 


also 


AB  =  —  2ßsini<p; 
^BAC  =     +     — (2ji— «)  =  w  +  i<p  — 


also  : 


2F  ==  —  r  {2/?sin|<p  —  rsio(w  -f  £<p)}  cos  (a/j  — ^qp) 
—  r  {212  sin  ±<p  +  r  sin  («j  —  j<p)}  cos  (a>  + 


oder: 


P  =  —  2rß  sin  $9  cos  (w  -f-  49) , 
2 A  =     r*  sio  (w  —  tux  -[  9?) 
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und: 

2  V  =  r*  sin  (tu  —  an  -f  <p)  —  2r  Ä  sin  ig)  { cos  (w  +  Jop)  +  cos  («n  —  iqp)} , 

aus  denen  sich  auf  der  Stelle  die  ganz  allgemein  gültige  Glei- 
chung: 

(P+  A)  —  V  =  rRsxn  \<p  {cos^  -  i?)— cos  (cu  +  i<p)} 

oder: 

(P+A)-  F  =  2rÄsintosini(to  +  <o1)sini(«--  «#,  +  cp) 
ergiebt. 

Aus  diesen  Gleichungen  wollen  wir  nun  einige  Sätze  ableiten, 
auf  denen  die  Theorie  des  Polarplanimeters  lediglich  beruhet,  und 
die  unmittelbar  zu  derselben  fuhren. 

* 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  das»  der  Halbmesser  OA  nach 
einer  gewissen  Seite  hin  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Winkel 
$  beschrieben  habe.  Diesen  Winkel  theilen  wir,  wenn  n  eine 
positive  ganze  Zahl  bezeichnet,  in  n  gleiche  Theile,  und  setzen 
der  Kürze  wegen: 

0 

=  <P, 

wo  n  jedenfalls  so  gross  genommen  gedacht  werden  soll,  dass 
der  absolute  Werth  von  cp  nicht  grosser  als  n  ist.  Für  einen 
jeden  dieser  durch  cp  bezeichneten  Theile  machen  wir  eine  der 
im  vorhergehenden  Paragraphen  ausgeführten  Construction  ganz 
analoge  Construction,  aber  in  solcher  Weise,  dass  alle  diese  ein- 
zelnen Constructionen  sich  in  stetiger  Folge  an  einander  an- 
schliessen,  so  dass  also,  wenn  die  dem  ersten  der  Winkel  cp  ent- 
sprechende Construction  von  der  Geraden  AC  ausgeht,  die  dem 
zweiten  der  Winkel  cp  entsprechende  Construction  von  der  Geraden 
BE  ihren  Ausgang  zu  nehmen  hat,  und  so  fort  für  alle  Winkel  cp 
bis  zu  Ende.   Dadurch  ergiebt  sich  eine  Reibe  von  Winkeln 

CO,     C0j,      »4,     fi>3,...,  Oft, 

•  I 

welche  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  durch  cw,  wj  bezeich- 
neten Winkeln  analog  sind,  so  dass  nämlich  diesen  Winkeln  nach 
nnd  nach  die  Winkel 

o),  co,,  cos;    cot,  co8;    <os,  co4 ; . . . ;    «n-i,  co„ 

Theil  LI.  *  26 
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entsprechen.  Nun  aber  legen  wir  allen  unseren  folgendeu  Be- 
trachtungen die  Voraussetzung  zn  Grunde,  dass  wir  zu  der  Ad- 
nähme  berechtigt  sind,  dass  diese  Winkel,  wenn  wir  n  in's  Un- 
endliche wachsen  lassen,  immer  genauer  uod  genauer  in  stetiger 
Folge  fortschreiten,  und  dass  ausserdem,  wie  auch  n  sich  ändern 
möge,  die  Winkel  «,  an  immer  dieselbe  Grosse  behalten,  in  wel 
eher*  Rücksicht  wir  dieselben  im  Folgenden  auch  durch  a>,  & 
bezeichnen  werden,  wo  also  <o,  &  von  n  nicht  abhängen.  Die 
Wertbe  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  durch 

P,   A,  V 

bezeichneten  Grossen  werden  wir  im  Folgenden  für  die  einzelnen 
auf  einander  folgenden  Winkel  <p  nach  der  Reihe  beziehungsweise 
durch 


p» 

p». 

P^t  •  •  •  > 

Pn, 

A,. 

Ä4»  •  •*, 

A»; 

r„ 

F4, . .  .  , 

Vn 

bezeichnen. 


§.  5. 

Unter  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  gemachten  Vor- 
aussetzungen wollen  wir  nun  zuerst  die  Summe 

2{(P+A)-P} 

der  im  Allgemeinen  durch  (P+A)—  F  zu  bezeichnenden  Grössen 
einer  genauen  Betrachtung  unterwerfen,  indem  wir  insbesondere 
untersucheu  werden,  ob  diese  Summe  sich,  wenn  n  ins  Unend- 
liche wächst,  einer  bestimmten  Gränze  nähert,  und  welches,  in- 
sofern dies  der  Fall  ist,  diese  Gränze  ist. 

Nach  §.  3.  ist: 

(P\  +  Ai)—  Vi  =r/2sinioj{cos(w1  —  jg>)— cos(w-f  |a>)|, 
&■)  —  Ft  =s  rÄsiniipJcosK-^-cosK  +  iqp)I, 
.(P9  +  Aa)  —  F3  =  rÄ  sin  i<p  {cos  K — ig;)  —  cos  (w,  -f  l<p)  |, 

u.    s.  w. 

(P«  +  A«)  —  Vn  =  rÄ  sin  ig>  {cos  (w« — Jg>)  —  cos  («»-i  +  ig?)  J ; 
also,  wenn  man  addirt,  wie  man  folglich  übersieht: 
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folglich : 

2{(P+A)-F} 

/     sinw,  -|-  sinw2  +  sinw3  + .. .  -J-  sin  w«_ i  .  O 
0  i  sln 

j     cos(a  +  k5-)  cos(&--) 
(  2w        +  2*t 

Nun  ist  aber  der  absolute  Werth  der  Summe 

sin  w1  +  sin  <ua  +  sin  «8  +  . . .  +  sin 

offenbar  niemals  grosser  als  n  — 1,  und  man  kann  also,  wenn  t 
eine  gewisse  positive  oder  negative,  absolut  genommen  die  Ein- 
heit nicht  übersteigende  Grösse  bezeichnet,  jederzeit 


sina^  +  sinws  +  sinw8-|-...  +  8ina»»_.i  =  (n  — 
folglich  nach  dem  Obigen: 

-Si(P+A)-n 

I 

sin—  j  ^     cos(©+^)  cos(Ä-|j 

=  rß<Z>-^f(l-i)fsin^  fii  +  ■■-TJr*1 

2n 

setzen.  Lässt  man  jetzt  n  in*s  Unendliche  wachsen,  so  nähern 
die  Grossen 

„   r   .  <z>    cog<"'-'-|i>  C08(^-W 

(1-»)e8,0&i*  — *r— '  — — 

sich  offenbar  sämmtlich  der  Null;  also  nähert  auch  die  Grosse 

1          o     cos(w+2^)  cos(Ä-^) 
<!  -  « >  £>in   2n  +  2S  

«ich  der  Null;  nach  $«  1.  II.  nähert  die  Grosse 

26» 


Digitized  by  Google 


404       Gruner t:  Theorie  des  Polarplanlmeters  in  strenger 

— 3T~ 

2n 

sieb  der  Einheit,  und  die  Grosse  rRO  ist  coDstant;  also  nähert 
sich,  wenn  n  io's  Unendliche  wächst,  offenbar  die  Summe 

2{(P+A)-P} 
der  Null  als  ihrer  Gränze,  was  zu  dem  folgenden  Satze  fährt: 

Lehrsatz. 
Für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n  ist 

Lim2?{(P+ A)-  V\  =  0. 


j.  6. 

Ferner  wollen  wir  untersuchen  ob  für  ein  in's  Unendliche 
wachsendes  n  auch  die  Summe  J?A  der  im  Aligemeinen  durch  A 
zu  bezeichnenden  Grossen  sich  einer  bestimmten  Gränze  nähert, 
und,  wenn  dies  der  Fall  ist,  zugleich  diese  Gränze  selbst  be- 
stimmen. 

Nach  §.  3.  ist: 

0 

Ai  =  ir*  sin  (cd  —     +  ~ ), 

<X> 

Aa  =  ir^sin^  — £aj  +  — ), 
As  =  *r»  sin  (0.-0)3  +  -), 

U.     8.  W. 

<x> 

A«  =  irVie  (»»-i  —  &  +  — ) ; 

also: 

-SA 

=  ir*{cos(ftJ-o),)-rcos(a)i—  w2)+cos(aia—  c0B)+..-rCO8(<D»_i-£))8io~ 

+^ra{sin(oi—  co1)+sin(coi—  co2)+sin(ca2  —  e^)+..-f  sin(a>,,_.i— &))c08--» 
oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen: 
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O 

Q  =  {co8(o — (Oi  )+cos(a>j — (»2)+ C08(cot  -  0)3)+ ..-f cos(w«_i— Ä) }  sin — , 

Q'  =  (8*10(0)—  «a|)+siD(oj,— m2)+sio((3aa—  c>,)+..+8in  (a>„-i— |cos— 
setzen : 

Weil 

*  cos  (00 — wi)  =1—  2sin£(o> — a>i)8, 
cos(co,  — oxj)  =  1  — 2sin  JC«!  —  aj^)2, 
cos(g>2  —  GJfc)     =  1—28^4(0^ —  033)*, 

U.  8.  VV. 

cos(a>„-i  —  &)  =  1—  2sin  J(w„_i  —  Sl)* 

ist;  so  ist: 
Q=  nsin  — 

o 

—  2{sini(a}— o>!)a  +  sini(oi)|  —  wa)*-f . ..  -f  sini(eön-i  —  &)2}siD  — 

mm 

=  <z> 


n 

O 

— 2{sin*(ö-o1)2+sioi(wl-(oJH..  .+sini(o>„_i-Ä)*}  sin  -. 
Weil  die  n  Grössen 

<I>         O         O  O 

sin—,   sin—,   sin—,...,   sin — 

sänimtlich  einerlei  Vorzeichen  haben,  so  ist  nach  dem  Satze 
§.  1.  III.: 

jsini(©— a»,)a+sini(a>i  — wa)*  +  ...  +  sin  i(eo»-i  —  Ä)a|  sin  — 
=     sini(ö)— a>i)as!n—  -fsinj(ü),  —  co^sin  —  -f  

tl  71 


0 

+  sin  4(«i,-i — Ä)a  sin  — 
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d>        0        0  <p 

=     l«n  — +         +      —  +     + «in  — { 

X  M  { sin  i  (<»  -  c^)*  «in  1  (<a,  —       . . . ,  sin  i        —  £)*( 
=     nsin-  üfjsin^w-cöj)»  sin^o,  -a^*       8io*(<ö»-i— Ä)*| 

=     <^  — ^ { sin i(a>— o, )»  sin -«*)*...,  «in  ««■-i-Äft. 


Lässt  man  nun  #  in's  Unendliche  wachsen,  so  ist  nach  dem  Satze 
§.  1.  1!.: 

.  0 

sin  — 

Lim  ^ —  =  1. 


Ferner  nähern  nach  den  in  {.  4.  gemachten  Voraussetzungen  sich 
offenbar  die  Grossen 

sini(a)— w,)2,  siniC»!--«^*,  sin tfw*—  a*) »,..,  sin «co^i - £)* 

sämmtlich  der  Null,  und  es  ist  also  augenscheinlich  auch 

Lim.WfsiniCw-©,)«  sin£(©,  —  ©3)»       sin«©«-!  —  £)*}  =  0. 

Weil  nun  0  eine  endliche  völlig  bestimmte  Grösse  ist,  so  ist 
nach  dem  Vorstehenden  offenbar  auch: 

Lira.  (sin^(a)-©1)Hsini((»1-ciJ6)»+...+sinJ(a)ll--i--Ä)8}  sin—  =  0. 

w 

Folglich  ist  nach  dem  Objgen: 

LimQ=  0. 1—2.0,   also   Lim  Q  =  0. 
Nach  dem  Obigen  ist: 
Q'= Isin(c»  -  w,  )+si  n(©,  - 

und  folglich  für  ein  ins  Unendliche  wachsendes  n,  weil  unter 
dieser  Voraussetzung 

0 

Lim  cos  —  =  1 
n 

ist : 

Lim  Qr  =  Lim  (sin  f>—  a^H  si„ (c^  ~  cot)  -f  . . .  -f  sin  (m„_i  -  Ä)| 
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insofern  es  nämlich  eine  Gränze  von 

ein  ( ca  —  cüj) -f- sin  (töj  —  co»)  -f  sin(w8  —  W3)  +  . . .  +  sin  (con-i  Ä) 
wirklich  giebt.    Es  ist  aber: 

sin  (o —  o>i)  -f  sin  (©1  —  eoa)  +  sin  (co»  —  coa)  +     +  sin        — Sl) 

+  (Ml_0^____ 
+  (^-a3)8in(tai~'a,) 

U.     8.  W. 

und  haben  nun 

0> — tüj  ,     0»!  —  Gig,    C02 — CO3,...,  COn—l  —  & 

sämmtlich  gleiche  Vorzeichen,  so  ist  nach  dem  Satze  §.  I.  III. : 

sin  (co—  (Oi)  -f  sin  (a^  —  eoa)  +  sin  («2 — «03)  + . . .+ sin  (©»-.i  — &) 
=     {(»  —  0)4)  -f  (©!  —  coa)  +  (cog  —  0)3)  +  ...+  (»»-1 

(sin(o>— (ö|)    8in(©|  — (aa)    sin(cog— co3)       sin(cow-i— Sl)\ 

X  /H  <  1  ,  »•••>  o      t  > 

(      CO  — «i  Ol—  GOg  COg—  0%  ün-1 — M  ) 

also: 

sin  (co  —  cuj)  +  sin  (coj  —  cog)  +  sin  (co2 — eo3)  -f . . .  +  sin  (co„_i —  Ä) 

~  '    (sin(a) — o>i)  sin(cot — co.2)  sin(cog — 0*3)     sin(a>j«— 1 — Sl)\ 
— (co — Stylt]  {  »  >  »•«»  -3 — >• 

(     CO — Cöj  COl  —  Mg  «2  —  0)3  C0Ä_1— W  ) 

Wenn  nun  n  in's  Unendliche  wächst,  so  nähern  nach  den  in  }.  4. 
gemachten  Voraussetzungen  die  Grossen 

CO — ü)|,     C0| — COg,     ü)2  —  G>3  , . . . ,  07«— 1 —  «ö 

sich  sämmtlich  der  Null,  also  nach  dem  Satze  §.  1.  II.  die  Grössen 
sin(co — fi>i)     sin(a>|— cog)     sin  (cog — (03)        sin  (co»-i  —  Sl) 

 ,     •  ,  '  i  •  •  »  7c — 

CO — C0|  Oi — COg  COg — CO3  OJn—1  — 

»ich  sämmtlich  der  Einheit,  und  es  ist  also  offenbar  auch: 

,.       fsin((o — C0|)   sin(co.— CO2)  sin(cog — co3)      sin(con_i— Sl)\ 

l»mai  {  ;  ,  ,   »••>   o — >  =  I, 

(    co — C0|         Qj — <a2         coj — cos  con-i  — W  J 


1 
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also  nach  dem  Obigen: 

Lim  {sin  (©  —  ©j )  +sin  (»i  — oa^)  +  sin  (w2 —  a>j)  + . . .  +  sin (wn-i — Ä)J 

=  (©—&).  1  ==  co-Sl, 
folglich  nach  dem  Obigen: 

Lim  Q'  =  a> —  Ä. 
Für  jetzt  gilt  dies  nur  unter  der  Vorauseetzung,  dass  die  Grössen 

0)  —  G>|,     C0|  —  Q>2,     ü>2  —  OJ3, . . . ,  G>n— l  —  & 

sämmtlicb  gleiche  Vorzeichen  haben,  oder  dass  die  Winkel 

stets  wachsen  oder  stets  abnehmen.   Wenn  aber  diese  Voraus- 
setzung nicht  erfüllt  ist,  so  wird  man  sieb  doch  das  Intervall 
immer  in  eine  endliche  Anzahl  von  Intervallen,  etwa  in 
die  vier  Intervalle 

getheilt  denken  können,  in  deren  jedem  die  betreffenden  Winkel  eot- 
weder  stets  wachsen  oder  stets  abnehmen,  also  die  in  Rede  stehende 
Voraussetzung  erfüllt  ist.  Bezeichnen  wir  dann  die  Summen  der 
Sinus  in  diesen  einzelnen  Intervallen  beziehungsweise  durch 

so  ist  nach  dem  vorher  Bewiesenen : 


=r  0- 

Lim  S  m 

=  a, 

-<ox, 

Lim*S 

=  <ax 

-v 

Lira  ^  ß 

folglich : 

Lim«  ,  +  LimS      -f-LimS    4  +  LimS    0  ==  w- £; 

VA  V,*  wi"i2 

also,  weil  offenbar 

=  LimS     +LimS      +  LimS'     -f-Lim5  0 
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ist,  auch : 

a»o,x      «>xwA  »M« 
und  da  nun  augenscheinlich 

Lim  { sin  (e>  -  ß)! )  +  sin  (co,  —  ©2)  +  sin  («a  -  t*,)  + . . .  +  (<a»_i  -  &) | 
ist,  so  ist: 

Lim  {sin(w— Mi)  +  sin (ß)j—w2) +  8^(0x2-  CO3) -f- + sin(wn-i— &)j 

=  0) — 

Hiernach  ist  also  jetzt  in  völliger  Allgemeinheit: 
Lim  { sin  (cd — Oi )  *f  sin  (©£  —  «2)  +  sin  (oa  —  o3)  + . . . -f sin  (a>n-i  —  &) } 

=  CD —  &, 

und  daher  nach  dem  Obigen  auch  in  völliger  Allgemeinheit: 

Lim  Q'  =  <o  —  Sl. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 

war,  so  ist  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n: 

Lim  -SA  =  ir*Lim  (Q  +  Q')  =  *r*(Lim  Q +Lim  0'), 
folglich  nach  dem  vorher  Bewiesenen: 

Lim  2&  =  ir*(ca—  Ä  +  0>)  *), 
was  zu  dem  folgenden  Satze  fuhrt: 

Lehrsatz. 
Für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n  ist: 

Lim2A  =  ir*  ((*>-&+<&). 


•)  Es  lag  nahe,  diese  Gleichung  auf  eine  etwas  einfachere  und  kur- 
iere Art  au  beweisen,  was  aber  verschiedenen  Bedenken  unterlag,  wes- 
talb  der  obigen  weitläufigeren  Darstellung  der  Vorzug  gegeben  wurde. 
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§.  7. 

Weil  offenbar 

Lim  2(P  +  A)  =  Lim  2P  +  Lim  2& 

ist,  insofern  es  nämlich  eine  Gränze  Lim<£P  wirklich  giebt,  so 
ist  nach  §.  6. : 

Lim  2 (P  +  A)  =  Lim  SP  +  \ ra (©  —  Sl  +  <P), 

wo  es  dann  auch  die   durch   diese  Formel   bestimmte  Gränze 
Lim  2(P -{-      wirklich  giebt.    Nach  §.5.  ist  aber: 

Lim  2  {(P-f  A)  —  F}  =  0, 

und  giebt  es  nun  wirklich  die  Gränze  Lim  2P,  nach  dem  Vorste- 
henden also  auch  wirklich  die  Gränze  Lim  2(P+  A),  so  kann  man 

Lim2;{(/>+A)-n  =  Lim£(P  + A)-Lim-£F  ? 
setzen,  und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  folglich; 

Lira  2(P  +  A) — Lim  2V  =  0,  h 

m 

also: 

LimZF  =  Lim2;(P+A), 
folglich  nach  dem  Obigen : 

Lim  2  V  =  Lim  2P  +  ir9(w  -  £  +  <D), 
was  zu  dem  folgenden  Satze  führt: 

Lehrsatz. 

Wenn  es  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n  die 
Gränze  Lim  2P  wirklich  giebt,  so  ist  für  ein  in's  Un- 
endliche wachsendes  «  jederzeit: 

Lim  2  V  =  Lim  2P  +  £r2(©  —  Sl  +  0). 

Ob  es  nun  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n  die  Gränze 
htm  2P  wirklich  giebt,  ob  dieselbe  sich  vielleicht  durch  ein  ge- 
wisses Verfahren  wirklich  bestimmen  lässt,  wodurch  naturlich 
auch  ihre  Existenz  von  selbst  nachgewiesen  sein  würde,  werden 
unsere  ferneren  Betrachtungen  zeigen. 


§.  8. 

Die  Theorie  des  Polarplanimeters,  zu  deren  Entwicklung  wir 
nun  übergehen  wollen,  setzt  voraus,  dass,  wenn  der  Fahrstift  den 
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Umfang  einer  Figur  durchläuft,  wobei  der  Endpunkt  des  um  den 
Pol  sich  bewegenden  Arms  immer  einen  Kreisbogen  oder  einen 
ganzen  Kreis  beschreibt,  der  den  Fahrstift  tragende  Arm  in  seine 
successiven  Lagen  theils  durch  eine  Parallelbewegung,  theils 
durch  eine  drehende  Bewegung  ubergeht.    Bei  der  ersten  dieser 
beiden  Bewegungen,  also  bei  der  Parallelbewegung,  wird  sich,  wie 
auf  der  Stelle  erhellet,  auf  dem  Umfange  der  sich  drehenden 
Laufrolle  ein  Bogen  abwickeln,  welcher  dem  senkrechten  Abstände 
der  beiden  entsprechenden  äussersten  Lagen  des  durch  Parallel- 
bewegung  sich    forlbewegt  habenden,  den   Fabrstift  tragenden 
Arms  von  einander  gleich  ist.  Dagegen  wird  sich  bei  der  zweiten 
Bewegung,  also  bei  der  drehenden  Bewegung,  ein  zwischen  den 
beiden   äussersten  Lagen  des  durch  Drehung  sich  fortbewegt 
habenden ,    den  Fahrstift  tragenden  Arms  liegender  Bogen  des 
Umfangs    der  sich  drehenden  Laufrolle  abwickeln,  welcher  zu 
einem   Kreise  gehört,   dessen  Halbmesser  der  Entfernung  des 
Mittelpunkts  der  Laufrolle  von  dem  Endpunkte  des  uro  den  Pol 
sich  drehenden  Arms  gleich  ist.  Der  Umfang  der  Laufrolle  tragt 
eine  Theiluog,  und  die  kleineren  oder  weiteren  Theile  der  durch 
die  unmittelbare  Theiluog  des  Umfangs  der  Laufrolle  gegebenen 
Theile  werden  mittelst ^eines  Noniiis  abgelesen,  an  welchem  hin 
sich  der  drehende  Umfang  der  Laufrolle  bewegt.  Die  Bogen  der 
Rolle  werden  natürlich,  jenachdem  die  Bewegung  des  den  Fabr- 
stift tragenden  Arms  nach  der  einen  oder  nach  der  andereo  Seite 
bin  erfolgt,  nach  verschiedenen  Seiten  hin  sich  abwickeln,  und 
werden  selbst  als  positiv  oder  negativ  betrachtet,  jenachdem  die 
entsprechenden,  von  dem  den  Fabrstift  tragenden  Arme  beschrie- 
benen Parallelogramme  und  gleichschenkligen  Dreiecke  oder  Sec- 
toren  nach  den  im  Obigen  gegebenen  Bestimmungen  als  positiv 
oder  negativ  zu  betrachten  sind.    Abgelesen  wird  aber  die  Thei- 
luog der  Rolle  mittelst  des  Nonius  nur  zweimal,  nämlich  am  An- 
fange und  Ende  der  Bewegung  des  Fahrstifts,  und  die  Differenz 
der  beiden  Ablesungen  giebt  dann  offenbar  den  ganzen,  den  von 
dem  den  Fahrstift  tragenden  Arme  beschriebenen,  und  mit  ihren 
gehörigen  Vorzeichen  genommenen  Parallelogramme  und  Dreiecke 
oder  Sectoren  entsprechenden  abgewickelten  Bogen  des  Umfangs 
der  Rolle. 

Wir  wollen  jetzt,  Alles  in  einer  beliebigen  Maasseinheit  aus- 
gedrückt, die  Länge  des  den  Fahrstift  tragenden  Arms  durch  r, 
die  Länge  des  um  den  Pol  sich  bewegenden  Arms  durch  R,  die 
Entfernung  des  Mittelpunkts  der  Rolle  von  dem  Endpunkte  des 
um  den  Pol  sich  bewegenden  Arms  durch  g  bezeichnen.  Der  In- 
halt der  umfahrenen  Figur  werde  durch  J  bezeichnet.  Ferner 
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seien,  io  derselben  Maawseinheit  ausgedruckt,  die  beiden  abge- 
wickelten Bogen  des  Umfangs  der  Rolle,  welche  der  Parallelbe- 
wegung  und  der  drehenden  Bewegung  des  den  Fahrstift  tragenden 
Arms  entsprechen,  beziehungsweise  ö  und  $;  so  ist  offenbar: 

rO  r%6 

Lim^P  =  ro*)   und    Lim^A  =  i.r.— = 

Wir  haben  nun  zwei  Fälle  von  einander  zu  unterscheiden, 
nämlich: 

Erstens:  Wenn  der  Pol  ausserhalb  der  umfahrenen  Figur 
angenommen  wird. 

Zweitens:  Wenn  der  Pol  innerhalb  der  umfahrenen  Figur 
angenommen  wird. 

Jeden  dieser  beiden  Fälle  wollen  wir  jetzt  besonders  betrachten. 

Erster  Fall. 

In  diesem  Falle  wird  offenbar  der  eine  Theil  des  Umfangs 
der  umfahrenen  Figur  mit  einer  Bewegung  des  um  den  Pol  sieb 
drehenden  Arms  nach  der  positiven  Seite  hin,  der  andere  Theil 
des  Umfangs  der  umfahrenen  Figur  mit  einer  Bewegung  des  na 
den  Pol  sich  drehenden  Arms  nach  der  negativen  Seite  hin  um- 
fahren; und  unterscheiden  wir  nun  die  der  letzteren  Bewegung 
entsprechenden  Grossen  von  den  der  ersteren  Bewegung  ent- 
sprechenden Grössen  durch  Hinzufügung  von  Sternchen  zu  den 
betreffenden  Grössen,  so  haben  wir  nach  §.  7.  offenbar  die  zwei 
Gleichungen : 

* 

Lim  2  V  =  Lim  2P  +  ir2(a>—  Sl  +  <P), 
Lim  2  P  =  Lim  2p  +  *r»(.ß—  o  +  tf) ; 

also : 

Lim  2  V+ Lim  2  P  =  Lim  2P  +  Lim  2P  +  *r»  (O  +  Q) , 
wo  nun  aber  auf  der  Stelle  in  die  Augen  fallt,  dass 

* 

$  =  —  <D,   also    O  -f  <P  =  <P—  0  =  0, 

und  daher 

Lim  2  V  +  Lim  2  P  =  Lim  2P  +  Lim  2P 


*)  Man  vergleiche  den  vorhergehenden  Paragraphen  am  Ende. 
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ist.  Eben  so  leicht  übersiebt  man  aber  auf  der  Stelle,  dass  in 
diesem  Falle: 

J  =  Lim-2F+LimZF, 
also  nach  Vorstehendem: 

J  =  Um2P+Um2P 
ist.    Nach  dem  Obigen  ist  aber: 

Lim  2P=rTÄ,   L\m2p=rh  ; 

also: 

J  =  rö  +r§  =  r  (ö  +  S). 
Ferner  ist  nach  §.  6. : 

Lira  2^  =  >r*((o  -  Ä  +  <Z>), 

Lim  2Ä  =  *ra(.ß  — ©  + 

also: 

Lim  2^+ Lim =  + 
folglich,  weil  nach  dem  Obigen 


ist: 

Lim  2^  +  Lim  JB&  =  0. 
Nun  ist  aber,  wie  wir  oben  gesehen  haben: 


also: 


LimJSA  =  ^»  Lim2:A=2^5 


Lim  2&  +  Lim       =  ~(d  +  0)  =  0, 


folglich : 

Daher  kann  man  nach  dem  Obigen  auch  setzen: 

^  =  r{(ö  +  ö)  +  (ö  +  Ö)}  ==r{(ö  +  0)  +  (ü  +  0)}, 
wo  offenbar 

(5  +  6)  +  (Ö  +  0) 
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die  ganze  Abwickelung  des  Um  Tanges  der  Rolle  ist,  welche,  in 
der  zu  Grunde  gelegten  Maasseinheit  ausgedrückt,  durch  die  Ab- 
lesung der  Rolle  erhalten  wird;  bezeichnen  wir  dieselbe  also 
durch  A,  so  ist: 

J  =  rA. 

Zweiter  Fall. 

In  diesem  Falle  wird  offenbar  der  Umfang  der  Figur  bloss 
mit  einer  Bewegung  des  um  den  Pol  sich  drehenden  Arms  nach 
der  positiven  Seite  bin  umfahren,  oder  kann  wenigstens  bloss  mit 
einer  Bewegung  des  um  den  Pol  sich  drehenden  Arms  nach 
dieser  Seite  hin  umfahren  werden,  so  dass  wir  also  in  diesem 
Falle  nach  §.7.  nur  die  eine  Gleichung: 

Lira  2  V  =  Lira  ZP  +  ir*(co—  Sl  +  &) 

haben;  offenbar  ist  aber  io  diesem  Falle: 

&  =  co,    O  =  271, 

* 

also  nach  Vorstehendem: 

Lim  2  V  =  Lim  EP  +  r*n. 
Nach  §.  6.  ist  ferner: 

Lim  2&  =  4r*(©  -  Sl  \  (p)  =  r*rf, 
und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen  auch: 

Lim  2&  =  ^ 

ist: 

^~  =  ra»,   also    0  =  2o». 

Weil  nun  nach  dem  Obigen: 

Lim  ZP  =  rö 

ist,  so  ist: 

L\mZV  =  rö-fr** 

=  r(ö  +  0— 0)+r27t 
=  r  (ö  +  0)  +  r9n  —  rß 
=  r(ö  +  0)~f  ra?r  —  2rpJi 
=  r(ö  +  0)  +  (r2--2ro)*, 

folglich,  weil  in  diesem  Falle  offenbar 
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ist: 

J  =z  r  (5  +  6)  +  (ß2  +  r*  — 2ro) », 

also,  wenn  «rieder  A  den  durch  die  Ablesung  der  Rolle  erhal- 
tenen, in  den  zu  Grunde  gelegten  Maasstheilen  ausgedruckten 
Bogen  ö  +  6  bezeichnet,  und 

wo  C  eioe  Constante  bezeichnet,  gesetzt  wird: 

J  =  rA  +  Crc. 

Setzte  man 

C  =  (ß*  +  ra— 2rp)  *s  =  Gr-, 
wo  auch  C"  eine  Constante  bezeichnet,  so  wäre: 

J  =  rA  +  C'. 

Wenn  wir  einen  der  unmittelbar  durch  die  Ablesung  des  No- 
nius  angegebenen  Tbeile  des  Umfangs  der  Rolle  als  Maassein- 
heit annehmen,  so  ist  A  die  unmittelbar  durch  die  Ablesung  des 
Nonius  erhaltene  Zahl,  und  also  eine  weitere  Reduction  der  Ab- 
lesung auf  eine  andere  Maasseinheit  nicht  erforderlich. 

Wir  wollen  jetzt  die  wirkliche  oder  lineare  Grösse  eines  Theils 
des  Umfangs  der  Rolle  durch  A,  die  wirkliche  oder  lineare  Grösse 
eines  Theils  des  verjüngten  Maassstabes,  nach  welchem  die  aus- 
zumessenden Figuren  verzeichnet  sind,  durch  «L,  die  entspre- 
chenden Flächeneinheiten  aber  durch  A?  und  U  bezeichnen.  Nun 
habe  man  den  Inhalt  einer  beliebigen  Figur,  etwa  eines  Kreises, 
der  mit  besonderer  Genauigkeit  leicht  zu  verzeichnen  ist,  nach 
den  gewöhnlichen  geometrischen  Metboden  durch  die  Flächen- 
einheit L9  ausgedruckt,  und  dadurch  für  den  Flächeninhalt  die 
Zahl  (i,  also  eigentlich  den  Ausdruck 

erhalten.  Dann  gebe  man  dem  den  Fahrstift  tragenden  Arme, 
dessen  Länge,  in  den  Maasstheilen  A  ausgedrückt  (§.  8.  am  Ende), 
r,  also  eigentlich  r.A  ist,  eine  solche  Länge,  dass,  wenn  man  — 
den  Pol  ausserhalb  der  in  Rede  stehenden  Figur  annehmend  — 
die  Figur  umfährt,  die  Rollenangabe  f*  ist;  so  ist  nach  dem  vor- 
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- 

hergebenden  Paragraphen  der  Inhalt  der  Figur ,  in  der  Flächen- 
einheit jfl  ausgedrückt,  rp,  also  eigentlich 

und  wir  haben  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  die  Gleichung: 

fi .  Iß  =  i#*  .  jfl  * 

aus  welcher  sich 

ergiebt  Umfährt  man  nun  mit  dem  auf  diese  Weise  eingerich- 
teten Instrumente  eine  beliebige  andere  Figur,  deren  Inhalt  wir 
durch  J  bezeichnen  wollen,  so  ist  nach  dem  vorhergehenden 
Paragraphen:  ,  '  •  .  .] J \'\ 

J  =  rA.A<*  * 

also,  wenn  man  den  vorstehenden  Ausdruck  von  r  einführt: 

Aq 

folglich : 

oder,  wenn  man  die  von  der  Rolle  abgelesene  Zahl  A  unmittelbar 
auf  die  Flächeneinheit  Lq  bezieht: 

» 

«  .  ■  i*  i  ■  • 

so  dass  also  jetzt  die  abgelesene  Zahl  ohne  Weiteres  den  in  der 
Flächeneinheit  des  verjüngten  Maassstabes  ausgedrückten  Flächen- 
inhalt jeder  mit  ausserhalb  angenommenem  Pol  umfahrenen  Figur 
giebt  Hat  man  nun  ferner  eine  beliebige  Figur  von  dem  Flächen- 
inhalte J  mit  innerhalb  angenommenem  Pol  umfahren,  so  ist  nach 
dem   vorhergehenden  Paragraphen   der   in   der  Flächeneinheit 

Aq  ausgedrückte  Flächeninhalt: 

J  =  rA  +  C, 

...  \  , 

oder  eigentlich: 

7  =  rA  v4«  +  C  .Aq> 

» 

also  nach  dem  Obigen: 
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oder: 


oder,  wenn  man 


J=  A.L'  +  C'.^  Lf, 


C,  =  C'.£f 


setzt : 

oder  kürzer: 

*  * 

nenn  man  nur  die  Zahl  A  +  (\  auf  die  Flächeneinheit  Iß  des 
verjungten  Maassstabes  bezieht.  Berechnet  man  jetzt  nach  den 
gewöhnlichen  geometrischen  Metboden  den  Flächeninhalt  einer 
leicht  zu  construirenden  Figur,  etwa  eines  Kreises,  und  findet 
dafür,  in  der  Flächeneinheit  Iß  des  verjüngten  Maassstabes  aus- 
gedrückt, die  Zahl  F,  umfahrt  diese  Figur  dann  mit  innerhalb 
angenommenem  Pol,  und  findet  als  Rollenangabe  die  Zahl  Flt  so 
ist  nach  dem  Obigen: 

folglich : 

Cl  =  F-Fl, 

wodurch  die  Constante  C,  fär  alle  Flächenmessungen  mit  inner- 
halb angenommenem  Pol  ein  für  alle  Mal  bestimmt  ist,  natürlich 
mit  Bezug  auf  den  verjüngten  Maassstab,  mittelst  welches  die 
auszumessenden  Figuren  verzeichnet  sind.  Für  jeden  besonderen 
verjüngten  Maassstab  wird  auch  der  den  Fahrstift  tragende  Arm 
des  Instruments  eine  besondere  Länge  erhalten. 


5- 10. 

Wäre  der  Halbmesser  der  Rolle,  dessen  wirkliche  oder 
lineare  Grosse  wir  durch  Jt  bezeichnen  wollen,  bekannt,  und  ent- 
hielte /  Maasstheile  L  des  verjüngten  Maassstabes ,  so  dass  also 

wäre,  so  wäre  der  Umfang  der  Rolle: 

Theil  LI.  27 
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Enthält  der  Umfang  der  Holle  X  Maasstheile  At  so  ist  dessen 
wirkliche  oder  lineare  Grösse  X.A,  folglich  nach  Vorstehendem: 

Mit.L  =  X.A, 

also : 


yf  — 2/*' 

* 

Hat  man  nun  eine  Figur  J'  mit  ausserhalb  augenommenem 
Pol  umfahren  und  die  Rollenangabe  A'  erhalten,  so  ist  nach  J.  8. 
bekanntlich : 

J'  =  rA'.A*. 

Berechnet  mau  aber  den  Inhalt  dieser  Figur  geometrisch  nach 
dem  verjüngten  Maassstabe,  und  findet: 

so  ist : 

also: 

Iß 

folglich  nach  dem  Obigen: 

Eigentlich  ist  die  wirkliche  oder  lineare  Grösse  des  den  Fahrstift 
tragenden  Arms  hiernach: 

ft'  X9 


/    *     *  >>>    JQl*  -A* 


oder  in  der  Maasseinheit  L  des  verjüngten  Maassstabes 
gedrückt : 

X2  A 

•  Li, 


A'  APn*  L 
also  nach  dem  Obigen: 

X2  2/* 

A'W'IT*1" 

also : 
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Ol.  .L  L 

A' "  2/tt  '  L' 


Nach  §.  8.  ist  allgemein : 
also  nach  dem  Vorhergehenden: 


7  A*       A  ^9 


oder: 


folglich : 


Macht  man  nnn  den,  den  Fahrstift  tragenden  Arm  so  lang,  dass 
A'  =  fi'  ist,  so  ist: 

J=A.£«, 

oder,  wenn  wir  nur  die  Ablesung  A  auf  die  Flächeneinheit  lß  be- 


./  =  A, 

wie  wir  schon  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefunden  haben. 
Wenn  aber  A'  =  ft'  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen  der  in  der 
Maasseinheit  L  ausgedruckte,  den  Fahrstift  tragende  Arm: 


und  so  lang  muss  man  also  den  Arm,  welcher  den  Fahrstift  trägt, 
machen,  damit  A'  =  p'  sei,  die  Rolle  also  den  in  der  Flächen- 
einheit Lq  ausgedruckten  Flächeninhalt  der  umfahrenen  Figur  un- 
mittelbar angebe. 

Für  A'  =  ^'  ist  nach  dem  Obigen : 

Iß 

r  =  —  • 
Aq 

Hat  man  die  Figur  J  mit  innerhalb  angenommenem  Pol  um- 

27  • 
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> 

fahren,  so  ist,  in  Bezug  auf  die  Flächeneinheit  Lq ,  wie  im  vor- 
hergehenden Paragraphen : 

J  =  A+Q, 

und  die  Constante  C]  wird  wie  dort  bestimmt 

§.  11. 

Wir  wollen  uns  nun  noch  vorlegen  die  folgende 

i 

Aufgabe. 

Man  soll  die  Länge  des  Arms  des  Fahrstifts  so  be- 
stimmen, dass  bei  einer  Verjüngung  von  j  in  Beiug 

auf  die  wirkliche  Maasseinheit  M  jefe  Maasseinheit 

A  des  Umfangs  der  Rolle  der  Flächeneinheit  Mq  ent- 
spricht. 

Auflosung. 
Weil  für  A'  =  1  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe 

werden  soll,  so  ist  wegen  der  aus  dem  vorhergehenden  Paragra- 
phen bekannten  Formel 

offenbar      =  1,  also  A'  =  p',  folglich: 


und  daher  die  Länge  des  Arms  des  Fahrstifts: 

Der  Umfang  der  Rolle  ist 

X.A  oder 

also: 

■ 

K.A  =  2/w.JL, 

und  folglich : 
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L  X 

und  die  Länge  des  Arms  des  Fahrstifts  ist  nach  dem  Vorher- 
gehenden : 

±  r 

Nun  ist  aber  nach  der  Bedingung  der  Aufgabe: 

OL 

also  die  Länge  des  Arms  des  Fahrstifts: 

1  X 


Ist  die  Länge  des  Halbmessers  der  Rolle,  in 
heit  M  ausgedrückt,  t.M,  so  ist: 


also: 


1 

l.  - .  M  =  t.M, 

a 


folglich  /  =  or,  und  daher  die  Länge  des  Anut 


I  X 

a'2at7i 


Ist  nun,  für  eine  andere  Maassetiibei'  ß* 
Halbmessers  der  Rolle  t'.M';  so  ist 


also 


und  folglich  nach  dem  Vorb< 
Fahrstifts: 


1 

3' 


2r'*r. 


M 


also,  wenn  man  M=k.HS 
stifts : 
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Hanäus  in  seinem  Lehrbuche  der  praktischen  Geo- 
metrie. S.  482.  giebt  das  folgende  Beispiel: 

„Es  soll  der  Inhalt  der  Fignr  so  ausgedrückt  werden,  dass  nach 
dem  grosseren  der  bei  dem  vormaligen  Hannoverschen  Landes- 

Oekonomie- Collegium  angewandten  Maassstabe  von  21333  ^eTm 

jüngung  jede  Ablesung  von  -j^g  des  Umfanges  der  Rolle  eioe 
Quadratruthe  darstellt." 
Hier  ist  also: 

«  =  2133,3 

und  für  den  gebrauchten  Planimeter  war  nach  der  Angabe  von 
Hunäus: 

A=1000,  2r' =  19,6«*». 
Nach  den  Bedingungen  der  Aufgabe  ist: 

M  =  1°,   M'  =  1»»» . 

# 

Ferner  ist  nach  der  Angabe  von  Hunäus: 

1'  =  0,29209*  =  292,09™"» 
und  folglich,  die  Ruthe  zu  16  Fuss: 

10=  16.292,09«»«, 

also: 

ä  =  16. 292,09. 

Folglich  ist  nach  der  obigen  Formel  die  Länge  des  Arms  des 
Fahrstifts,  in  Millimetern  ausgedrückt: 

16*  .  292,09»  1000 
2133,3*    *  19,6  .  3,14 

oder: 

/16.292,09V  19,6.3,14 

V  2133,3  )  1     1000     -  77,y,nm 

ganz  wie  a.  a.  O. 


Digitized  by  Google 


Grunert:  All  ff.  analytische  Theorie  d.  Function  II(x)  etc.  423 


XXXV. 

Allgemeine  analytische  Theorie  der  Function  n{x) 
und  über  eingebildete  Dreiecke  und  Vierecke. 

■ 

Von  i 

■ 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Ich  darf  wohl  bei  denen,  welche  dieser  Abhandlung  einige 
Aufmerksamkeit  schenken  werden,  eine  allgemeine  Kenntniss  der 
ursprünglich  durch  die  uralte  Schwierigkeit,  welche  seit  des 
Euclides  Zeiten  die  Geometer  in  der  Theorie  der  Parallelen 
gefunden  haben,  veranlassten  neueren  Untersuchungen  von  Gauss, 
Lobatsch e ws ky  und  Bolyai  voraussetzen,  und  kann  mich  daher 
weiterer  Erörterungen  über  diese  sehr  verdienstlichen  und  interes- 
santen Arbeiten  und  Ansichten  enthalten,  die  sich  übrigens  auch 
auf  zweckentsprechende  Weise  in  hier  gebotener  Kürze  nicht 
würden  geben  lassen.  Jedenfalls  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  diese 
mit  der  Theorie  der  Parallelen  in  Verbindung  gebrachten  Unter- 
suchungen und  Betrachtungen  für  den  in  der  mit  logischer  Strenge 
und  Consequenz  überall  einherschreitenden  euclidischeo  Geometrie 
gebildeten  und  erwachsenen  Jünger  der  Wissenschaft  gewisser- 
massen  etwas  Mysteriöses  haben,  wozu  noch  kommt,  dass  die- 
selben gewiss  noch  sehr  der  weiteren  Ausbildung  und  Verdeut- 
lichung bedürfen,  um  allgemeineren  Eingang,  als  dies  bis  jetzt 
der  Fall  ist,  finden  zu  können,  weshalb  ich  es  auch  keineswegs 
billigen  kann,  wenn  von  denselben  schon  jetzt  in  einer  Dach  meiner 
Meinung  sehr  voreiligen  Weise  auf  dem  von  den  oben  ge- 
nannten Mathematikern  betretenen  Wege  für  die  Lehr- 
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bücher  der  Geometrie  und  den  geometrischen  Elementarunterricht 
Gebrauch  gemacht  wird,  wie  dies  wenigstens  in  einem  öfters 
genannten,  und  wegen  dieses  Gebrauchs  hin  und  wieder  selbst 
gerühmten  Lehrbuche  bereits  geschehen  ist,  wogegen  ich  mich, 
wie  schon  gesagt,  in  der  bestimmtesten  Weise  erklären  muss. 
Um  jedoch  nicht  missverstanden  zu  werden,  darf  ich  zu  bemerken 
nicht  unterlassen,  dass  ich  es  nicht  bloss  für  ganz  angemessen, 
sondern  selbst  für  sehr  lehrreich  halte,  wenn  die  Theorie  der  Pa- 
rallelen in  den  Lehrbüchern  der  Geometrie  künftighin  in  der  nicht 
den  geringsten  Zweifel,  nicht  die  geringste  Dunkelheit  lassenden 
Weise  —  welche  aber  streng  genommen  mit  den  eigentlichen 
Ansichten  der  oben  genannten  Geometer  gar  nichts  zu  tbun  hat,  . 
wenn  auch  als  durch  dieselben  veranlasst  angesehen  werden  kann 
—  behandelt  wird,  wie  ich  in  meiner  Abhandlung:  „Ueber  den 
neuesten  Stand  der  Frage  von  der  Theorie  der  Paral- 
lelen" in  diesem  Archiv.  Thl.  XLVII.  Nr.  XXIV.  S.  307.  ge- 
zeigt habe;  ja  dass  ich  selbst  wünsche,  dass  diese  Entwicklung 
der  Parallolentheorie  in  den  geometrischen  Elementarunterricht 
Eingang  finden  möge,  glaube  ich  dadurch  am  Deutlichsten  und 
Bestimmtesten  an  den  Tag  gelegt  zu  haben,  dass  ich  dieselbe  in 
die  so  eben  erschienene  sechste  Auflage  meines  „Lehrbuchs 
der  ebenen  Geometrie.  Brandenburg  a.  d.  H.  1870."  wenn 
auch  vorläufig  nur  in  der  Form  eines  „  A n  ha n gs.  8.  60  —  S.  75." 
aufgenommen  und  mit  aller  Strenge  und  Deutlichkeit  für  den  Ge- 
brauch zum  Unterrichte  darzustellen  gesucht  habe. 

Unbedingt  ist  es  ein  sehr  grosses,  nicht  genug  anzuerken- 
nendes Verdienst  von  E.  Beltrami,  zuerst  in  einigen  sehr  be- 
merkensu  ertben  Abhandlungen  gezeigt  zu  haben,  dass  diese  ganze 
Theorie  von  ihrer  geometrischen  Seite,  in  der  Auffassung*- 
weise  von  Gauss,  Loba tschewsky  und  Bolyai,  nur  richtig 
verstanden  und  in  ihrer  eigentlichen  Bedeutung  gehurig  aufge- 
fasst  und  gewürdigt  werden  kann  durch  gewisse  Untersuchungen 
über  die  krum  men  Flächen  im  Allgemeinen,  ohne  welche 
Alles  unklar  bleibt,  und  der  Gefahr  ganz  unrichtigen  Verständ- 
nisses und  ganz  schiefer  Auffassung  unterliegt,  was  auch  den 
bebten  Beweis  ilafür  liefert,  dass  es  im  höchsten  Grade  bedenk- 
lich und  gefährlich  ist,  ja  nur  zu  leicht  zur  Verwirrung  der  An- 
fänger führen  kann,  wenn  man  von  dieser  neueren  Parallelentheorie 
für  den  geometrischen  Unterricht  auf  Schulen  in  anderer  als  der 
von  mir  in  meinen  oben  genannten  Schriften  gezeigten  Weise  Ge- 
brauch machen  zu  dürfen  glaubt,  welche  ineine  eigene  Ansicht  in 
den  gegen  mich  ausgesprochenen  Ansichten  einer  grossen  Anzahl  der 
ausgezeichnetsten  mathematischen  Lehrer  eine  mir  sehr  werthvolle 
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Unterstützung  findet.  Wer  sich  —  vorläufig  ohne  alle  tiefer  gebenden 
analytisch-geometrischen  Entwickelungen  —  eine  recht  deutliche  Ein- 
sich t  i  n  die  eigentlich  e  Natur  dieses  aus  geometrischem  Gesichts- 
punkte  betrachteten  Gegenstandes  verschaffen  will,  den  kann 
ich  auf  nichts  Besseres  verweisen,  als  auf  die  „Note  sur  l'im- 
possibilite  de  däraontrer  par  une  construction  plane 
le  principe  de  la  theorie  des  paralleles  d  i  t  Postulat  um 
d'Euclide.  Par  J.  Hofiel,  Professeur  ä  la  Faculte*  des 
sciences  de  Bordeaux.  (Extrait  des  Procds  -  verbaux 
des  seances  de  la  Socilte*  des  Sciences  physiques  et 
naturelles  de  Bordeaux,  Se'ance  du  30  Decembre  1869), 
wo  sich  alles  hier  zur  Sprache  Kommende  mit  tiefer  Einsicht  und 
daraus  entspringender  ungemeiner  Klarheit  entwickelt  und  dar- 
gestellt findet.  —  So  viel  hier  über  die  geometrische  Seite  dieses 
wichtigen  und  interessanten  Gegenstandes;  lange  Beschäftigung 
gerade  auch  mit  dieser  Seite  desselben  wird  mir  hoffentlich  später- 
hin Gelegenheit  geben,  meine  betreffenden  Untersuchungen,  die  — 
so  wie  nach  meiner  Meinung  dieser  ganze  Gegenstand  überhaupt 
—  zur  Zeit  noch  mehrfach  der  Klärung  und  allseitigen  von  allen 
Zweifeln  freien  Begründung  bedürfen,  in  dieser  Zeitschrift  in  ver- 
schiedenen Abhandlungen  mitzulheilen. 

Neben  seiner  geometrischen  Auffassung  giebt  dieser  Gegen- 
stand aber  auch  Veranlassung  zu  durchaus  nicht  aus  den  Gränzen 
der  gewöhnlichen  Analysis  heraustretenden,  für  und  durch  sich 
selbst  verständlichen  selbstständigen  rein-analytischen  Unter- 
suchungen und  Entwickelungen,  welche  zu  verschiedenen  fär  sich 
interessanten  rein-analytischen  Resultaten  führen.  Dieser, 
wie  ich  glaube,  in  mehrfacher  Rücksicht  in  eigenthümlicber  und 
selbstständiger  Weise  durchgeführten  Untersuchung,  bei  der  ich 
mich  jedoch  bemühet  habe,  eine  möglichste  Uebereinstimmung  mit 
den  namentlich  von  Lobatschewsky  theilweise  schon  gefundenen 
Resultaten  zu  erzielen,  weshalb  ich  auch  absichtlich  von  der  von 
demselben  gebrauchten  Bezeichnung  nicht  abgewichen  bin,  ist  die 
vorliegende  Abhandlung  gewidmet,  .welche  ich  unter  verschiedenen 
hierher  gehörenden  Abhandlungen  jetzt  zuerst  veröffentliche,  weil 
ich  immer  der  Meinung  gewesen  bin,  dass  es  zweckmässig  sein 
möchte,   diese   für  sich  bestehenden  rein  -  analytischen  Unter- 
suchungen zuerst  möglichst  zu  erledigen,  bevor  man  sich  zu  den 
betreffenden    geometrischen    Untersuchungen  wendet.  Deshalb 
lasse  ich  mich  für  jetzt  auch  auf  einen  Nachweis  der  zwischen 
diesen  beiden  Seiten  unseres  Gegenstandes  bestehenden  Bezie- 
hungen hier  gar  nicht  ein ,  indem  ich  es  —  wie  gesagt  —  hier 
vorläufig  nur  mit  einer  ganz  für  sich  bestehenden  rein-analytischen 
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Untersuchung  zu  thun  haben  will,  und  bemerke  daher  zum  Schluss 
dieser  Einleitung  nur  noch  ausdrucklich  und  in  der  be- 
stimmtesten Weise,  dass,  wenn  im  Folgenden  von  imagi- 
nären oder  —  wie  ich  lieber  sagen  mochte  — ■  eingebildeten 
Dreiecken,  Vierecken  u.  s.  w.  die  Rede  sein  wird ,  man  darin  ja 
nicht  in  ein  gewisses  mysteriöses  Dunkel  gehüllte  geometrische 
Gebilde  suchen  darf,  indem  schwerlich  ein  Mathematiker  grösseren 
Abscheu  als  ich  vor  mysteriösen  Dingen  in  seiner  ganzen  Wissen- 
schaft haben  kann,  weil  mir  stets  vollständige  Klarheit  und  Bestimmt- 
heit am  Höchsten  gestanden  und  gegolten  hat;  die  obigen  Ausdrücke 
sind  nichts  weiter,  und  sollen  nichts  weiter  sein,  als  möglichst 
kurze  Bezeichnungen  für  gewisse  rein  -  analytische  Beziehungen, 
deren  völlig  klare  und  bestimmte  Auffassung  gewiss  fiir  Nie- 
manden mit  der  geringsten  Schwierigkeit  verknüpft  sein  wird. 
Hiermit  glaube  ich  den  Gesichtspunkt,  welchen  man  bei  Beur- 
theilung  dieser  Abhandlung  lediglich  festzuhalten  hat,  nach  meinem 
Wunsche  völlig  deutlich  dargelegt  zu  haben,  und  hoffe  bald  auf 
die  oben  besprochene  geometrische  Seite  dieses  Gegenstandes 
zurückzukommen. 


Erstes  Kapitel. 

Die  Function  Ü{x)  im  Allgemeinen, 
j.  I. 

Die  Untersuchung,  mit  welcher  wir  uns  hier 
werden,  betrifft  die  beiden  Functionen 


und 


e*  +  e~*  ex  +  e~* 

wo  e  seine  bekannte  Bedeutung  hat;  wir  wollen  diese  beiden 
Functionen  der  Kürze  wegen  beziehungsweise  durch  <p(x)  und 
ty(x)  bezeichnen,  und  werden  also: 

setzen. 

Weil  bekanntlich  für  jedes  x 

e'  —  1  +  1  +  O  +  1.2.3  +  1/2.374  + 
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ist,  so  ist  für  jede«  positive  x  offenbar  auch  e*  stets  positiv; 
ferner  ist  klar,  dass 

e*  =  1    oder   e'  >  1 

ist;  jenachdem 

x  =  0  oder  x  >  0 

ist.  Weil  nun 

1 


ist,  so  ist  auch  für  jedes  negative  x  stets  e*  positiv,  und  es  ist 
in  diesem  Falle  offenbar 

e*=  1   oder   e*  <  I, 

jenachdem 

x  =  0   oder   ar  <  0 

ist.  Hieraus  sieht  man,  dass  e*+e~*  stets  positiv  und  grösser 
als  die  Einheit  ist,  so  dass  also  von  einer  Unterbrechung  der 
Stetigkeit  der  Functionen  <p(x)  und  ty{x)t  wenn  man  sich  x  von 
— x>  bis  -f-oo  stetig  verändern  lässt,  gar  keine  Rede  sein  kann. 

Weil 

2  2 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  07(2)  stets  positiv. 
Weil  ferner  nach  dem  Obigen  offenbar 


ist,  so  ist  klar,  dass 

9,(-00)=0,    OJ(  +  QO)  =  0 

ist  Endlich  ist  offenbar  g>(0)  =  1,  und  auf  folgende  Art  lässt 
sich  leicht  zeigen,  dass  nur  für  x  =  0  die  Function  g>(ar)=:l 
werden  kann.  Aus 


folgt  nämlich 


also: 
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(c*  +  «-*)*  =  4, 
c«x  +  c-*x  +  2e*e-*  =  46*  e~*, 

e2*  +  e-**—  2p*  e~*  =  0, 
(ex  -  e-*)a  =  0,    e«— e-*  =  0; 

folglich : 

ex  =  <?-*,   e2*  =  e~x  e*  =  1 

und  daher  2a;  =  0,  2  =  0,  so  dass  also  x  =  0  der  einzige  Werth 
von  x  ist,  fär  welchen  q>(x)=zl  wird. 

Durch  Differentiation  der  Function  tp(x)  erhält  man  leicht: 

woraus  sich  nach  dem  Obigen  ergiebt,  dass  q>'(x)  positiv  oder 
negativ  ist,  jenachdem  x  negativ  oder  positiv  ist;  für  x  =  0  ist 
<j>'(0)=0.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass,  wenn  man  sich  x  von 
—  oo  bis  +ao  stetig  verändern  lässt,  <p(x)  zuerst  von  0  bis  1  stets 
wächst,  und  dann  von  1  bis  0  stets  abnimmt;  den  grössten  Werth 
1  erhält  9>(ar)  für  «=1. 

Weil  ' 

< 

2  2  2 

■ 

ist,  so  ist  allgemein: 

2)  <p(x)  =  <p(-x). 

Aus  der  Gleichung 

ergiebt  sich  mittelst  des  Obigen  leicht,  dass  ty(x)  für  negative 
und  positive  x  beziehungsweise  stets  negativ  und  positiv  ist. 
Ferner  ist  offenbar  <tj/(0)  =  0,  und  auf  folgende  Art  lässt  sich  leicht 
zeigen,  dass  nur  für  ar  =  ö  die  Function  ty{x)=zQ  werden  kann. 
Aus 

folgt  nämlich: 

ex  —  e~*     0,    e2'  —  e1  e~*  =  e2x  —  1  =  0,    e%x  =  1 ; 
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also  2a?  =  0,  a?  =  0;  woraus  sich  ergiebt,  dass  x  =  0  der  einzige 
Werth  tod  x  ist,  für  welchen  i//(ar)  =  0  wird. 

Nach  dem  Obigen  ist,  wie  man  leicht  findet: 

2<?*  2 


also  offenbar: 

1  +^(-ao)  =  0,   1~^(+od)  =  0; 

* 

folglich : 

^(-oo)  =  -l,   ^(+oo)  =  +1. 

■ 

Durch  Differentiation  der  Function  y(x)  erhält  man  leicht: 

%  _  8  » (s)  _  (g*  -f  e~ J)  (e *  +  g-«)  -  je*  -  e~*)  (e*  -  g-*) 
*  W  -    ^   -  (g*  +  g-*)* 

_  (c*  -f  e~J)2—  (e*  —  g-*)2       4g*  g~*     _  4 
~~  (g*  -f  «-*)*  (g*  +  g-*)2  ""  (g*+  g-*)2  * 

woraus  sich  ergiebt,  dass  der  Differentialquotient  ty'(x)  stets  po- 
sitiv ist.  Wenn  man  sich  also  x  von  —  cd  bis  +oo  stetig  ver- 
andern lässt,  so  wird  tlf(x)  von  — l  durch  0  hindurch  bis  + 1 
stets  wachsen;  den  Werth  0  erhält  ty(x)  für  x  =  0. 

Weil 

e* — e~x  e—*—ex         e* — e~x 


ist,  so  ist  allgemein : 
3)   ^(x)  =  —  ^/(—  o:). 

Sehr  leicht  findet  man: 

,         ,  ,  «•     4+(g*— g-*)2     4g*g-*-|-(g*— g-*)2 

e2*  -f  2ex  e~x  +  g-2*  _  (g*  +  g-*)2 
(g*  +  g-*>2  (g* + g-*)2 ' 

also  allgemein: 
4>  l9(*)Ja+ 
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§.  2. 

In  dem  vorhergehenden  Paragraphen  habeo  wir  gesehen»  dass, 
wenn  man  sich  x  von  —  oo  bis  -fco  stetig  verändern  lässt,  die 
Function  q>(x)  zuerst  stetig  von  0  bis  wächst,  dann  stetig 
von  +1  bis  0  abnimmt;  dagegen  die  Function  ty(x)  von  —  1 
durch  0  hindurch  bis  +1  stetig  wächst;  ausserdem  ist  allgemein: 

+  {<K*)}*=1. 

Es  wird  also  offenbar  immer  einen  als  eine  Function  von  x  zu 
betrachtenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Längeneinheit  als 
Halbmesser  beschriebenen  Kreise  geben  müssen,  dessen  Sinus 
und  Cosinus  beziehungsweise  die  Functionen  <p(x)  und  ty(x)  sind, 
und  dieser  Kreisbogen  wird  offenbar,  wenn  man  sich  x  von  —  od 
bis  +oo  stetig  verändern  lässt,  von  n  bis  0  stetig  abnehmen, 
oder,  wenn  man  sich  x  von  -fco  bis  — »  stetig  verändern  lässt, 
von  0  bis  it  stetig  wachsen  müssen,  insofern  man  denselben  stets 
als  positiv  und  nicht  grosser  als  n  annimmt.  Diesen  als  eine 
stets  positive  und  die  halbe  Peripherie  it  nicht  fiberschreitende 
Function  von  x  betrachteten  Kreisbogen  wollen  wir  im  Folgenden 
durch  U{x)  bezeichnen,  und  haben  also  nach  dem  Vorhergehenden 
die  beiden  Gleichungen: 


2  e*  < 

5).  .  .  siün(x)=z  ,  coan(x)=z-^-p^i 


wo  also,  wenn  man  sich  x  von  — x  bis  +oo  stetig  verändern 
lässt,  sinI7(:r)  zuerst  stetig  von  0  bis  -f  1  wächst,  dann  stetig 
von  + 1  bis  0  abnimmt ;  dagegen  cos-27(a;)  von  —  1  durch  0  hin- 
durch bis  +1  stetig  wächst;  indem  der  Kreisbogen  Ü(x)  von  n 
bis  0  stetig  abnimmt.  Die  Function  sin  U(x)  ist  stets  positiv, 
dagegen  ist  cos  77  (a;)  positiv  oder  negativ,  jenachdem  x  positiv 
oder  negativ  ist. 

Rücksichtlich  der  analytischen  Bestimmung  von  U(x)  ist  Fol- 
gendes zu  bemerken. 

Setzen  wir  der  Kurze  wegen: 

2         i  i   /     2  V 

6).  .  .  .         =  +  -.s.kr_) 

u  l  /    2  y 

+  2.4' 5*  V«*  +  e-V 

1  /  2  V 

+  2.4.6  •  7  \e*  -f  e-V 
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wo  offenbar  ö  (x)  =  ö  (—  x)  ist,  so  ist  bekanntlich 

2 

und  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  6)  convergirt, 

2  2* 

weil  -—         nicht  grösser  als  die  Einheit  ist  Weil  aber  -—  

ex  -f-  e~*  c  ~r  * 

positiv  ist,  so  liegt  bekanntlich  ö(ar)  zwischen  0  und  \n.  Man 
kann  also,  weil 

sin  FI(x)  =  ^ 


ist,  offenbar 

ZI(ar)  =  ö(ar) 

setzen.    Weil  aber 

i 

sin       -Ö(ar)}  =  sinö(ar) 

ist,  und  U(a?)  nur  zwischen  0  und  liegen  soll,  so  kann  man 
offenbar  auch 

U(x)  =zn—äi(x) 

setzen.  Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen  cos  17  (ar)  positiv  oder 
negativ  ist,  jenachdem  x  positiv  oder  negativ  ist,  so  wird  man 
offenbar 

# 

H(ar)  =  ö(a;)   oder   U(x)  =  »— ö(a:) 

zu  setzen  haben,  jenachdem  x  positiv  oder  negativ  ist;  und  es 
kann  also  auf  diese  Weise  ZZ(ar)  immer  sicher  bestimmt  werden. 

Ist  also  x  positiv,  so  ist: 

ü(x)  =  ö  (x),    27(— x)  =  n  —  Ö  (ar) ; 

also: 

!!(*)  + 17(-*)  =  *; 

ist  4;  negativ,  so  ist: 

U(ar)  =  n  -  (5  (a:),    H(—  x)  =  ö  (ar) ; 

also  wieder: 

U(ar)  +  i7(-a:)  =  «; 

daher  ist  immer: 
7)  I7(a?)+ZI(—  = 
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Für  ari=y  ist  natürlich  hiernach 

I7(ar)  =  üty). 
Weil  wegen  der  Formeln  5) 

sin  J7(0)  =  1,   cos  U(0)  =  0 
ist,  and  U(x)  zwischen  0  und  n  liegt,  so  ist: 
8)  H(0)  =  \n. 

5-3. 

Es  ist 

*      irr/  x«     8in*n(:r)*      1  —  cos  Ufr)*) 
tang*Z7(a;)»  =  =  r+^oin^)  • 

also,  wenn  man  für  cos27(:r)  seinen  Werth  aus  5)  einführt,  wie 
man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

2e~* 

tangiüW  =  -^r=e-^ 

Ist  uun  x  positiv,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

27(ar)  =  6  (x), 

wo  ö(x)  zwischen  0  und  \it  liegt;  also  liegt  \K{x)  zwischen  0 
und  in,  es  ist  folglich  tang£ U(x)  positiv,  und  daher  nach  deoi 
Obigen : 

tang$2I(ar)  =  er*. 
Wenn  x  negativ  ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

27(a:)  =  »  —  ö(x), 


iü(x)  =  l(?r  —  €»(«)}» 
und  es  liegt  folglich,  weil  ö(ar)  zwischen  0  und       liegt,  offenbar 


*)  Alle  Functionszeichen  ,  wie  JI(x)  selbst ,  sowie  ferner  «in  H(x)y 
tang^  J7(dr)  u.  dergl«,  sind  hier,  wie  immer,  alt  einfache  untrenn- 
bare Zeichen  zu  betrachten,  und  dann  auch  die  Potenzbezeichnungen 
J7(x)",  sin  n(x)*f  tang^//(x)n  u.  dergl.  für  diese  Functionen  nicht 
misszu verstehen ,  gegenüber  den  weitläufigeren  Bezeichnungen  \ 
(sin  J7(x)}",  (tanggJ7(4?)}n,  u.  s.  w.  oder  den  nach  meiner  oft  ausge- 
sprochenen Ansicht  nicht  zu  billigenden  Bezeichnungen  //«(J'),  •in»J7(J)» 
tang«iJ7(^). 
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auch  \TI{x)  zwischen  0  und  \n,  so  dass  also  wieder  tang  \II(x) 
positiv,  und  daher  nach  dem  Obigen  auch  jetzt 


tang*I7(ar)  = 

ist  Folglich  ist  allgemein: 

9)  tangiil(ar)  =  e~*. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

tang  i  n(»)»  =  (e—)n  =  «-«*, 
folglich,  weil  nach  9) 

tangiI7(na?)  =  er** 

ist: 

10)  tangiJIOr)»  =  tangiJ7(nar). 

Nach  9)  ist: 

11)  x  =  —  /tangiJI(ar), 

mittelst  welcher  Formel  man     aus  U(x)  berechnen  kann. 
Aus  Il(x)  =  H(y)  folgt  nach  vorstehender  Formel  x  == 


Wenn  a?  positiv  und  folglich  «-*  nicht  grösser  als  1  ist,  so 
ist  wegen  9)  nach  einer  bekannten  Reihe: 

\U{x)  —  c-'-ic-^  +  ic-5*  -Ic-7*  +  ..., 

also: 

Il(x)  =  2  (e-*-*e-3* + {e-**  — » er**  +  ....). 

wo  $27(;r)  zwischen  0  und  \it,  also  il(ar)  zwischen  0  und  \n 
liegt.  Wenn  x  negativ  und  folglich  e*  nicht  grösser  als  1  ist,  so 
ist  ganz  auf  ähnliche  Weise : 

iI7(—  x)  =  e*—*e3*  +  Je5*  -  W*  +  ••••)• 

also: 

n(-*)  =  2(C— ie3*  +  i*5*  — je?*  +  ....), 

wo  |IT(— #)  zwischen  0  und  also  27(— ar)  zwischen  0  und  \n 
liegt;  und  weil  nun  nach  7): 

27(*)  +  Ilir-x)  =  * 

ist,  so  ist 

n(a:)  =  «— I3(-ar), 
Theil  LI.  28 


» 
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also  nach  Vorstehendem: 


j.  4. 

Wir  wollen  jetzt  verschiedene  für  unsere  ferneren  Unter- 
suchungen  wichtige  Relationen  entwickeln. 

Weil  nach  5): 

2  2  2 

sin  n(X)  =  eX+e_,,  s\nn(-x)  =  ——s=  ^r^pi- 

ßX  __  ß — X  ß — X  —  gX  ßX  ß — X 

cos      =  — — .  cos  n(-x)  =  e--+~  =  - 


ist,  so  ist: 

12)  . . .  sin  I7( — x)  =•  sin  cos  JI( — x)  =  —  cos  ü{x) 
oder : 

13)  . . .  sin  n{x)  -  sin  17(— *)  =  0,  cos  II(x)  +  cos  Z2(— ar)  =  0. 
Also  ist: 

14)  . . .  tang  i7(— 3:)  =  —  tang  TI(x)t  cot  17  ( — x)  =  —  cot  17(a?). 

Aus  den  beiden  Gleichungen  5)  ergiebt  sich  sogleich: 

 2   e*_  1 -j- cosTJQr) . 

e*+  e  X^^njx~)9    e=i—  \-cosII(xy 

und  bestimmt  man  nun  aus  diesen  beiden  Gleichuogen  e*  und 
e~*,  so  erhält  man: 

f  1 -f-cos  I7(;r)        sin  77  (x)  _t 

\e'   =    sinZ7(*)  ^l-vmnC*)***01*111*' 

15)  ....  { 

i  sin  77 (x)         l-cosn(x)  v 

\  1 +co6  77(;r)        sin  77 (x)  e*    v  7 

« 

Nach  5)  ist: 

_  2  2 

sin  JI(*  +  y)  -  cX+J,  + c_(x+7)  —  e*«» +  ' 

und  weil  nun  nach  15): 
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 I-fcosI7(aO   ]-fcosI7(iy)     1—  co»Tl(x)  I — cosI7(y) 

e'gy+c  *e-y—   8.|ni7(ar)       sinJ7(y)    +   sinI7(*r '  "lln5(yr 


ist,  so  ist: 


1  -f  cos  TI{x)  cos  U(y) 
—  -  sinH(*)sinH(y) 


.  r    .  sin  Il(x) sinHC«) 

sin  I7(a:  +  y)  =   Fr/-*  rfrv 

v  1  +  cos  il(ar)  cos  U(y) 


Ferner  ist  nach  5): 

cos  7I(x  +  y)  _  cJt+v  +  c_(x^)  —  exey  +  » 

und  weil  nun  nach  15): 

 l+cosII(:r)  l-|-cosII(y)     1 — co8H(x)   1 — cos  77  (y) 

e*ev—e  *e  V  —  8iDn(ar)~  *  "•inD(y)         sin/7(a-)    '  ~sinl%)~ 

 ^  cos  H  (#)  +  cos 

sin  77(4;), sin  I7(t/) 

ist,  so  ist: 

cos  77  (.r)  +  cos  H(y) 
cos  J7(*  +y)  =  |  +  co8  ü{*)  co«  77 "(^)- 

Also  ist: 

•   tt/    .    *         sin  II (ar)  sin  I7(y) 
sin  U(*  -f  y)  =  , 

16)  ...  v 

f       „,        v       cos  II (x)  +  cos  H(y) 

V  1  +  cos  U  (a;)  cos  H(y) 

Setzt  man  hierin  — y  für  y,  so  erhält  man  mit  Rücksicht 
auf  12): 

sin  Il(x-y)  =  «inIIW«lifl») 
J  1  —  cos  I7(a:)  cos  I7(«) 

17)  .  .  . 

.        cosH(jr) — cosU(«) 

COS  TI{X  ~V)  =  ,   ~Tt7 — \  tYTV 

v      y/      I  —  cos  U(ar)  cos  U(y) 


Hieraus  ergiebt  sieb  ferner: 

„.    ,    .  sinU(ar)sinII(«) 

tang  ü(x  +  y)  =  n ,  \  \        fr /'  x » 

»    v    ■  ^'      cos  17  (ar)  +  cos  H(y) 

,  n,    ,      _  cos  n(x)  +  cos  H(y) 
cot  11{X  -f- «)  =  — : — rr/  .  . — rT/  s- 
y/        sin  il (a:)  sin  H(y) 


18).  .  . 


28» 
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und: 


19)  . 


oder: 


sin  il(g)  sin  23  (y) 
tang  II{x-y)  =  cog  n(s)  _  cog  , 

cos  U(x) — cos  n(y) 


'20).  .  . 


cot  II(z  +y)  = 


und: 


tangUfcr— y)  = 


21). 


'  sinH(*)sinIIty) 

1 

cot  n  (x) 

cotn(y)* 

sin  ii(y) 

sin  XZ(a;) 

cotH(ar) 

cot  2%) 

sin  ü(y)  + 

sin  Il(x) 

1 

cot  n(x) 

cot  II (y)' 

sin  H(y) 

sin  12  (x) 

cot  Ufr) 

cot  2I(y) 

Für  3?  =  y  erhält  man  ans  dem  Vorhergehenden  sogleich: 

inr7/9rx        sin  Ufr)»  l-cosH(a:)« 
in  ii  t*r;  -  j  +  C08  n(a.)t  —  j  +  cos  27^2  • 


•  •  •  • 


r  _  2  cos  27  (a:) 

cos  27  (2#)  =  r-:  ^/"vi, 

v    '     1  +  cos  n{x)% 

und: 

sin  ü(x)* 


... 


jtang  ZJ(2*)  =  acos^)  =  isio  27(*)tangH(*), 
1  mtnr",-»     2coggW  aeotg(a;) 


Also  ist: 


sm  27  (#)  =  7-;  rT7T~T« » 

v  7     1  +  cos  27(fcr)* 


woraus  man  leicht: 


cos  ii  u«)  ~l  +  sini7(*  ' 


und  hieraus  ferner: 
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ain  n(*<r\*  —  2s*mI7(.r) 
8ioiI(ia:)«=1  +  8inZI(ar) 


findet;  folglich  ist: 

,nn«*>=    Vl  +  8iniZ(g)' 
rr/i  x       ■  4.A  1  —  sin 


sin 

24). 


COS 


sin/7(:r)|2 


and: 

rr/,  x      -  4/"  2sini7(a?) 

25)  •  .  .  ( 

wenn  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenachdem  x 
positiv  oder  negativ  ist. 

Es  ist  auch: 

.  4/    c^Tnfr)»    _  4/TT 

~±lr  {1  +  sin  n(jr)}«—  ±lf  cos27(*)J 
also  offenbar  allgemein: 

o«x  „na  rr/,  v  _    cosi7(:r)        1— sini7(:g) 

26)  .  .  .  cosn(ia;)  =  1+siDlI(jc)=    cosrT(a;)  . 

5.  5. 

Durch  Differentiation  erhält  man: 

asingfr)  ,ag(^) 

— ^— -cosn(ar)-g^. 

Nun  ist  aber: 

sinI7(a?)  =  2(«*+  c-*)-1, 

also: 

3 sin  27  (x)        «...     _v  •/ 
— j^-i  =  —  2  (c* + <r-*)-»(e*  -  e-*) 
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folglich : 

Ö  sin  n ( wp) 

•27)....  81  °Bx  W  =  —  sin  ü(x)  cos  II(x)  =  —  i«in  2  J7(«), 
uod  wenn  man  dies  mit  dem  Obigen  vergleicht: 

also: 

oq\  fo/Ipr)  _       fr-1  sin  ü(x) 

' dx»   -  ~      dx«-i~~  • 

t 

Aus 

cos  27(a:)2  +  6inZZ(*)*=l 

ergiebt  sich: 

N8cosn(a?)  ,    .  Ssini7(ar)  Ä 

cos  Ur»  _ g-LJ  +  sin  II(*)  — ^-l  =  0, 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


d  cos  II  (x) 

cosII(x)  — «««  27(ar)»cos/I(ar)  =  0, 


also: 


n\\                       d  cos  II (x)      .   „,  %m 
  =  sin /!(*)» 

was  sich  auch  durch  Differentiation  aus  der  Gleichung 

„.  ,  e*—e-x 
coSD(x)=^Tlz:g 

leicht  ergiebt,  indem  hiernach 
öcos  J7(:r) 

 g- —  =  —        e-')  (e* + e-*)-*(e*  _  e-x) 

=  1  -  ( £^—1;)*=  1  ~  cos  ü(x)*  =  sin  2I(a:)» 
ist,  wie  vorher  in  30). 
Weil 

i      IT/  \     sin  77(#)  oosHte) 
ist,  so  ist: 
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8a:      ~"  cosJ7(a:)*  ' 

also  nach  27)  und  30): 

atangZIfrr)  _  —  sin  H(:r)  cos  If(x)%  —  sin  i7(a;)8 
dx  coa  II (x)^ 

9cot£T(ar)  _  sin  17 (g)3  +  sin  JJ(a?)  cos  il(a:)*  # 
3a:      ""•  sin  I7(a:)*  ; 

folglich  oflfenbar: 

31) 

8taogl7(g)__  sin  II (g)  _    tangilQr)    B  cot  TI(x)  I 
dx         — cos  il(ar)2~"     cos  U(x)9        dx      ^  sin  IZ(a:)' 

Den  Differentialquotienten  von  cot  ü(x)  findet  man  auch  leicht 
aus  dem  Differentialquotienten  von  tang  Il(x)  mittelst  der  Gleichupg 

tangZ7(x)cot  n(x)  =  1. 


Zweites  Kapitel. 

Das  imaginäre  oder  eingebildete  Dreieck. 

§.  6. 

Es  seien  a,  b,  c  drei  beliebige  Grössen  und  A,  B,  C  drei 
beliebige  zwischen  0  und  J80°  liegende  Winkel,  so  dass 

0<^<180«,  0<£<180°,  0<C<180° 

ist,  und  daher  die  Sinus  sin  A,  sioß,  sinC  dieser  drei  Winkel 
positiv  sind  und  nicht  verschwinden. 

Nimmt  man  nun  von  den  sechs  Grössen  a,  b,  c;  A,  B,  C 
.  etwa  die  drei  letzten  A,  B,  C  als  gegeben,  an,  so  bestimme  mao, 
insofern  dies  möglich  ist,  was  wir  für  jetzt  annehmen,  aber  nachher 
näher  untersuchen  wollen,  die  Grösse  a  mittelst  der  Formel: 
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* 

*>*  •  tt/  v  sin  1?  sin  C 

**> 8in7I(a)  =  co8i<+cogÄco8C. 

und  hierauf  6,  c  mittelst  der  Formeln : 

* 

sin  ^4  £*in 
33)...  tang  22  (6)  =  -^£  tang  2I(a),  tang il(c)  =  ^-^tang 27(a)t 

was  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer  möglich  ist; 
dann  hat  man  die  Gleichungen: 

34) ...  sin  A  tang  27(a)  =  sin  B  tang  27(6)  =  sin  Ctaog  27(c). 

Hiernach  ist  nun: 

sin  ß  sin  C 

tang  II(a)  =        tang  22(6),  tang  27(a)  =         tang  2I(c) ; 

also: 

.  n,  v2  _    tang  27(a)»  sin  B*  sin  21(6)»  

sin/iW  _  l  +  tangH(o)«""  sin  ,1*  cos  27(6)»  +  sin  if*  sin  22(6)*' 

.   tang  27(q)»  sin  C*sin  27(c)»  

sin  U{a)  -  i  +  tangn(a)»"-sin^cos2J(c)a  +  sinCasin27(c)2' 

folglich,  weil  nach  32) 

*  .       «      „  singsinC 
co8J  +  cos/?cosC=  s.nII(tf) 

ist : 

.  .  ,  n  «in  C»(8iDi,»cosJ7(4)*  +  sin  B» sin  27(6)1 
(cos^+.cosficosC)»=  — -S  z±L±  LU, 

(co8^  +  cos/JcosC)*  =  8-i".g'tsi»  ^C08s.^t8i"  g,gi"  ; 
also : 

(cos^+cosÄcosC^sinn^^sinC^lsin^-f^os^-cos^sinnCÄ)*), 
(co8i4+cosgcosOasin22(c)*=sinÄa(sinJ»+(cos/4a-cosCa)sinn(c)li; 
und  hieraus : 

{(cos^+cosjBcosC)2— (cos^»— cosJßa)sinC*}8in^(6)a=6inC*sini^,, 
{(cos^+cosÄcosC^-^os^-cos^sinÄ^sion^sssin^iDi?2; 
also,  wie  man  sogleich  übersieht: 

(cos  B»  +  2cos  A  cos  B  cosC+  cos  C*  cos  4*)  sin  22  (6)» =  sin  C*  sio 
(cos  C» + 2cos  4  cos  Äcos  C+ cos^cos  B»)  sio  27(c)»=  sin  J»sin  &  i 
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folglich : 

(cos  B  +  cos  Ccos  4)»sin  27(6)*  =  sin  C*sin  A*, 

(cos  C  +  cos  A  cos  Z?)2sin  2I(c)*  =  sin  Ats\u  B*. 

Da  oan  bekanntlich  sin  11(6),  sinU(c)  und  auch  die  Producte 
sinCsinyJ,  sin  A  sin  B  stets  positiv  sind,  so  lassen  sich  aus  diesen 
Gleichungen  die  Gleichungen 

(cos/?  +  cos  Ccos  ^)  sin  11(6)  =  sin  Csin^, 

(cos  C  +  cos  ^  cos/?)  sin  -Z7(c)  =  sin  ^  sin  Z? 

nur  schliessen,  wenn 

cos  /?+  cos  Ccos  J  >  0, 
cos  C  + cos  ^  cos/?  >  0 
ist;  ferner  läset  sich  sinZT(a)  oder  a  mittelst  der  Gleichung 

•  77/  ein  ^  sin  C 

sin  il(«)  —  cog  A  +  cofi  ^  cog  c 

nur  dann  bestimmen,  wenn 

cos  A  +  cos  B  cos  C  ^  sin  Z?sin  C 

und  also  auch 

cos A  +  cos  /?  cos C>  0 

ist. 

Wir  wollen  daher  jetzt  annehmen,  dass 

cos^-f  cosZ?cosC>  0, 
cos  Z?+cos  Ccos  A  >  0, 
cosC+cosiicosfi  >  0 

und 

cos  A  -f  cos  Bcos  C  ^  sin  Bsin  C 

sei,  und  untersuchen,  was  sich  hieraus  schliessen  lässt. 

Wenn  man  je  zwei  der  drei  ersten  Beziehungen  durch  Ad- 
dition mit  einander  verbindet,  so  erhält  man: 

(cos  A  +  cos  B)  (1  +  cos  C)  >  0, 

(C0SjB+C0sC)(l+C08i4)  >  0, 

(cosC  +  cos^)(l+cos£)  >  0; 
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oder: 

(cos  A  +  cos  B) cosiC*  >  0, 
(cos B  +  cos  C)  cos  \A  2  >  0 , 

r 

(cos  C  -f-  cos  A )  cos \BP  >  0; 

folglich,  weil  unter  den  geroachten  Voraussetzungen  offenbar  keiner 
der  drei  Cosinusse 

cob\A9   cos  iß,  cosJC 

verschwindet: 

COS/i  +  C08Ä  >  0, 

cosÄ+cosC>  0, 
cos  C  >  cos  A  >  0; 

also: 

co8i(^  +  #)cosiO*-Ä)>0, 
cos*(tf  +  C)cosi(ß-C)  >  0, 
cosi(C  +  ^)cosi(C— A)  >  0. 
Weil  nun  aber  offenbar 

-90«<*(,I-Jß)< +90«, 
-90°  <i(£-C)<  +90«, 
-90°<i(C-^)<  +90° 

ist,  und  folglich 

COS^-Ä),     COSi^-C),  COSi(C-^) 

positiv  sind  und  nicht  verschwinden,  so  ist: 

cosi(4  +  Ä)>0,   cosi(tf  +  C)>0,  cos*(C+4)>0; 
also,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  offenbar 

0  <  \(A  +  #)<  180°, 

0  <i(#+C)  <  180«, 

0  <  k{C  +  A)  <  180« 

ist,  jedenfalls  : 

0  <  i(^  +  ß)  <  90«, 
0<i(Ä  +  C)  <90«, 
0  <\(C  +  A)  <90«; 
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folglich : 

0< /J  +  Ä  <  180°, 
0<B+C<180<\ 
0<C  +  ^<180°. 
Nun  igt  aber  nach  den  gemachten  Voraussetzungen: 

cos  A  +  cos  B  cos  C  ^  s'id  B  sio  C, 


also : 


I 


folglich : 


cos  .4  +  cos/?  cos  C — sin/? sin  C  y  0; 

cos^.+  cos(ß+  C)^0, 
cos  (Z?  +  C)     —  cos  A 


oder  : 

I  cosXß  +  C)  =  cos  (180°  -  ^) ; 

i 

'  woraus  sich,  weil 

0<B  +  C<J80°,  0  <  180°— A  <  180° 
ist,  unmittelbar 

also: 

ergiebt,  welche  Bedingung  also  aus  den  gemachten  Voraussetzungen 
mit  aller  Strenge  folgt. 

Jetzt  wollen  wir  aber  untersuchen,  ob  umgekehrt,  wenn 

^  +  B  +  C=180» 

ist,  daraus  alle  oben  gemachten  Voraussetzungen  folgen,  natürlich 
immer  unter  der  Annahme,  dass,  wie  früher: 

0  <  A  <  180°,  0  <  B  <  180°,  0  <  C  <  J80 0 

«ei 


Aue- 
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A  +  B+C^\W° 

folgt: 

Ä+C  =  180o-^, 
C  +  A  =  180°-Ä, 
A+B  =  180°-C; 

und  es  ist  also,  weil 

0  <  180°—^  <  18P>, 
0<  180«-i?<180o, 
0  <  180°—  C  <  180° 

ist,  offenbar  auch: 

0<Ä  +  C<180<>, 
0  <  C  +  A  <  180°, 
0  <  A+B  <  180°. 

- 

0<B  +  C<180°, 
OK  C+A  <180°, 
0<i4  +  Ä<180<> 

0<  180°-^  <  180°, 
0<180°— B  <180°, 
0<180°-C  <180° 

2?+C  =  180°- J, 
C+^^  1800-^, 
4  +  JB=180<>-C 

ist;  so  ist  offenbar: 

cos(/?-f  C)  ^  cos  (180°— .4), 

cos  (C  +  A)  >  cos (180°-  ff), 

cos ( A  +  B)  ™  cos (180°—  C) ; 


und 


so  wie 
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COS  (B  -f-  C)  ^  —  COS  4, 

cos  (C  +  A)  ^  —cos B, 
cos (i4  +  B)  ^  —cos  C; 

cos^  +  cos(Ä+C)^0, 
cosß  +  cos(C  +  ^)  ^0, 
cos  C+cos  (A+  B)  ^  0; 

cos  A  +  cos  #  cos  C  — sin  B  sin  C  ^  0, 

* 

cos  B  +  cos  C  cos  A  —  sin  Csin  A"^0, 
cos C  +  cos  A  coeB—  sin  i4  sin Z?  ~ 0; 


und  hieraus: 


cos /4 -f  cos /?  cos  C  ^  sin/?sinC, 


cos  B  +cos  C  cos  ^  ^  sin  Csin  ^ , 

cos  C+ cos  -4  cos  /f^"  sin  -4  sin  /?; 
folglich  anter  den  gemachten  Voraussetzungen  auch: 

C08<4  +  COS/?COS  C  >  0, 

cos/?-|-cosCcos<d  >  0, 
cos  C+cos  A  cos  B  >  0; 

wodurch  wir  also  wiederum  zu  den  Voraussetzungen,  von  denen 
früher  ausgegangen  wurde,  gelangt  sind. 


Ueberbaupt  ergiebt  sich  nun  hieraus,  dass 

^  +  Ä  +  C^180°, 


Digitized  by  Google 


446  G runer t:  Uigemeine  anaiptitcke  Theorie  der  Fumctto*  77  (.r) 

natürlich  immer  vorausgesetzt,  das* 

0  <  A  <  180°, 
0  <  B  <  180«, 
0  <  C  <  180° 

sei,  die  noth wendige  Bedio^ung  ist,  welche  erfüllt  sein  rauss, 
wenn  au«  den  als  bekannt  angenommenen  Winkeln  «4,  ß,  C  sich 
«,  6,  c  sollen  so  bestimmen  lassen,  dass 

*,n  n(a)  =  cosJ  +  costfcosC 

oder 

(cos  A  +  cos  B  cos  C)  sin  77(a)  =  sin  B  sin  C 

und 

sin  /4  tang  77(a)  =  sin  B  tang  77(6)  =  sin  Ctan$/7(c)f 
und  dann,  als  Folge  hieraas,  auch 

(cos  B  -f  cos  Ccos  -4)  sin  77(6)  =  sin  C  sin  At 
(cos  C  +  cos  4  cos  B)  sin  77(c)  =  sin  A  sin  75 

tot 

Es  werden  sieb  also  hiernach  die  sechs  Frössen 

a,  6,  c;    Ay  B,  C 

immer  so  bestimmt  annehmen  lassen,  dass 

0  <  A  <  180°, 
0  <  B  <  180«, 
0  <  C<  180° 

und 

,4+ff+C<180" 
ist,  und  dass  die  sechs  Gleichungen: 

sin  A  tang  I7(a)  =  sin  2?tang  i7(6), 
sin  B  tang  77(6)  =  sin  C  tang  J7(c), 
^  sin  Ctang  77  (c)  =  sin  4  tang  77  (a) ; 

(cos  A  -f  cos    cos  C)  sin  77  (a)  =  sin  B  sin  C, 
(cos/?+  cos  Ccos  A) sin  /7(6)  =  sin  Csin 
(cos  C-f  cos  4  cos  /?)  sin  77(c)  =  sin  A  sin  B 

vollständig  erfüllt  sind. 
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Wir  wollen  nun  sehen,  welche  weiteren  Polgerungen  sich  aus 
diesen  sechs  Gleichungen,  die  als  die  eigentliche  Grundlage  aller 
unserer  folgenden  Untersuchungen  zu  betrachten  sind,  ziehen  lassen. 


§•  7. 

Nach  den  drei  letzten  Gleichungen  in  35)  ist: 

cos  A  -f  cos B cos  C  &\\\II(a)  sin/? 
cos  B  -f-  cos  Ccos  A  '  sin  27(6)  ~~  sin  A ' 

und  da  nun  nach  den  drei  ersten  Gleichungen  in  35) 

sin77(a)     sin/?  cos77(«) 


ist,  so  ist: 


sin  27(6)  ~  sin  A'  cos  77(6) 
cos  A  -f-  cos  B  cos  C  cos  27(a) 


=  I; 


cos  B  +  cos  C  cos  Ä  '  cos  77  (6) 
also  hat  man  überhaupt  die  Relationen: 

!(cos  A  -f-  cos  B  cos  C)  cos  Il(a) 
=  (cos  B  -f  cos  Ccos  A)  cos  77(6) 
=  (cos  C  +  cos  A  cos  B)  cos  27(c), 

aus  denen  sich  leicht: 

^  cos  B  cos  27(6)  —  cos  6*co8  72  (c) 

cos  Z? cos  77  (c)  —  cos  Ccos  77(6) ' 


37)  •  •  •  <  cos  Z?  = 


cos  C  cos  77(c)  —  cos  A  cos  77  (a) 
cos  Ccos  27 (a)  —  cos  A  cos  27 (c)  ' 


_  c°s  A  cos  27(a)  —  cos  B  cos  77(6)  # 
008    "~  cos  A cos 27(6)  —  cos  TTcos  7J(a)  ' 


und  hieraus  ferner: 
'  sin  ^2  = 


<i8) ....  < 


sin  B*  =  - 


(cosZfa— cos  C2){cos  77(6)*—  cos  27(c)*| 
{cosffcos  27(c)— cos  Ccos  27(6)1»  ' 

(cos  C*  —  cos  ^2){cos  27(c)g— cos  77(q)2[ 
jcos  C  cos  77(a)  —  cos  A  cos  27(c)| 2 


.  (cos        cos  £2)  |cos  22  (q)«—  cos  27(6)*  j 

sin  C  -  -      (co8 ^ cog  ff(6) _cos ß cos  i7(a)ja  ~ 


oder: 


448  Gruner t:  Allgemeine  analytische  Theorie  der  Function  II(x) 

.  (sin  B*  -  sin  C*)  {sin  17(6)*--  sin  77(c)«l 

smA  —  { cos  B  cos  27(c)  —  cos  C  cos  77(6)J*  ' 

29)       l       m  -     (si"  C  ~      A*)  jsin  72  (c)«  -  sin  77  (o)«} 
J  m"  """"      {cosCcos77(a)— cos,4cos77(c)}»  ' 

.  (sin  ,4»— sin  g2)  j  sin  77(q)*  -  sin  77 (6)«} 

8Wt  ~  {cos  4  cos  77(6)  — cosffcos77(«)}* 

ergiebt. 

§.  8. 

Aus  der  ersten  der  drei  letzten  Gleichungen  in  35)  folgt: 

sin  B  sin  C —  cos  /?  cos  C  sin  i7(q) 
COS  A  ~   ; — T7/  x  » 

also  ist,  wie  man  leicht  findet: 

_          ~      A          .  sin/? cos C+ cos/? sin  Csin  77(a) 
cos  JE?  +  cos  Ccos  .4  =  sin  C  sin  77(c)  ' 

~  .        .      ö       .   „  cos  B  sin  C-f  sin  /? cos  C  sin  77(a) 
cos  C+ cos  AcosB  =  sin/?  sln27(a)   5 

folglich : 

cos  /?  +  cos  C  cos  A  sin  C  sin  ßcos  C  +  cos  /?  sin  Csin  17 (a)  # 
cos  C+  cos  ^  cos  /?  ~~  sin  /?  *  cos  /?  sin  C  +  sin  /?  cos  Csin  77(a)  ' 

nun  ist  aber  ferner  nach  35): 

cos  B  -|-  cos  C  cos  A  sin  77 (6)      sin  C 
cos  6 -f  cos  ^4  cos  B  *  sin  27(c)  ~~  sin  /? ' 

also  oflfenbar: 

sin  77(6)  sin  B  cos  C+  cos  B  sin  C  sin  77(g)  _ 
sin77(c)'cosÄsinC+sinifcosCsin77(a)  ~~ 

Daher  bat  man  überhaupt  die  folgenden  Gleichungen: 

sin  77(a)  sin  i4  cos  2?  +  cos  As'iuB  sin  77 (c)  ^ 

sin  77(6)  '  cos/lsmZ?-fsin  ^  cos  Z?  sin  27(c)  ' 

m       J  sin  77(6)  sin  B  cos  C+ cos  ff  sin  Csin  77(g)  _ 
;""  <  sin77(c)  cosÄ6inC+sinÄcosCsin77(a)'" 

sin  77 (c)  sin  Ccos  A  -f  cos  Csin  A  sin  77(6)  _  . 
sin  77(a)*  cos  Csin  A\  sin  Ccos  A  sin  27(6)  ~~  ; 

aus  denen  sieb  leicht: 
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41) 


liJ  €)  ~  "WSÄ^ffl^fi^/^  6j-lilfic»Clil/^(f;, 


' "*     cv*  CVio  J*io  /7  c)  -  «b  C  <**A      77  t«; ' 
.  «b  .4  eoe  B^'izU  G;  —  et*     «a  Z?      £7  (4*| 


42; 

■■{ff—  CT«  |m 


X*t*    tili  C  «0  17  1)  —  *io  c 

» (C— Bit?—* 

jcx«  CwmAwmUW-mmCi* 

Mi  { J  —  ff)2  j«  U(«}*  - 

|ü«  j|  «to U(b) — ein  Avn*  B «in  UM« 


f.  V. 

15)  3*: 

(00«  ff  +  ««*  C«w  J)  «tu  77  (6)  =  «o  CmnAi 


&l«n  ^  wenn  man  au*  di«wi.  l»eideo  Gi^iebuutreo  votff 

€**  J  «h>  C  «io  77  (ic )  «in  £/  (*)  ä  *m  ff  «in  B        «in  ^      C  «n  ü  («X 

Tireil  LI. 


uiginze 
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,   _     sin  AcosC+  cos  /f  sin  Csin  77(6)  .   „,  . 

8,dä=  8,ni7(o)- 

Weil  nun  aber  nach  35) 

sin  A  tang  77  (a)  =  sin  B  tang  11(0) 
ist,  so  erhält  man  offenbar  die  Gleichung: 

sin  4  cos  77(6)  =  {sin  A  cos  C+cosA sin  Csin  77(6) }  cos  77  (o) , 
und  hieraus  lerner: 

cos  J7  (6)  —  cos  C  cos  il(q) 
cot*-     sin  Csin  77(6) cos  77(«)  ' 

also  überhaupt  die  Gleichungen: 

cos  71(6)  —  cos  Ccos  77(q) 
cot  A  "    sin  Csin  77(6)  cos  77(«) 

cos  77(c)  —  cos  B  cos  77  (g) 
—    sin-#8in77(c)cos7I(a)  ' 


coiB  = 


44) 


cotC  = 


cos  77(c) — COS  ^  COS  77(6) 
sin  A  sin  77(c)cos  77(6) 

cos  77(q) — cos  Ccos  11(6) 
sin  Csin  I7(a) cos  77(6) 

cos  il(a)  —  cos  B  cos  77  (c) 
sin^sinI7(a)  cosü(c) 

cos  JI(6)  —  cos  J  cos  IJ(c) 
sin  ,4  sin  77(6)  cos  77  (c)  ' 


J.  10. 


Nach  40)  ist  : 

sin  77  (c)  cos  B  sin  C  -f  sin  /?  cos  C  sin  77(a) 
sin  77(6)  *  sin  Äcos  C  +  cos  Äsin  Csin  77 (a) 


=  1, 


also: 


,  .  sin^  cosC 

n/  \  *  +  ~ — 7»*  öSin7i(a) 

sin  77 (c)        sin  C  cosl?  v  ' 

slnil(6)'  sini?  cos  C  ,    .  % 

shTC-c-o7Ä  +  Mu/7(a) 

folglich  nach  35): 


=  1. 
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tang77(c)  .  cos  C 

sin  77(c)  1  +  fang  77(6) 8>niJW' cos  ig  _ 
•in  77^6) #  tang77(c)  cos  C  ~~  ' 

tangn(6)'c^ß  +  8iniI(a) 

also,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

cos  C     fang  77(6)  sin  TI(c)  —  sin  77(»)  sin  77(6) 
cösZ?     taog iJ(c)  *  sin 77 (6)  —  sin  J7(o) sin  77(0")' 

Nun  ist  aber  nach  37): 

^      cos  Z?cos  77(6)  —  cosCcos77(c) 
~~  cos  /?  cos  77  (c)  —  cos  C cos 77(6)  * 

also: 

cos C       „.  . 
cos  77(6)  -  jjj-g  cos  71  (c) 

cos /4  =  —  cÖb~C  ' 

cos  77 (C)f—  — ^  cos  77  (6) 

und  man  erhält  nun,  wenn  man  in  diese  Formel  den  vorhergehenden 
Ausdruck  von  cos  C:  cos  B  einfuhrt  und  der  Kürze  wegen 

Z  =     {sin  71(6)  -  sin  77(a)  sin  77  (c)}  cos  71(6)*  sin  77(c) 

-  {sin  77  (c)  —  sio  77  (a)  sin  77(6)}  sin  77(6)  cos  77(c)2, 

iV  =     {sin  77(6)  —  sin  77(a)  sin  77(c)}  cos  77(6)  sin  77(c)  cos  77(c) 

-  {sin  77(c)  — sio  77(o)  sin  11(6)}  sin  77(6)  cos  77(6)  cos  77(c) 

setzt,  leicht: 

•ä  2 
cos/f  = 

Ferner  findet  man  ohne  alle  Schwierigkeit: 

Z  ss     sin  77(6) sin  77(c)  {cos  77(6)*  —  cos  77(c)*| 

—  sin  77  (a)  {cos  77(6)*sin  77(c)*— sin  77(6)» cos  77(c)*( 
=  {sin  77(6)  sin  77  (c)— sin  77(a)|  {cos  77(6)*— cos77(c)*I 
=  {sin  77(u)  -  sin  77(6)  sin  77(c)  |  {sin  77(6)*  -  sin  77<c)* | 

und 

TV  =  sin  77(c) cos 77(6) cos 77 (c)  {sio  77(6)*-  sin  77(c)*|, 
so  dass  also  nach  dem  Vorhergehenden: 

sin  77(a)  — sin  77(6)  sin  77(c) 


cos  A  = 


sin  77(a)cos  77(6)  cos  77(c) 

29» 
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ist,  und  wir  daher  überhaupt  die  folgenden  Formeln  haben: 

sin  77(q)  — sin  Il(b)  sin  77(c) 
|  cos  A  —  sin  n(a)  cog        coa  . 

'  sin  77(6) — sin  77  (c)  sin  TI(a) 

45)  .  .  .    <  costf  -  8inn(6)cos 77(c)cos77(a)  ' 


i 


sin77(c)--sin77(q)  sin  17(6) 
cosC  —  ginn(c)cos77(a)cosn(6)  # 

Wenn  mau  die  Formeln  35),  44),  45),  nämlich  überhaupt  das 
System  der  Formeln : 

46) 

sin  Atangll(a)  s=  sin 2?  tang  17(6), 
sin  £  tang  77(6)  =  sin  C  tang  77(c) , 
sin  Ctang  77(c)  =  sin  A  tang  77  (ö); 

(cos  ^1  +  cos  B  cos  C)  sin  I7(a)  =  sin  Z?  sin  C, 
(cos  ß  +  cos  Ccos  A)  sin  17(6)  =  sin  Csin  A, 
(cos  C  +  cos  ^  cos  B)  sin  77(c)  =  sin  A  sin  /? ; 

cos  1/(6) — cos  C  cos  II(a)     cos  il(c)  —  cos  B  cos  77 (c) 
cot/1        sin  Csin  77(6)  cos  U{a)~  ~  "sin/fsio  77(c)cos77(a)  ' 

ß  cos  77 (c)  —  cos  A  cos  77(6)  cos  71  (a)  —  cos  C  cos  77(6) 

sin  A  sin  Il(c)  cos  77(6)  sin  Csin  77(a)  cos  77(6)  ' 

^  cos  II(a)  — cos  B  cos  77 (c)     cos  77(6)  —  cos  A  cos  77(c), 
cotC—    sinÄsin77(a)cos77(c)    —  "sTn^ sin 77(6) cos 77(c)  * 

sin  77(a)  -  sin  77(6)  sin  77(c) 
cos/i-  si„  n(o)  cos  n(6)  cos  n(c)  ' 

cos  B  —  sm        —  8m        Sin  ^  (q) 
C0S     ~~  sin77(fl)cos  7/(c)cos77(a) 

sin  77(c)cos  77(a)  cos  77(6)  . 

fiberblickt,  so  ist  eine  gewisse  Analogie  dieser  Formeln  mit  dea 
Grundformeln  der  ebenen  und  noch  mehr  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie nicht  xu  verkennen,  und  es  scheint  eine  weitere  Ver* 
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folgung  des  sich  hieraus  ergebenden  Gesichtspunktes  sich  in 
mehrfacher  Beziehung  sehr  zu  empfehlen.  Deshalb  wollen  wir 
von  jetzt  an  ein  System  von  sechs  Grossen 

a,  b,  c;   A,  Bf  C 

welche  den  Gleichungen  46)  genügen  oder  durch  welche  diese 
Gleichungen  erfüllt  werden,  ein  imaginäres  oder  eingebil- 
detes Dreieck  nennen,  und  es  sollen  a,  b,  c  die  Seiten*), 
dagegen  A,  B,  C  die  diesen  Seiten  gegenüberstehenden  Winkel 
dieses  imaginären  oder  eingebildeten  Dreiecks  genannt  werden, 
wodurch  —  wenn  auch  andere  Vortheile  dadurch  nicht  erreicht 
werden  sollten  —  doch  jedenfalls  eine  leichte  und  bestimmte  Aus- 
drucksweise ermöglicht  werden  wird,  was  für  das  Folgeode  von 
besonderer  Bedeutung  ist.  Wir  werden  daher  im  Folgenden  auch 
von  gleichseitigen,  gleichschenkligen,  rechtwinkligen  u.  s.  w.  ima- 
ginären oder  eingebildeten  Dreiecken  sprechen,  was  nach  dem 
vorher  Gesagten  ohne  alle  weitere  Erläuterung  verständlich  sein 
wird.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  alle  früher  gemachten 
Voraussetzungen  auch  im  Folgenden  stets  festgehalten  werden 
müssen,  in  welcher  Beziehung  wir  besonders  auf  die  Bedingungen 
oder  Voraussetzungen 

0  <  A  <  180", 
üsÄ<  180°, 
0  <  C  <  180" 

und 

A  \  B  +  180° 
nochmals  aufmerksam  machen  wolleu. 

§.  12. 

Wegen  der  Bedingung 

A  +  B+C  ^  180° 

kann  jedes  imaginäre  oder  eingebildete  Dreieck  höchstens  einen 
rechten  Winkel  haben,  und  setzen  wir  also  J=90°,  so  erhalten 


*)  Es  ist  wohl  kaum  die  besondere  Bemerkung  milbig,  dass  a%  6,  c 
hier  durchaus  nur  als  reine  Zahlen  aufzufassen  sind,  und  also  auch  in 
diesem  Sinne  der  Ausdruck  ,,Seiten"  zu  nehmen  ist,  wobei  Weiteree 
noch  vorbehalten  wird. 
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wir  für  das  imaginäre  oder  eingebildete  rechtwinklige  Dreieck  aas 
den  Formeln  46)  die  folgenden  Formeln: 

47)  ' 

tang  27(a)  =  sin  JStang  27(6), 
sin  #  tang  27(6)  =  sin  C  tang  /I(c), 
tang  27  (a)  =  sin  Ctang  27(c); 

•  * 

sin  17  (a)  =  tang  Z?  tang  C, 
sin  C=  cos  ß  sin  27(6), 
sin  B  =s  cos  Csio  27  (e) ; 

cos  27(6)  =  cos  Ccos  77  (a),  cos  27(c)  =  cos B cos  22 (a), 

cot  27(c)     cos  27(a)  —  cos  C  cos  2T  (6) 
cot  B  —  cos27(6)  ~  ~  «in  CVm  27(a)  cos  21(6)"  * 

cos  27(a)  —  cos  B  cos  27 (c)     cot  27(6)  t 
cotC  ~    sin  #  sin  27  (a)  cos  27  (c)"  ~  cos27(c)5 

sin  27(a)  =  sin  27  (6)  sin  27  (c), 

cos  #  —  sin        ~  sin  ^(c)sin   cos  27 (c) 

L        ~~  sin  27(6)  cos  27(c)  cos  27 (a)  cos27(a)* 

sin  27(c)  —  sin  77(q)  sin  27(6)  _  cos  77(6) 
008     ~~  sin  27(c)  cos  27(a)  cos  27(6)  ~~  cos  27(a)' 

Anmerkung.  In  dem  Falle  A  +  B+  C=  180°,  welcher  ja 
hier  nicht  ausgeschlossen  ist,  ist,  weil  ^  =  90°  ist,  J?+C  =  Ö0°» 
also  offenbar 

cos  B%  +  cos  C*  =  1 , 


=  1, 


und  folglich  nach  vorstehenden  Formeln: 

cos  27(6)*     cos  77(c)* 
cos27(a)*  +  cos]l(a)* 
also 

cos  27(a)*  =  cos  27(6)*  +  cos  27(c)2. 
Man  bedenke  nun  aber,  dass  in  diesem  Falle 

tang  B  tang  C  =  1 , 
sin  C  =  cos  Bt  sin  B  =  cos  C; 
also  nach' dem  zweiten  Systeme  der  vorstehenden  Formeln: 
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sin  27  (a)  =  sin  27(6)  =  sin27(c)  =  1, 

folglich : 

cos  27  (a)  =  cos  Il(b)  =  cos  27(c)  =  0 

ist.  Weitere  Betrachtungen  hierüber  setzen  wir  jetzt  bei  Seite, 
wollten  Vorstehendes  aber  nicht  unbemerkt  lassen,  auch  uro  einige 
Vorsicht  bei  diesen  Gegenständen  zu  empfehlen. 

Nach  Vorstehendem  haben  wir  die  Gleichung 

sinC  =  cos/?  sin  27(6). 

Nehmen  wir  nun  an,  dass,  indem  6  ungeändert  bleibt,  B  sich 
der  Gränze  Null  nähert,  so  wird  sin  C  sich  der  Gränze  sin  17(6) 
bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern,  oder  es  wird: 

sin  21(6)  =  Lim  sin  C 

sein. 

Wir  wollen  nun  einmal  setzen,  dass 

sin  C  =  sin  21(6) 

sei,  so  wird  sich,  da  sowohl,  wenn  ArcC  den  den  Winkel  C 
messenden  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Längeneinheit  als  Halb* 
messer  beschriebenen  Kreise  bezeichnet,  Are  C  als  auch  27(6) 
zwischen  0  und  n  liegt,  aus  der  obigen  Gleichung  nur  schliessen 
lassen,  dass 

ArcC  =27(6)   oder   Are  C=  w— 27(6) 
sei.    Bekanntlich  ist  immer 

Are  A  +  Are B  +  Are  C"^  n, 
also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

Are  A  =  {  n 

ist: 

Are B+  ArcC  ^  \n, 

folglich  immer 

ArcC  <  in, 

weil  niemals 

Arcß  =  0 
sein  kann,  da  ja  bekanntlich  immer 

0  <  B  <  180« 
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sein  muas.    Ist  nun 

27(6)  <  \n   also   *—  27(6)  > 
so  kann  man  nur 

Are  C=27(6) 

setzen;  ist  dagegen 

# 

27(6)  >  \n   also   »-27(6)  <  \n, 
so  kann  man  nur 

Are  C  =  *  —  77(6) 
setzen;  wollte  man  noch 

17(6)  = 

annehmen,  so  wurde  aus  der  Gleichung 

sin  C  =  sin  27(6)  =  1 

offenbar 

ArcC=$* 

folgen,  was  unzulässig  ist,  da  ja  nach  dem  Obigen  immer 

ArcC<i« 

ist. 

Offenbar  wird  nun  aus  der  Gleichung 

Lim  sin  C  =  sin  27(6), 

jenachdem 

27(6X1»   oder   27(6)  >  i» 
ist,  auch  beziehungsweise  zu  folgern  sein: 

Lira  Are  C=  27(6)   oder   Lira  Are  C  =  *  —  27(6)  *). 


•)  Ich  erinnere  hierbei  an  Lobatschewskis  „Angle  de  pa- 
rallelem e*'  (m.  s.  Stüdes  geom£  tri  q  ues  aar  la  Theorie  des 
paralleles  par  N.  J.  Loba  tsche  w  sky;  tradnit  de  l'Alleroand 
par  J.  Hoüel.  Paria.  1866.  Nr.  16.  p.  4.).  Bei  Bolyai  findet 
sich  dieser  Winkel  auch,  aber  ohne  besondere  Benennung  (m.  s.  La 
science  absolae  de  l'espace,  independante  de  la  virile  ou 
faassete  de  l'Axidme  XI  d'Enclide,  par  Jean  Bolyai;  (tra- 
duit  par  J.  Hoüel).   Paris.    1868.    p.  37.). 
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§.  13. 

Betrachten  wir  jetzt  das  gleichschenklige  imaginäre  oder  ein- 
gebildete Dreieck,  in  welchem  6  =  c  ist,  so  ist  nach  46): 

1_  sinil(q)  1-sin77(q)  . 

C0S    —  cos  27(q)  cos  27(6)  '     C0Ä  C  ~  cos  27(o)  cos  21(6)  ' 

also  cos  2?=  cos  C,  und  folglich,  weil  alle  Winkel  zwischen  0  und 
180°  liegen,  /?  =  C.  Daher  sind  im  gleichschenkligen  imaginären 
oder  eingebildeten  Dreieck  die  Winkel  an  der  Grundlinie  einander 
gleich,  und  im  gleichseitigen  imaginären  oder  eingebildeten  Dreieck 
sind  folglich  alle  drei  Winkel  unter  einander  gleich. 

Umgekehrt  folgt  aus  der  Gleichung 

sin  B  tang  27(6)  =  sin  Ctang  27(c) 
io  46)  für  B=  C  unmittelbar 

tang  12(6)  =  tang  27(c), 
also,  weil  27(6)  und  27(c)  zwischen  0  und  n  liegen: 

27(6)  =  27(c), 

folglich  6  =  c,  so  dass  also  in  jedem  imaginären  oder  eingebil- 
deten Dreiecke  mit  zwei  gleichen  Winkeln  die  diesen  Winkeln 
gegenüberstehenden  Seiten  einander  gleich  sind;  also  ist  ein  gleich- 
winkliges imaginäres  oder  eingebildetes  Dreieck  auch  jederzeit 
ein  gleichseitiges. 

Aus  den  Formeln  46)  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  auch: 

_  sin  12  (q)-  sin  27(6)» 
C06A-   sin  27(q)  cos  27(6)«  * 

folglich : 

sin27(6)«{l-sin27(«)} 
sin  77(q)  cos  27(6)* 

oder: 

2sia^=u.8fl(t)»1-;y. 

Nun  ist  aher  nach  22): 

sin  27(jo)» 

also: 


4.rj8  Gruner  l:  Allgemeine  analytische  Theorie  der  Function  U(x) 

i      |  1+cosIKJo)*-  sin  n(la)*  _  2co8i7ga)» 

i  —  sid  Ii  {a)  _  -        {  +  C(jg  jjtfa)»  —  1  +  cos  27  tfa)* ' 

und  folglich: 

i_^)=  2cosn^  2cotlI(.a),( 

sin  J7(a)         sin  7/($a)*  v*  ' 

also  nach  dem  Obigen: 

sini4Ä  =  cotZ7(ia)*tangi7(6)a, 

oder: 

tang  17(6)*  =  sin  i^»tang  ntf«)*. 

Nach  23)  ist:  ♦ 

tang  U{a)  =  l  sin  27(i«)  tang  I7($a), 

und  es  haben  also,  weil  sini7(£a)  stets  positiv  ist,  tang  Z7(Ja) 
und  tang  27  (a)  gleiche  Vorzeichen;  wegen  der  Gleichung 

sin  A  tang  U{a)  =  sin  /?tang  17(6) 

haben  aber  tang  77 (a)  und  tang 27(6)  gleiche  Vorzeichen;  also 
haben  auch  tang  J7 (inj  und  tang  17(6)  gleiche  Vorzeichen,  und  u 
folgt  daher  aus  der  Gleichung 

tang27(6)a  =  sin \A*  tang  27(iö)* 

die  Gleichung: 

r 

48)  tang  77(6)  =  sin  \A  tang  Z7(*a). 

Im  gleichseitigen  imaginären  oder  eingebildeten  Dreiecke  ist 
a  =  6,  also  nach  der  vorstehenden  Formel: 

tang  17  (a)  =  sin  ^  tang  27  (Ja), 

also,  weil 

tang  77(o)  =  J  sin  27(Ja)  tang  27(Ja) 

ist: 

49)  sin77(i«)  =  2sini^. 

Die  Betrachtung  des  gleichschenkligen  und  gleichseitigen  ima- 
ginären oder  eingebildeten  Dreiecks  wollen  wir  jetzt  nicht  weiter 
ausführen. 

■ 

§.  14. 

Es  lassen  sich  noch  viele  andere  merkwürdige  Relationen 
zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  des  imaginären  oder  eingebil- 
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deteo  Dreiecks  entwickeln,  über  die  wir,  ohne  diesen  Gegenstand 
zu  erschöpfen  die  Absicht  zu  haben,  jetzt  noch  Einiges  sagen 
wollen. 

Nach  37)  ist: 

cos  B  cos  21(6)  —  cos  Ccos  i7(c) 
cp8    ~~  cos/? cos 17(c)  —  cos  C cos  17(6)' 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

D  cos  Bs'm  Cacos77(6)  —  cos  Csin  Z?acos  iJ(c) 

COS  Ii  \  COS  Ii  COS  C  =   ri  fTP~\  ~,  /">   »I  tt/A\   » 

COS  /*  cos  77(c) —  cos  C  cos  27  (o) 

™«  /?  .  .rtfi  rVn*  ^  -  (cosg*-cosC*)cosi7(c)  m 
cos  Z?  +  cos  Ccos  A  -  cosßcosZ7(c)^cosCcosi7(6)  • 

weil  nun  nach  36) 

(cos  A  +  cos  Z?  cos  C) cos  77(«)  =  (cos  B  -f  cos  Cc/>s  4)  cos  77(6) 
ist,  so  ist: 

_   (cos  ff2  —cos  Ca)  cos  17(6)  cos  77(c) 

cos  77(a)  -  ^^gln^äc^ij^)  _ Cos  Csin  B*cos  77(c)* 

Nach  46)  ist: 

sin  B  sin  77(6)  cos  27(c)  =  sin  Ccos  17(6)  sin  77(c) , 

also: 

sin  ß2sin  77(6)2cos77(c)a  =  sin  Cacos77(6)2sin77(c)a 

folglich,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  cos27(6)2cos  27(c)2  addirt: 

cos77(c)2{cos  77(6)a  +  sin     sin  17(6)»  J 
=  cos77(6)a  {cos27(c)a+sin  C2sin  27(c)2}, 

cos  27(c)2{sin  B*  +  cos  B2 cos 77(6)*} 
=r  cos  27(6)2{sin  C2  +  cos  C2cos  27(c)2J ; 

also : 

sin  £^08  77(6)*— sin  £2cos77(c)2  —  (cosÄ2  -  cosC2)cosI7(6)2cos27(c)a 

=  0, 

und  hieraus: 

cos  ß  cos  Csin  C2  cos  27(6)2  —  cos  B  cos  C  sin  B2  cos  27(c)a  1  „  _  q 
-  cos  B  cos  C  (cos      —  cos  Ca)  cos  27(6)2  cos  17  (c)a  ) 

Weil  nun  offenbar  identisch 

(costf2— cosC2-cosßasinC2+sinJ52cosC2)cos27(6)cos77(c)  =  0 
ist,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
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(cos  JET2— cos  C2  —  cos  B*  sin  C2  +  sin      cos  C2)  cos  27(6)  cos  27  (c) 
=    cos  B  cos  Csin  C2cos  27(6)2—  cos  Bcos  C  sin  2?2cos  27(c)2 
-  cos  JJcos  C(cos  ß2—  cos  C2)  cos  27(6)2  cos  27(c)2, 

und  bieraas  ferner: 

(cos B2— cos  C2){1  +  cos  Bcos  Ccos  27(6) cos I7(c)} cos  11(6) cos 27(c) 
=     cos  Zfsin  C2 cos  17(6)  {cos  2? cos  27 (c)  -f  cos  Ccos  27(6)} 
—cos  Csin  /?2cos  J7(c){cos  B  cos  17 (c)  +  cos  Ccos  2T(6)J 
=     {cos  fisin  C1  cos  27(6)  -  cos  Csin  B2  cos  Il(c)\ 
X {cos  Äcos  27(c)  -f  cos  Ccos  27(6)} , 

also: 

 (cos  B*  —  cos  C2)  cos  27(6)  cos  27(c) 

cosBsin  C2cos  22(6)— cos  Csin  2?2cos  27(c) 

co§  B  cos  II(c)  -f  cos  Ccos  27(6) 
1  +  cos  B  cos  C  cos  27(6)  cos  27 (c) " 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 

n(  cosffcos  27(c)  -f  cos  Ccos  27(6) 

cos    (a)  —  j  +      ^  cog  c  cos  27  (c)  ' 

und  mit  gehöriger  Vertauschung  der  Zeichen  hat  man  also  die 
folgenden  Gleichungen: 

cos  B  cos  II  (c)  -f  cos  Ccos  27  (6) 
cos li(ö)  —  1-f.cos/?  cos Ccos~J/(6)cos77(c) ' 

,  a        !  cos  Ccos  27 (o)  -f  cos    cos  27(c) 

50)...    JcOHTI(b)  =  -s-r  7;  ^-p^  5=7—  

]        w     1  -f*  cos  C  cos  A  co  All  (c)  cos  27  (a) 
1        w  —  1  -r-  cos  J  cos  B  cos  2J(«)  cos  27  (6)* 

§.  15. 

Nach  46)  ist: 

Ii         a      rr/^x      rr/  n     sin  27(6)  sin  27(c) 
1 1-cos/i  cos  27  (6)  cos  27  (c)  =  s8og(g)  » 

51^       Ji  »      tt/  n      tt /  \      sin  27(c) sin 27(a) 

oi;....  /I  — cos/fcos  J7(c)cos77(a)  =  .  7        v  7y 

j  x  /         v  /  sin  27(6) 

fi         ^      tt /  \  sin  27(o) sin 27(6) 

1  —cos  Ccos  77(«)  cos 27(6)  =   .   r. ,  x  v 

v  7  sin  22  (c) 
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also  durch  Multiplication: 


52) 


1 1  -  coSi4cos27(6)  cos22(c) }  ( 1 — cosBcos22(c)  cos22(a)}  =sin  22  (c)* 
|l— cos/?co822(c)cos27(a)}  ]  1  — cos  Ccos22(a)cos22(6)}  =sin22(a)*, 
{ I  -cosCcos22  (a)cos27(6)}  { 1  —  cos  <4  cos22(6)  cos22(c)}  =8Ui22(6)* ; 

und  hieraus  ferner: 

{ 1  —  cos  A  cos  22  (6)  cos  22(c)}*{  1  —  cos  B  cos  22(c)  cos  22(a)}* 

X  { 1  —  cos  Ccos  22(o)  cos  22(6)}* 
=  sin  27  (a)*  sin  22(6)*sin  27(c)*, 

also,  weil  bekanntlich 

sin  22  (a),   sin  21(6),    sin  2I(c) 

und  offenbar  auch 


{ I  —  cos J  cos  72(6)  cos  22(c)} )  l — cos  Äcos  2T(c)  cos  2I(a)( 


Durch  Entwicklung  der  Producte  in  52)  erhält  man  sehr 
leicht  die  folgenden  Gleichungen: 


1  —  cos  A  cos  22(6)  cos  22  (c), 
1 — cos Z? cos  22(c)  cos  22  (o), 
1  —  cos  Ccos  22  (a)  cos  22(6) 


lauter  positive  Grossen  sind: 


53) 


X  { 1  -  cos  C  cos  22  (<?)  cos  22(6)} 
=  sin  22(a)  sin  22(6)  sin  22(c). 


cos22(g)     cos  22(6) 
cos^  cosB 


cos  22  (a)cos  27  (6)  cos  U  (c) = 0, 


cos  A  cos  B 


co8  22(6)     cos  22(c) 
cos#  COäC 


cos  B  cos  C 


cos  22(a) 


cos77(a)cosZ7(6)cos77(c)=:0, 


co  8  77  (c)      cos  II (a) 
cosC  cosA 


cos  22(6) 


cos22(a)cos77(6)  cos22(c) =0. 


cos  C  cos  A 
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§.  16. 

Aus  der  aus  46)  bekannten  Gleichung 

^  sin  77(a)  —  sin  77(6)  sin  Il(c) 

~~  sin  il(aj  cos  77(6)  cos  77  (c) 

erh&lt  man,  wenn  der  Kürze  wegen: 

* 

55)....  G  =  V  !  1  -s.|n  n^)2  -  s.|o         -  8in 


+  sinn(a)Vm77(6)sin77(c)! 


2 

sin  77(<i)siii 
oder  auch 

55*)        G  =s  V(2(l  +  ^4fT-J  (1  +  -r-4f7Ti)(l  -f  -r-ir-J 

7  in»  gm  i/(a)  v    '  sin  77(6)  v      sin  77(c)' 

 1_  I  1_  2 

+  sin  n(o)  +  sin  22(6)  +  «in  77  (c)'  1 

gesetzt  wird: 

sin  A*  =  G2tang  77(6)a taug  77  (c)*.  . 

Weil  nun  aber  wegen  der  aus  46)  bekannten  Gleichung 

sin  B  tang  JI(6)  =  sin  Ctang  77(c) 

offenbar  tang  17(6)  und  tang77(c)  gleiche  Vorzeichen  haben,  also 
das  Product  tang 77(6)  tang  77(c)  positiv  ist,  und  auch  smA  po- 
sitiv ist;  so  haben  wir  die  folgenden  Gleichungen: 


'  sin  A  =  G  tang  71(6)  tang  77(c), 

56)  ]  sin#=  G tang  77(c)  tang  77(a), 

(  sin  C=  G  tang  77(a)  tang  77(6). 


§.  17. 

Nach  46)  ist: 

1   CQ8/1  -f  COS  Z?  COS  C 

sin77(a)~       sintfsinC  ' 
und  folglich,  wie  man,  weil 

cot  77  (o)*  -   T-  A  -  l 
v  '  su»7i(a)a 

ist,  hieraus  leicht  flndet: 
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\  <rw,  v«  1 — co8i4a  —  cosB2 — cosCa — 2 cos  A  cos B cos  C 

COt  ii(a)2  =  :  UÖT-- —   » 

v  '  sin/fasinCa 

also: 

cot  I7(a)a  1  —  cos  i4*  —  cos  #a  —  cos  Ca— 2  cos  A  cos  Z?  cos  C 

"shTä*-   sin^sin^shTC*  ' 

folglich  überhaupt: 

cotJ7(a)a  _  coti7(6)a  coti7(c)a 
57) sin  ^«    ~    sin  ß2    —    sin  Ca 

1  —  cos        cos  B2  —  cos  Ca — 2cos  A  cos  Zf  cos  C 
—  sin,4asinBasinCa 

Weil  nun,  wie  schon  früher  bemerkt  worden  ist,  die  Grössen 
tang  II  (a),  tang  77(6),  tangI7(c),  und  daher  auch  cotU(o),  cotlZfo), 
cotJT(c)  gleiche  Vorzeichen  haben,  so  ist: 

cot  TL (a)     cot  il(o)  _  cot  J7(c) 
5Ö) sin^    —   sin  /f   —    sin  C 

was  wieder  auf  die  drei  ersten  Gleichungen  in  46)  zurückführt: 

Leicht  erhält  man  auch  die  folgenden  Formeln: 

1     tang  Z?  tang  C  _         cos  A 
~~    sinI7(<z)        ~  cos  i?  cos  C' 

j     tang  C  tang  4   cos  B 

*~    sin  J7(6)         "~  cos  Ccos  A  3 


l     tang/4tangi?  cos  C  , 

,   sin  I7(c)     ~~  ~  cos  A  cos  5 


und  hieraus: 


tang  g  tang  C        tang  C  tang  A  _  1 
*         sin  JI(a)     ' 1         sin  '  "*  cos  Ca' 

,      tang  C  tang  ^4.        tang  ^  tang  I?  1 
{         sinJ7(6)  sin!7(c)     1  ~  cos^2' 

tang /I  tang  B         tang  g  tang  C  1 
* 1        sin  n{c)    1  [  sin  I7(a)     *  ~  cos B*' 

Entwickelt  man  die  Producte  auf  den  linken  Seiten  dieser 
Gleichungen,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 
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60) 

sin  JI(«)  tang  ,4  +  sin  22(6)  tang  /?+  sin  7I(a)  sin  7Z(6)  tang  C  \ 

—  tang  A  tang  B  tang  C) 

sin  27(6)  tang  Z?  +  sin  U(c)  tang  C + sin  JI(6)  sin  21  (c)  tang  A  \  _  Q 

—  tang  J  tang  1?  tang  C  ) 

sin  2Z(c)  tang  C-f  sin  27(o) tang 4 -f  sin  27(c)sin  JI(o)  tang/?  )  _  q 

—  tang  ,4  tang  B  tang  C  ) 

Durch  Mnltiplication  erhält  man  aus  den  Gleichungen  59)  die 
Gleichungen: 

tangfftang  C  2   tangCtang/i*  tangiltang/?  * 

JI~   sin  JI(fl)   H1       sin  27(6)   '  sin  27  (c)  * 

1 


cos  A%  cos  25*  cos  C2' 


Im  spitzwinkligen  imaginären  oder  eingebildeten  Dreieck  sind 
die  Winkel  A9  B,  C  sämmtlich  spitz,  ihre  Cosinus  also  sämmtlich 
positiv,  folglich  die  Grossen 

cos  A  cos  B  cos  C 


cos  B  cos  C  9    cos  C  cos  ^  '    cos  A  cos  /? 

gleichfalls  sämmtlich  positiv.  Im  stumpfwinkligen  imaginären  oder 
eingebildeten  Dreieck  ist  von  den  Winkeln  A,  B,  C  der  eine 
stumpf,  die  beiden  anderen  sind  spitz,  und  die  Grossen 

cos  A  cos  B  cos  C 


cos  B  cos  C    cos  C  cos  A 9    cos  A  cos  Z? 

sind  also  offenbar  sämmtlich  negativ.  Wegen  der  aus  dem  Obigen 
bekannten  Gleichungen: 

j     tang  B  tang  C   cosi4 

sin  ZI(a)         ~~  cos  B  cos  C* 

j     taneCtang^  cos  B 

si  n  17  (6)  cos  C  cos  A  * 

j     tang  ^  tang  B  _  cosC 

sin  27  (c)  cos  J  cos  B 

sind  folglich  die  Grössen 

1     tang  ff  tang  C         tang  C  tang /I  tang^taogl? 
sin  /7(o)    »    1        sin  27(6)    '  sin  27(c) 
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im  spitzwinkligen  Dreieck  s&mmtlich  negativ,  im  stumpfwinkligen 
Dreieck  sänimtlicb  positiv,  so  dass  also  das  Product 

f.  tang  Z?  tang  (  tang  C  tang  ^41  (  tang  AtangB  \ 
\*        sini7(a)     M         sinZI(6)    M        sin2I(c)  J 

im  spitzwinkligen  Dreieck  negativ,  im  stumpwinkligen  Dreieck  po- 
sitiv ist;  und  da  nun  das  Product 

cos  A  cos  B  cos  C 

im  spitzwinkligen  Dreieck  positiv,  im  stumpfwinkligen  Dreieck  ne- 
gativ ist,  so  ergiebt  sieb  aus  dem  Obigeu  offenbar  die  Gleichung: 

•  61) 

| .  tang  B  tang  C\  (  tangCtang^  W  tang  A  tang  B\ 
\  sin27(o)  ~  H         sini7(6)     J\  sinH(c)  ) 

I 


"  cos  A  cos  B  cos  C ' 
§.18. 

Nach  56)  ist: 

sin  A  =  G  tang  27(6)  tang  I7(c), 
sin  B  =  G  tang  ü(c)  tang  27(<i), 
sin  C  =  GtangU(a)tang27(6); 

» 

und  die  Ausdrücke  von 

cos  A,   cos  B,   cos  C 
in  46)  kann  man  auf  folgeode  Art  darstellen: 

cosA  =  tang  17(6) tang H(c)  { -j^^jj^  -  JB£TI(ö)' 
cosfi  =  tang I2(c) tang (|HTiI(C) sin D(a)  ~ iiiTW) }  * 

eosC  =  tangn(a)tangi2(o)  {,,„  fi®  ~  ai^W)  }  ' 

Also  ist: 

Theil  LI.  30 
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sin(£  +  C)  =  sin  #  cos  C+  cos  ß  sin  C 

=     G  tang  I7(a)*  tang  17(6)  tang  II(c) 

f  1  1  ) 

X  \sinn(a)sinJ7(6)~flinn(c)J 

+  G  tang  n(a)*tang  17(6)  tang  2Z(c) 

{  sin  H(c)  sin  I2(a)  ~~  sin  11(6) } 

and  folglich: 
sio(#-f  C)  =  G  tang  H(a)2  tang  11(6)  tang  12  (c) 

^  {  sin  J3(a) !}  {  sin  U(6)  +  sin  IT(c)}  * 

Aas  der  Gleichung 

a  t       m>      ^     sin  B  sin  C 

cos  4  +  cos  Z?  cos  C  =  — .   ry,  x 

sin  II  (a) 

4 

ergiebt  sich  leicht: 

cosA  +  cos(Ä  +  C)  =  sin/?  sin  C  {S|D £T(fl)— } » 

also: 

cos(Ä  +  O  =  -  cos^  +  sintf  sioC{^^-l}  . 
and  folglich  nach  dem  Obigen: 

cos(J?+C) 

=  -  cos    +  G*  tang  H(o)*  tang  H(6)  tang  U(c)  {  s|n  ^(fl)  —  1 }  • 
Also  ist  nun: 

cos(i4  +  £  +  C)  =  cos  4  cos  (#  +  C)— sin^sin(B+  C) 
=  -  cos  AH  G*  tang  I7(«)*tang  il(6)  tang  ü(c)  {>ipj(g)  -1 }  coe  A 
—  G  tang  fl(a)*  ta,ngZ7(6)  tang  JI(c) 

^{sTn^XoÖ""1}  { sin IT(6)  +  sinnfej}  ^"^ 

folglich,  wenn  man  für  cos  ^4  und  sin  A  ihre  Wert  he  aus  dem 
Obigen  einführt: 


X:.. 
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cos(^+B+C) 
=  -  cos/l*+GMangiI(a)Mangn(6)*taogI7(c)a 

^  {sin!l(a")—1}  {sto~2I(6)  sin  JFI(c)  *~  sinl!^} 
-  G* tang  n(a)2tang  H(6)*tang  2I(c)2 

><  (surfe)""1}  tW)  +  Sn"n^)}' 

also: 

2cosi04  +  £+C)* 
=  sin  ^»  f  G*  taug  JT(fl)2  tang  17(6)»  tang  H(c)* 

x  {  sin  H  (a)  "~ 1 )  {  sin  11(6)  sin  2I(c)  ~~  süTn(ä)) 
-  G2  tang  n(a)a  tang  H(6)*  tang  JI(c)* 

><  \  sin  H(6)+  sin  n(c)r 

woraus  sieb  endlich,  weil 

sinA*  =  G*tangI7(6)2tangH(c)* 

=  G*  tang  27(a)*  tang  H(6)2  tang  H  (c)* .  cot  U(a)2 

=  6?»tangn(ei)*tangrf(6)»tangH(c)*  {8inn(fl)«  -  1  } 

=  G*tang  H(a)»tang  11(6)*  tang  II(c)* 

x  {anTff«""1}  {anir«>  +  1} 

ist: 

2cosi(<l +#+£)* 
=     G'tangnCaJMangn^tangnW»^^-!}  }Snn(5)+1} 
+  G*  tang  U(a)atang  H(6)*tang  U(c)* 

X  {sirin(a)""1}  {  sin  H(6)  sin  H(c) —  sin  H(o)  J 
-  G*  tang  II(a)2  tang  H(6)a  tang  H(c)a 

{  sTn^XÖ)  "  1 }  (sin  17(6)  +  iöJZ(7)}  9 

also,  wie  man  sogleich  ubersieht: 

2cosi(^  +  #  +  C)* 
s  G«tang  n(o)*tang  11(6)*  tang  I7(c)» 

><  (sTnli(5)~,l  (sTn-W)""1)  {iäSnw""1} 


30* 
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ergiebt.   Setzen  wir  nun 

4  =  n-{A  +  B+C), 

so  ist 

cosi(4+  ß  +  C)  =  8ini^/, 

und  folglich: 

62) 

G  tang  n  (q)  tan  g  17  (6)  tang  iJ(c) 
sin*^  =  db  ^2  

wenn  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  das 
Product 

tang  JJ(a)  tang  11(6)  tang  ü(c) 

positiv  oder  negativ  ist,  indem  sin^  offenbar  immer  positiv  ist. 
Wir  wissen,  dass 

tang  J7(o),   tang  11(6),   tang  D{c) 
immer  gleiche  Vorzeichen  haben,  und  aus  der  Formel 

„     sin  Ufa?)  2 

oder  : 

_   v  2e* 
tang  U(x)  = 

erbellet  auf  der  Stelle,  dass  tang  17 (x)  positiv  oder  negativ  ist, 
jenachdem  2  positiv  oder  negativ  ist.  Wir  können  also  sagen, 
dass  man  in  der  Formel  62)  das  obere  oder  untere  Zeichen 
nehmen  muss,  jenachdem 

tang  H(a),   tang  H(6),   tang  il(c) 

sfimmtlich  positiv  oder  negativ  sind,  oder  auch  jenachdem  die 
Grossen  a,  b,  c  säramtlich  positiv  oder  negativ  sind. 
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Drittes  Kapitel. 

Weitere  Betrachtang  des  imaginären  oder  eingebildeten  Dreiecks. 

g.  19. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  ob  zwischen  dem  imaginären 
oder  eingebildeten  Dreiecke,  in  dem  aus  dem  Obigen  bekannten 
Sinne,  und  dem  wirklichen  oder  realen  Dreiecke  gewisse  Analogien 
Statt  finden,  und  stellen  in  dieser  Beziehung  zuerst  die  folgende 
Betrachtung  an. 

Wenn  man  in  der  Seite  AB  eines  wirklichen  Dreiecks  ABC 
einen  Punkt  D  annimmt,  so  dass  also  die  Summe  der  Strecken 
AD  und  BD  der  Seite  AB  des  Dreiecks  ABC  gleich  ist,  und 
dann  die  Linie  CD  zieht:  so  entstehen  zwei  Dreiecke  ACD  und 
BCD,  welche  die  Seite  CD  mit  einander  gemein  haben,  und  die 
zu  dem  Dreiecke  ABC  in  den  folgenden  Beziehungen  stehen. 
Der  Winkel  CAD  des  Dreiecks  ACD  ist  dem  Winkel  A  des 
Dreiecks  A BC  gleich,  der  Winkel  CBD  des  Dreiecks  BCD  ist 
dem  Winkel  B  des  Dreiecks  ABC  gleich;  die  Summe  der  Winkel 
ADC  und  BDC  der  beiden  Dreiecke  ACD  und  BCD  beträgt 
180°;  die  Summe  der  Winkel  ACD  und  BCD  der  beiden  Dreiecke 
ACD  und  BCD  ist  dem  Winkel  C  des  Dreiecks  ABC  gleich. 

Wenn  man  ferner  in  der  Verlängerung  der  Seite  AB  eines 
wirklichen  Dreiecks  ABC,  etwa  über  B  hinaus,  einen  Punkt  D 
annimmt,  so  dass  also  die  Differenz  der  Strecken  AD  und  BD 
der  Seite  AB  des  Dreiecks  ABC  gleich  ist,  und  dann  die  Linie 
CD  zieht:  so  entstehen  zwei  Dreiecke  ACD  und  BCD,  welche 
die  Seite  CD  mit  einander  gemein  haben,  und  die  zu  dem  Dreiecke 
ABC  in  den  folgenden  Beziehungen  stehen.  Der  Winkel  CAD 
des  Dreiecks  ACD  ist  dem  Winkel  A  des  Dreiecks  ABC  gleich, 
der  Winkel  CBD  des  Dreiecks  BCD  ergänzt  den  Winkel  B 
des  Dreiecks  ABC  zu  180«;  die  Winkel  ADC  und  BDC  der 
beiden  Dreiecke  ACD  und  BCD  sind  einander  gleich;  die  Dif- 
ferenz der  Winkel  ACD  und  BCD  der  beiden  Dreiecke  ACD 
und  BCD  ist  dem  Winkel  C  des  Dreiecks  ABC  gleich. 

Es  frägt  sich  nun,  ob  bei  einer  gewissen,  nachher  besonders 
anzugebenden  Auffassungsweise  ähnliche  Beziehungen  auch  für 
das  imaginäre  oder  eingebildete  Dreieck  gelten,  was  wir  jetzt 
untersuchen  wollen. 
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§.20. 

Die  Seiten  und  Winkel  eines  imaginären  oder  eingebildeten 
Dreiecke  seien  wie  gewöhnlich  a,  b,  c  und  A,  B,  C.  Wir  denken 
ans  nun  zwei  andere  imaginäre  oder  eingebildete  Dreiecke«  Das 
erste  habe  die  Seiten  b  uod  x,  welche  den  Winkel  A  einscblies- 
sen;  dem  Winkel  A  stehe  die  Seite  y,  der  Seite  b  stehe  der 
Winkel  a,  der  Seite  x  stehe  der  Winkel  ö  gegenüber.  Das 
zweite  Dreieck  habe  die  Seiten  a  und  x?  t  welche  den  Winkel  B 
eioschliessen;  dem  Winkel  B  stehe  die  Seite  y',  der  Seite  a 
stehe  der  Winkel  der  Seite  xf  stehe  der  Winkel  ö'  gegen« 
über.  Wenn  nun  zwischen  der  Seite  c  des  gegebenen  Dreiecks 
und  den  Seiten  x  und  x'  der  beiden  anderen  Dreiecke  die  Be- 
ziehung 

x\x*  —  c 

Statt  findet,  so  Trägt  sich,  ob  wie  bei'm  wirklichen  Dreiecke: 

y  =  y',  ©+©'  =  180°,    ö  +  ö'  =  C 
ist,  welche  Frage  wir  jetzt  beantworten  wollen. 

Nach  46)  ist:  '  ' 


ferner  ist: 


.   „,  x  sini7(6)sin  JI(a:) 

Sin  /!(«)  =  |  rrT-v  ~a  » 

vy/      1 — cos  U{b)  cos  U(x)  cos  A 


•  Tt(  '\  sini7(q)sin  n(x') 

smlHy  )  -  i  _  C08  jj(a)  cos  i7(*')  cos~B ' 


also,  weil  nach  der  Voraussetzung 


x'  =  c—  x 


ist: 


sin  D(  v')  =         sinH(a)sin/7(c  —  x)  ^ 
'     I — cos  il(a)  cos  U{c — x)cosB* 


und  weil  nun  nach  17): 

.  tj,       s        sin  i7(c)  sin  U{x) 
sin  I7(c— a:)  =s  \  Wr\  Wr*^  • 

v     7    l — cos  n(c)  cos  n(x) 

I 

„,      v    cosii(c) — cos  n  (x) 

cos  TI(c  —  ar)  =  ^  ~-r  f~r 

1  —  cos  II(c)  cos  77(a?) 

ist,  so  ist,  wie  man  sogleich  übersiebt: 
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.  n(   sin 27(q) sin 27  (c) sin 27  (ar)  

8,0    (y  ;""l--cosn(c)co827(^)-co8/I(a){cosn(c)— cosßWIcosÄ' 


Soll  nun 


sein,  co  muss 


sin  U(y)  =  sin  27(y') 


sin  27(6)  sin  27(g)  

1  —  cos  Il(b)  cos  U{x)  cos  A 

 sin  27(n)  sin  27  (c)  sin  27Qr)  

~~  1— cosH(c)  cos27(;r)  —  cos27(a)  {cos  J7(c)  —  cos  II(x)\  coaß* 

also: 

■ 

sin  II(b)  jl — cos  27(c)  cos  27(a?) — cos  27(o)  [cos  27  (c)— cos  27(ar)]cosi£| 
=  sin  27(a)  sin  27(c) { 1  —  cos  71(6)  cos  Ü(x)  cos  4 } 

oder : 


|  cos  27(ar) 


sin  27(6)  —  sin  27(o)  sin  27(c) — cos  27  (a)  sin  27(6)  cos  27(c)  cos  2* 
=  {sin  17(6)  cos  27(c)  —  sin  27(a)  cos  17(6)  sin  27  (c)  cos  ^ 

—  cos  22  (a)  sin  i7(6)  cos  B 

sein.    Nun  ist  aber  nach  46): 

sin  27(o)  -  sin  i7(6)sin  27  (c) 
008  A~  sin  27(a)  cos  27(6)  cos  27(c)  * 

sin  i7(6) — sin  I7(c)  sin  17  (q) 
cos  ^ —       n(6)  cos        C08  jj(a)  ' 

woraus  sieb  auf  der  Stelle  ergiebt,  dass  der  Tbeil  auf  der  liokeo 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung  verschwindet.  Der  Factor  von 
cos  17(2)  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist: 

.              ^r/  v     ßioI7(a)  —  sin 27(6)  sin  27  (c)  .  . 
sin  17(6)  cos  27(c)  cos27(c)   8,0 

,  _  sin  17(6)  —  sin  I7(c)  sin  27(oj 

cos  27  (c) 

und  verschwindet  folglich,  weil  offenbar 

sin  27(6)  cos  27(c)»  -  sin  27(o)  sin  27(c)  +  sin  27(6)  sin  27(c)a  \  _  Q 

— sin  27(6) -f  sin27(c)sin  22(a)  ) 

ist,  ebenfalls.  Also  ist  die  obige  Gleichung  identisch  erfüllt,  und 
es  ist  folglich  in  der  That 


uigmze 
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sin  II(y)  =  sin  IT(y'), 
wo  sieb  nan  Trägt,  was  sieb  aus  dieser  Gleichung  schliessen  lässt. 

Nach  46)  ist  fßr  jedes  imaginäre  oder  eingebildete  Dreieck: 

sin  A  tang  i7(a)  =  sin#tangI7(«)  =  sin  CtangH(c), 

und  es  haben  also,  weil  die  Winkel  A9  B,  C  zwischen  0  und 
180°  liegen,  ofenbar 

tang  II (o),   tang  17(6),  tangU(c) 

gleiche  Vorzeichen ;  nach  §.  2.  sind 

sin27(a),   sinH(6),  sin27(c) 
säromtlich  positiv,  also  haben  * 

cos  JI(a),   cos  17(6),  cosi7(c) 
sämmtlicb  gleiche  Vorzeichen ;  nach  §.  2.  haben  aber 

cos  I7(a),   cos  77(6),   cos  27(c) 
beziehungsweise  mit 

a,   6,  c 

gleiche  Vorzeichen;  also  haben  a,  6,  c  gleiche  Vorzeichen. 

Da  dies  hiernach  von  jedem  imaginären  oder  eingebildeten 
Dreieck  allgemein  gilt,  so  haben  auch  b,  y  und  a,  y\  folglich, 
weil  a,  b  gleiche  Vorzeichen  haben,  auch  y,  y'  gleiche  Vorzeichen. 

Weil  nun  nach  5) 

2  2 

ist,  so  ist,  weit 

sin77(.v)  =  sin  Il{y') 

ist: 

ey  +  e~y  =  e»'  +  e-V, 

also: 

1      1  e*-ey' 
=  e-y'-e-y  =  ^-Ty=  ~ey~€~y' 

und  wäre  nun   nicht  y  =  y't  also   nicht  ey  =  ev',  also  nicht 
=  0,  so  wäre 
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eVeV  =  ey+y'=  1, 

folglich  y+y'  =0,  and  es  mflssten  also  y,  y'  ungleiche  Vor- 
seichen haben,  was  gegen  das  Obige,  wonach  y,  y'  gleiche  Vor- 
zeichen haben,  streitet;  daher  ist  es  falsch,  dass  nicht  y  =  y1 
wäre,  und  es  ist  also  y=y',  wie  bei  jedem  wirklichen  Dreiecke. 

Ferner  ist  nach  46): 

sin  77(6)  — sin  27(^)sin  I7(y) 

COS  A>  jj^j  C08 

und 

,  _  sinI7(o)-  sin  ilfrr')  sin  n(y') 
008  "  ~  6inI7(a)cosI7(x')cosI7(y')  9 

also,  weil  nach  dem  Obigen 


x-  —  c—x,  y  ==y 
ist: 

,     sin  Jl(q)  —  sin  iJ(c  —  x)  sin  II(y) 
cos«  -  8iDn(a)c08n(c_x)coJj^jy 

also,  wenn  man  für  sin  H(c — x)  und  cos  Z7(c — x)  wieder  ihre 
obigen  Ausdrucke  einfuhrt: 

cos  w' 

sin  17  (q)  —  sin  17  (et)  cos  H(c)  cos  17  (g)  — sin  J7(c)  sinI7(g)sln  ü(y) 
~  sin  I7(«)  { cos  I7(c)  -  cos  II ~(x) }  cos  H(y) 

Soll  nun  cos»  =  —  cosea'  sein,  so  muss 

sin  17(6)  —  sin  ü(x)  sin  17  (y) 
sin  77(6) cos  H(#)cos  H(y) 

sin  U(q)  —sin  ü(a)  cos  II(c)  cos  I7(ar)  —  sin  17  (c)  sin  I7(a:)  sin  I7(y) 
sin  n(ü){ xös I7(c)  —  cos  H(ar)  JcösII^)  ' 

also: 

sin  I7(a)  { sin  H(6) — sin  II(x)  sin  I7(y)  J  { cos  D(c) — cos  27(a:)} 
=  -sinn(6)cosI7(a?){8inn(a)-sinI7(a)cosn(c)cosI7(j:)  1 

— sin  H(c)  sin  U(x)  sin  ü(y)  )  * 

also,  wie  man  hieraus  sehr  leicht  findet: 

sin  H(a)  cos  H(c)  {sin  U(y)  —  sin  17(6)  sin  17  (x) } 
=  cos  I7(*)sin  I7(y){sin  II(a)  -  sin  17(6)  sin  H(c)} 

oder: 
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sin  n(a)  -  sin  U(b)  «in  77  (c)     sin  77(y)  -  »in  77(6)  s\m  77(x) 
sin77(fl)eo«77(c)        —  eo*n(x)*\nIl{9) 


•eis,  was  wirklich  der  Fall  ist,  weil  nach  46): 

sin  77(a) -sin  77(6)  sin  77(e) 
C0Ä  A  —  sin  77(a)co«  77(6)  co«Z7(c)  ' 

_  «in  77(.y)  —  «in  77(6)  sin  77(jr) 
co<f/*-  sin  77(y)  cos  77(6)  cos  77(*) 

ist.    Daher  ist 

co»«  ==  —  coso'  =  cos  (180° — »'), 

und  folglich,  weil  co  und  co',  also  auch  a  und  180° — «*',  zwischen 
0  und  180°  liegen: 

«  =  180°-»',   also   *+»'  =  180°, 

ganz  wie  im  wirklichen  Dreiecke. 

Endlich  ist  nach  46): 

cos  17  (y ) — cos  cj  cos  77  (x) 
Cotw  ~    8ina>cos77(x)sin77(y)  ' 

t      cos  77(y ' ) — cos  ca'  cos  77(j^)  . 
C0t0)  ~~    sin  ©'  cos  TIC*')  sin  77(y')  J 

also,  weil  nach  dem  Vorhergehenden: 

y'  =  y,   cos77(y')  =  cos77(y)f   sin77(y')  =  sin77(y); 
»+  w'  =  180,   cos  oo'  =  —  cos»,   sini»'  =  sin  a> 

- 

ist: 

cos  77 (y)  —  coso  cos  77 (jt) 
cotö~    sina>cos77(*)sin77(y)  9 

f      cos  77 (y)  -f  cos  o>  cos  77(j?') 
cotö  ~sT™cosri(*0smn(yr' 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht: 

-«us  j.  ™fr>'  -  cos  77(,y) |cos  77(*)  +  cos  77(y ) } 
cot  ö  +  cot  ö  -  grn-^c-08  n{x)  eos  n(a/j  sin  • 

Femer  ist: 
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cot  5  cot  5'— l 

(  {cor  ü(y)  —  cos  cd  cos  H  (x) }  {cos  U{y)  +  cos©  cos  U{x')\  \ 
[  —  sin  p*  cos  JJ{x)  cos  77(a:')  sin  21(0)« ) 

sin»* cos  17 (ar) cos  27(>') sin U{y)* 

Den  Zähler  dieses  Bruches  bringt  man  leicht  auf  den  folgenden 
Ausdruck: 

—sin  77(y)«  { 1  +  cos  U(x)  cos  U(ar') } 
+  {1— cosocos  ü(x)  cos  77(y)}  { l  +  cos  »cos  7I(jr')cos  n(y)}. 

•  ■ 

Nun  ist  aber  nach  46): 

sin  71(6)  — sin  Il{x)  sin  U(y) 
cos  w  -  sin  JI(6)  cos  77(a:)  cos  27 {y)  ' 

,      sin  77(q)-sin  Ufo')  sin  77 (y') . 
cos<0  -"shTnCaJcosnCarOcosUCy')  • 

also  nach  dem  Obigen: 

sin  7I(6)-sin  77(ar)sin  27  (i/) 
cos  w  —      g.m        C08  n ^  C08  jfj^  » 

sin  7I(q)— sin  II(x')  sin  27(y) . 
cosw=r-  8inn(a)cosn(xl)co6lI{y)  9 

folglich: 

„,  v     sin  JT(x)  sin  2I(y) 
1  —  cos  03 cos  27  (x)  cos  27  (#)  =  a\nn(b)  ' 

tt,  n      rrrs     sin  2I(*')  sin  27(y) . 
1  +  cos  ©  cos  TL{x')  cos  üfy)  =  6i0J2(a)  ' 

daher  ist  der  obige  Zähler: 

.  __,  _  sinnC^sinn^ll-fcosTIC^cosIJCjrOl-sinn^sinTT^) 
-8iniI(y)*'  sin  77(a)sin  17(6)  ' 

also: 

cot  5  cot  5'  —  1 

sin  JI(a)  sin  77  (6)  { 1  -f  cos  II(x)  cos  77  (ar')}  —  sin Il(x)  a\nll(x') 
=  sin ö*sin  77(a)sin 77(6)cos U{x) cos27(a:') 

Folglich  ist,  wie  man  leicht  übersieht: 

_  cot  5  cot  5'  — 1 

cotO  +  oO  =  cotö  +  cotS/  = 

sin77(q)sin77(6){l-|-cos77(ar)co8g(arr){-sinn(a;)sinn(j:0  tangP(y) 
sin  77(a)  sin  77(6)  {cos  77(a:)  +  cos  II(x')\         "  sin» 


Digitized  by  Google 


476  Grunerl:  Allgemeine  anuiyüiche  Theorie  der  Function  n(i) 

Nach  46)  ist: 

sin /Ifang 77 (y)  =  sin  co  tang  77(6), 
»in  A  taug  77(«)  =  sin  Ctang  U(c); 

also  offenbar: 

tang  77 (y)  tang  77(a)  tang  77(6) 

«in  co  sin  Ctang  77 (c) 

und  folglich: 

«in  C  tang  77(c)  cot(ö  +  ö') 

_  hw  II(x)  «in  n(x')  —  sin  77(n)  sin  Il{b)  { I  +  co«/7(jr)  cosg^)} 
cos  77(o)  cos  n  (6)  \  cos  II(x)  +  cos  77(  *') } 

also,  weil  nach  16): 

TT/    *    ^         Hinn(^)8in  77(a;')  . 

am  77(ar  +  ar )  =  t-;  rF7~\  FtTZT;  =  sin  77 (c), 

v         7      1  +  cos7I(a;)co8  77(jr)  v" 

,„       cos  71  (x)  -f  cos  77 (x1)  „,  „ 

co.  nc + *')  =  ^J^,..^  =  cos  mo 

ist: 

•  r>.      rt/  \    Li-  .  -ix     sinTI(c)— ein  JT(<i)sin  11(6) 
sin  Ctang H(c)  cot«.  +  o')  =  ca,jrJ(ii)coaJi(6)co.fl(e)  • 

folglich: 

.   ~  sin  77(c)  —  »in  77(o)  sin  77  (6) 

sin  Ccot  (G)  -f  ö')  =  ~ —  T7/M  •   rr/V  ' 

v  cos  Ii  (a)  cos  Ii  (6)  8 in  77 (c) 

also  nach  46)  :  , 


folglich: 


Weil  nun 


sin  Ccot(ö  +  o')  =  cos  C, 


cot(ö-fö')  =  cotC. 


^  +  w  +  5—  180°, 
B  +  ©'  +  ö'  =  180 


ist,  so  ist: 


A  + o>'  + 5 +  ö'~  360°, 

und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen 

w  +  w'  =  180° 
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* 

ist: 

^+i?  +  5  +  5'  =  180°; 

also  liegt,  eben  so  wie  bekanotlich  C,  auch  ö  +  ö'  zwischen  0 
und  180°,  und  aus  der  Gleichung 

cot(ö-f  ö')  =  cot  C 

folgt  also: 

5  +  ö'  =  C, 
gaaz  eben  so  wie  bei'm  wirklichen  Dreiecke. 

§.  21. 

Die  Seiten  und  Winkel  ejnes  imaginären  oder  eingebildeten 
Dreiecks  seien  wieder  a,  6,  c  und  A,  B,  C*  Wir  deuken  uns 
zwei  andere  imaginäre  oder  eingebildete  Dreiecke.  Das  erste 
habe  die  Seiten  b  und  x,  welche  den  Winkel  A  einschliessen; 
dem  Winkel  A  stehe  die  Seite  y,  der  Seite  b  stehe  der  Winkel 
o,  der  Seite  :r  stehe  der  Winkel  5  gegenüber.  Das  zweite 
Dreieck  habe  die  Seiten  a  und  x\  welche  den  Winkel  180°— B 
einschliessen;  dem  Winkel  180°— B  stehe  die  Seite  y\  der  Seite 
a  stehe  der  Winkel  w',  der  Seite  x'  stehe  der  Winkel  ö'  gegen- 
über. Wenn  nun  zwischen  der  Seite  c  des  gegebenen  Dreiecks 
und  den  Seiten  x  und  x*  der  beiden  anderen  Dreiecke  die  Be- 
ziehung 

x  —  x'  =  c 

Statt  findet,  so  frSgt  es  sich,  ob  wie  bei'm  wirklichen  Dreiecke: 

y  :=  y'f   od  =  cd',   ö  —  5'  =  C 
•*t,  welche  Frage  wir  jetzt  beantworten  wollen. 
Nach  46)  ist: 

sin  il(6)  sin  ü(x)  . 
sin  ü  (y)  —  ^costf^cogn^cos^' 

ferner  ist: 

.  sin  JI(q)  sin  Il{x')  

sin  U{y  )  =  i_C08 n(«) cosfl (.*') cos  ( 18ü°— 

also,  weil  nach  der  Voraussetzung 

=  a:  —  c 

ist: 
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sin  27  f v')  =s  sin27(q)sin27(ar— c)  ^ 

'      l  -f  cos  27(a)  cos  27  (x  —  c)  cos  B  * 

nod  folglich,  weil  nach  12): 

sin  U{x  —  c)  =  sin  27(c  —  x),  cos  27  (:r  —  c)  =  —  cos  27(c — *) 

ist: 

sin  27  f«')  =  Bin  II(n)s\n  II(c—x) 

^  '      I — cos  27  (a)  cos  21  (c— ;r)  cos  ß' 

Man  bat  also  jetzt  für  sin  U{y)  und  sin  U(y')  ganz  dieselben  Aus- 
drücke wie  im  vorhergehenden  Paragraphen,  und  scbliesst  daraus 
ferner  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  dort,  dass  y  =  y'  ist. 

Ferner  ist  nach  46): 

sin  27(6)  —  sin  TI{x)  sin  27 (y) 
~  sin  27(6)  cos  Il(x)  cos  Il{y) 

und 

,     sin  27(a)  -  sin  77(a:')sin  27(y') 
cos»  —  8inn(a) cos n(a:') cos 2I(^')  ' 

also,  weil  nach  dem  Obigen: 

x*  =  x—c,   y'  =  y 


ist: 


ar  _  s*nH(a)  —  sin2I(a? — c)  sin  27 (y) 
sin  21  (a)  cos  27 {x — c)  cos  27 {y)  * 


uod  folglich,  weil 

sin  27 (j: — c)  =  sin27(c— x),  cos27(x— c)  =  —  cos27(c  —  x) 

ist: 

,          sin  27(q) — sin  27(c — ar)sin  27 (y) 

~~      sin27(a)cos27(c — x)  cos  27 (y) 

Man  hat  also  jetzt  für  cos»  und  cos»',  mit  dem  einzigen  Unter- 
schiede, dass  vor  dem  Ausdrucke  von  cos»'  das  Minuszeichen 
steht,  ganz  dieselben  Ausdrucke  wie  im  vorhergehenden  Para- 
graphen, und  man  erhält  daher  offenbar,  wenn  cos»  =  cos»'  seio 
soll,  genau  dieselbe  Bedingungsgleichung  wie  im  vorhergehenden 
Paragraphen,  deren  Richtigkeit  dann  ferner  ganz  eben  so  wie  dort 
gerechtfertigt  wird.  Es  ist  folglich  wirklich  cos»  =  cos»',  also, 
weil  wie  in  jedem  imaginären  oder  eingebildeten  Dreieck  »  uüd 
»'  zwischen  0  und  180°  liegen,  »  = 

Endlich  ist  nach  46): 
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cos  g(y)— cos  co  cos  ü(x) 
0040  ~    sin  co  cos  II(x)  sin  1%)  ' 

_#      cos  77(/) — cos  co'  cos  ff^) . 

cotö  -  sioo)' cos n(^)siDH(y')  • 

also,  weil  nach  dem  Vorhergehenden: 

y'=y.    cosn(y')  =  cosH(y),   sinI7(y')  =  sinII(y); 
co'  ==  co,   cos  co'  =  cos  co,   sin  co'  =  sin  tu 

ist: 

_      cos  g(y)  —  cos  co  cos  ü(x) 
cotö  —    sincocosI7(jr)8inn(y)  ' 

_f     cos  U(y) — cos  co  cos 
c0tO  -~sin«icoSn(y)8iiiG(y)  * 

Hieraus  ergiebt  sich  leicht: 

.  -     cos  U(y)  (cosII(x)-cosI7(:r')i 
coto  -cot*  =6inwcosn(J;)cosiI(^)siniI^) 

Ferner  ist: 

cot  5  cot  5'  +  1 

|  { cos  U(y)  —  cos  co  cos  H  (x)  }  { cos  U(y)  —  cos  o  cos  II  (*') }  1 

j  +  sin  co»  cos  I7(g)  cos  P(g') sin  U(y)» ) 

"~  sin«2  cos  U{x)  cos  U(xf)  sin  Hty)* 

Den  Zahler  dieses  Braches  bringt  man  leicht  anf  den  folgenden 
Ausdruck: 

— sin  U(y)a  { 1 — cos  n(x)  cos  U{x')  | 

+  { 1  -  cos  cocos  U{x) cos        |  { 1  —  cos  eocos  n{x') cos  fl(y)| . 
Nun  ist  aber  nach  46): 

sin  17(6)  -  sin  n{x)sm  U{y) 
~~~  sin!2(6)co8l7(a:)cos  ü(y) 

,     sin  g(q) — sin  H(x')  sin  I7(yQ . 
C08CD  -  sin  n(a)  cosl!^)  cos  Jl(y')  ' 

also  nach  dem  Obigen: 

sin  17(6)— sin  H{x)  sin  JI(y) 
cos»—  sin  n(6)  cos  II  (ar)  cos  il(y)  ' 

sin  n(o)  -  sin  I7(g')sin  H(y) . 
CM»  =  sl^^cosG^cosUCy)' 
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folglich : 

i  „,  v  x  sin2I(:r)sinI7(y) 

1  -cosa>cos2I(*)cosir(y)  =  — ±rnö)  9 

daher  ist  der  obige  Zähler: 

.  NO  siDUC^sinilCÄXl-coen^cosn^OJ-sinZI^sinllCa:') 
"  »mUW* '  sin  2Z(a)  sin  27(4)  

also: 

cot  ö  cot  ö'  +  1 

_  ein  il(o)  ein  77(6)  { 1  —  cos  27(g)  cos  77(:r') }  —  sin  ü(x)  sin  27(a:') 
sin  ©2sin  27 (a) sin  27(6)  cos  U(x)  cos  27(a:') 

Folglich  ist,  wie  man  sogleich  ubersieht: 

. cot  5  cot  5'  +  1 
cot(o-o')=  cot  a^- cot  g  = 

_  sipJ7(a)8inir(6){l~co8i7(a:)cosn(ar/)}--sinIT(A')8inn(j?/)  tang27(y) 
sinn(a)sin27(6){cos27(a;)— cos27(a;'))  sin» 

Nach  46)  ist: 

sin  Atangll(y)  =  sin  co  tan  g  27(6), 
sin  A  taog  27(o)  =  sin  Ctang  27(c) ; 

also  offenbar: 

tang  J7(y)  _  tang27(q)  tang27(6) 
sin  cd     ~     sin  Ctang  27  (c)  ' 

und  folglich: 

sin  Ctang  J7(c)  cot  (5  —  5') 

sin  n{x)  sin  27Qr')  —  sin  27(q)  sin  27(6)  {1  -  cos  27  (g)  cos il (*')  j 
~"  cos  27(a)  cos  27(6)  {cos  27(ar)— couU(xr)} 

also,  weil  nach  17): 

sin  27(*-*  )  =  ,_cos77(*)cos77(a7)  =  *,n  n(c)> 


ist: 


_.        .        cos27(:r) —  cos 21  (a:')  . 
co»  DOr-*')  =  ^,,yMcMflW  =  es  J7(e) 

•  ^      rr^  sinil(c)— sin  J7(«)  sin  17(6) 

s.nCtapgII(c)cot<W-«»')  =  cogfl(a)co8n(6)cogfJ(c) 
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folglich : 

«in  r  ™t  m    K'\  -  sin  ü(c)  -  sin  n(a)  sin  H(6) 
sin  Ccot(o eMff(a)co.lZW-iin-nw  ' 

* 

also  nach  46): 

sin  C  cot  (6  —  5')  =  cos  C, 

folglich: 

cot  (5—  ö')  =  cotC. 

Weil  nun 

^  +  Ä  +  C^180°, 

a>'+ (18o°--ä)+ö'^i8oü 

oder  nach  dem  Obigen: 


ist,  so  ist: 
also: 

und  folglich: 
Weil  ferner 


»+(180o-£)  +  Ö'^180<> 


^  +  ©  + 180°+ C+ ö' ~ 360°, 


4  +  a  +  C  +  ö'~180<\ 


C  +  ö'  <  180°. 


0  <  5  <  180°,    0  <  57  <  180° 
ist,  so  ist  offenbar 

-180»  <  5 -5' < +  180«, 
und  aus  der  Gleichung 

cot(ö— SO  =  cotC 
folgt  also,  wie  man  sogleich  übersieht, 

entweder   Ö  —  <3'  =  C  oder   ö  — 5' =  C— 180°; 
aus  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  wurde  aber  folgen: 

C+ö'  =  180°  +  ö, 

Theil  LL  31 
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also 

C+ö'  >  180«, 
was  gegen  das  Obige  streitet;  daher  kann  nur 

5  —  ö'  =  C 

sein. 

§.  22. 

Id  dem  in  §.  20.  betrachteten  Falle  haben  wir  die  Gleichung: 

sin  U(a)  cos  77(c)  { sin  77(y)  -  sin  77(6)  sin  77(:r) } 
=  cos  ü{x)  sin  77  ty)  {sin  77  (a)  —  sin  77(6)  sin  77(c)  | 

gefunden.  Setzen  wir  nun  in  diesem  Falle  a>  =  a>'  =  90°,  so  ist 
nach  47): 

sin  77(6)  =  sin  77(a:)8in  II(y) ,   also   sin  Tl{y)  =  ^jTi^rl 
und  folglich  nach  dem  Obigen: 

sin  77  (a)  cos  77(c)  { jj^^j  —  «»n  77(6)  sin  77(*) } 
=  cos  77(;r)  l8'n        —  sin  77(6)  sin  77(c)  |, 

» 

woraus  man  leicht: 


cos 

und  hieraus  ferner: 


sin  77(a)  —  sin  77(6)  sin  77 (c) 
n(ar)-  sin77(ä)cos~77(c) 


.   Tjf         sin  77(a)»cos  77(c)*—  {sin  77(a)  -  sin  77(6)  sin  77(c)  j« 
sin  77(*)2  =  sin  n(a)*  cos  G(c? 

ableitet.    Also  ist  nach  dem  Obigen: 

 sin  77(o)*sin  77(6)«cos  77(c)a 

sin  n{y)  —  ~|n  n{ay  cQs  mep__  j  si|l  n(a)  _  sin  n(ö)  sin  77(  c)Jf 

•  « 

folglich,  wie  man  leicht  findet: 

sin  ZJ(a)2cos  77(6)acos77(c)* —  { sin77(a) — sin  77(6)sin77(c)}2 
cos77(y)  _       ^[n7i(fl)aCo8n(c)»— jsinn(a)— sinJJ(6)sin77(c)|l 
also : 

,nt  ^_8'Pg(«)<cosg(6)»cosn(c)^{sinn(a)— sin7J(6)8inJJ(c)|1 
cot  77(;y)  —  siD77(a)*sinn(6)«cofl7^c)5  ' 

und  hieraus  ferner: 


"V- 
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cot27(c)2cot27(y)a 
_  sin  27(g)«  cos  27(6)»  cos  nfcV8  —  {sin 77(q)  — sin  11(6) sin 27(c)t» 
~  sin  n(«)2sin  21(6)»  sin  27(c)* 

Nach  46)  ist: 

sin27(c) —  sin  27  (o)  sin  27(6) 
cosC  -  ~c~o~sH{a)  cos  21(6)  sin  27(cT  * 

also : 

.  _  cosü^cos^^sinn^)»— (sin27(c)  — sin27(q)sinn(6)|t 
*mL   -  cos 27(«)*cos  27(6)» sin  27(c)» 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

.  sin  27(q)«co.«27(6)»cos27(c)»—  {sin27(o)--sin27(6)sin  27(c)}« 

s,nC   -  cos27(a)»cos27(6)*sinI2(c)» 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  ergiebt  sich  auf  der 
Stelle : 

cot27(c)»cot27(#)»  =  cot  27(«)«  cot  21(6)»  sin  C». 
Bekanntlich  haben 

cot2J(a),   cot  27(6),  cot27(c) 

gleiche  Vorzeichen,  und  auch 

cot27(a),    coi  n(y) 

haben  gleiche  Vorzeichen;  also  haben 

cotH(a),   cot  27(6),   cot27(c),  cot27(#) 

gleiche  Vorzeichen,  und  sin C  ist  positiv;  daher  ist: 

cot27(c)cot27(#)  =  cot  27(a)  cot  27(6) sin  C, 

welche  sehr  bemerkenswerthe  Gleichung  offenbar  auch  eine  Ana- 
logie mit  einer  anderen  bekannten  Gleichung  beim  wirklichen 
Dreieck  enthält. 

Ganz  dieselbe  Gleichung  gilt  auch  für  den  in  §.  21.  betrach- 
teten Fall,  und  die  Ableitung  derselben  ist  von  der  vorhergehenden 
nicht  im  Geringsten  verschieden. 

üeber  die  vorstehende  Gleichung  ist  nun  aber  noch  zu  be- 
merken, dass  nach  56) 

stnC  =  G  tang  27(a)  tang  27(6) 
ist,  wenn  wie  in  55)  und  55*)  der  Kürze  wegen: 

31* 
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u     vtl     sin77(«)*     sin  77  (6)*     sin  77  (c)* 

2  

+  sin/7(a)sin77(o)8in/7(c)* 

oder 

G  =  V{2(1  +  -r-^r-J  (1  +— j— )(|  -f  ^— L  — ) 

1  v      810/7(0)' v      sio  77(6)  v  8io/7(c/ 

1  I  I  * 

(1  +  8ÜTfT(a~)  +  siiT77(£)  +  «To~J7(7) } < 

gesetzt  wird.    Also  ist  oacb  der  in  Rede  stehenden  Gleichung: 

cot  77(c)  cot         =  G. 

Bezeichnen  wir  daher  jetzt  die  Grösse  y,  welche  zo  der  Grösse 
c  in  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Beziehung  steht,  durch 
und  die  Grössen,  welche  zu  a  und  b  in  derselben  Beziehung  stehen 
wie  he  zu  c,  beziehungsweise  durch  ha  und  hb\  so  ist,  weil  G 
eine  aus  a,  6,  c  ganz  symmetrisch  gebildete  Grösse  ist: 

cot  77(a)  cot  77(A«)  =  cot  77(6)  cot  II(hb)  =  cot  77(c)  cot  7I(AC)  =  G\ 

so  dass  also  die  Producte: 

cot  77  (a)  cot  77(Aa) ,   cot  77  (6)  cot  77(Aj) ,    cot  77(c)  cot  77  (kc) 

einander  gleich  oder  coostant  sind,  worin  man  wieder  eine  leicht 
ersichtliche  Analogie  mit  dem  wirklichen  Dreiecke  erkennen  wird. 


8-  23. 

Wenn  ia  dem  in  §.  20.  betrachteten  Falle  ö  =  ö'  =  \C  ist, 
so  ist  cotö  =  cotö',  und  folglich,  weil 

cos  77(y)  —  cos  cd  cos  JJ{x) 
cot  0  —    sin  co  cos  n(^)sin  77(y)  ' 

cos  77 (y)  —  cos  co'  cos  77(ar') 
cotö  -  sincocos77(a:')sin77(y) 


ist: 


oder: 


cos  77 (y)  —  cos  co  cos  77  (x)     cos  77(y)  —  cos  co*  cos  77 (xr) 
cos  77  (ar)  cos  77  (jt/) 

cos77(y)  cos77(y)  , 

 ^T^r  —  COS  co  =   nr  i\  —COS  ü>', 

cos  77  (a:)  cos  77(ar) 


also: 


s 
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cos  12  (y)     sin  77(6)  —  sin  ü(x)  sin  TI(y) 
cos  II(x)       am  77(6)  cos  77 (x)  cos  77  (y) 

cos  ffiff)      sin  77(«)  —  sinI7(ar')sin72(y) 
~~  cos  77  (*')*"  sin  77(a)  cos  77(*') cos ü(y)  9 

welche  Gleichung  man  leicht  auf  die  folgende  Form  bringt: 

sin  77(ar)  sin  n(x') 

sin  11(6)  cos  77(#)     sin  77  (a)  cos  77  (a?') 

=  |  cos77(*)  ~  cos77(a:')}  ßm  n(y)* 

Ferner  ist  nach  46): 

_  _  sin  77  (.t)  -  sin  77(6)  sin  77(y) 
cos  11(0)  sin  77(a:)  cos  77  (y)  9 

sin  II(x') —  sin  77(a)sin  77  (y)  t 
cosü  ~  cos77(tt)sin77(*')cos77(y)  5 

also,  weil  cos ö  =  cos ö'  ist: 

sin  n(x)  -  sin  27(6)  sin  ü(y)     sin  77(s') — sin  77(a)  sin  77(y) 
cos  77(6)  sin  77(a;)         ~        cos  77(o)  sin  27(:r') 

woraus  man  leicht: 

.   (cos  77  (c) —  cos  17(6)  j  sin  77 (x)  ainn(x')  

sin  II(y)  _  cog  n(a)  8in  jj(6)  sin  n(x')  -  sin  77(a)  cos  77(6)  slnS(«) 

erhält;  und  wir  haben  daher  nach  dem  Obigen  die  Gleichung: 

sin  ü{x)  sin  ü(xf)  f       1  1  ) 

sin  77 (6)  cos  77 (x)  ~~  si n  77  («)  cos  77(.z')  ""'  \ cos  77  (x)     cos  77  (x')  } 

  {cos77(«)  —  cos  77(6)  j  sin  77 (x)  sin  77(:r')  . 

^ cos  77(o)  sin  77(6)  sin77(a;')  — sin 77(o)  cos 77 (6)  sin 77(ar) 

oder: 

sin  77(a)  sin  II(x)  cos  Il(x')  —  sin  77(6)  cos  77 (x)  sin  n(x') 
=  sin  77(ö)sin  77(6)  {cos  77(:r')  —  cos  II(x)} 

  ]  cos  77(a)  —  cos  77(6) }  sin  77(:e)  sin  n(x')  

 TT/  \ 


cos  77(a)  sin  77(6)  sin  77(;r')  -  sin  77(a)  cos  77(6)sin77(a;)' 
aus  welcher  man  nach  einigen  Reductionen  leicht  die  Gleichung: 
sin77(a)  cos77(6)  sin#(a:)cos77(;r'){sin77(6)8in77(*')  —  sin77(a)sm77(a;)| 

cosn(a)sinn(6)co8n(^)sin77(a;01sinn(6)6in77(a:0--6inn(o)sinn(a:)}, 
also  die  Gleichung : 
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s\nn(a)coBn(6)8mn(x)coSn(x') =cosff(a)  sioI7(6)  cosH^r)  sinH(:r'), 

oder  die  Gleichung: 

tang/7(a)  tangH(:r)  =  tang  J7  (6)  tang  IT(x'), 

oder  die  Proportion: 

tang  27(a) :  tang  TI(b)  =  tang  Z7(x0 :  tang  JI(*) 

ableitet,  in  welcher  man  auch  sogleich  eine  Analogie  mit  einem 
bekannten  Satze  von  dem  wirklichen  Dreieck  erkennen  wird. 


§.24. 

Wir  denken  uns,  alle  Grossen  jetzt  als  positiv  voraussetzend, 
ein  gleichschenkliges  imaginäres  oder  eingebildetes  Dreieck;  der 

2n 

Winkel  an  der  Spitze  dieses  Dreiecks  sei  — ,  die  denselben 

n 

eioschliessenden  einander  gleichen  Schenkel  seien  r,  und  *  sei  die 
Grundliuie;  die  nach  §.  13.  einander  gleichen  Winkel,  oder  viel- 
mehr die  diese  Winkel  messenden  Bogen  in  einem  mit  der  Längen- 
einheit  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreise  seien  Sl. 

Dies  vorausgesetzt,  ist  nach  46)  offenbar: 

sioi7w  =  — üs£*£-s, 

1  —  cos  17  (r)2  cos  — 

also  nach  5) : 

2      ~  sin  n  (sj  *  ihTnCr)*-" ' 

f  olglich : 


~    •>  1  ~        2*        -  2  ~2 

2« 

1  —  cos/7(r)acos  —  —  siniJ(r)2 


~~  sin  II  (r)» 

=  sinW(1-C08F>  =  2c0t/7^2ßinn  ' 

und  folglich,  weil  alle  Grössen  als  positiv  vorausgesetzt  worden 
sind,  weshalb  also 

cot  17  (r)    und    e*« —  «-*«, 


Digitized  by  Google 


und  über  eingebildete  Dreiecke  und  Vierecke.  487 

- 

7t 

natürlich  auch  sin -,  positive  Grössen  sind : 

■ 

63)  C0,jn(r)8in?_£Ü=£±, 

welche  Gleichung  wir  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen 
können : 

S*n  ~"  1.  Im 

RAS  *  TU  \  71  Cl»— 

64)  n  cot  U  (r) .  =  n  ~  

7t  & 


Wenn  wir  uns  nun  eine  Reibe  von  n  solchen  Dreiecken  wie 
das  vorher  betrachtete  gleichschenklige  Dreieck  denken,  so  ist 
w  die  Sunyne  der  Grundlinien  dieser  Dreiecke,  und  wir  wollen 
jetzt  untersuchen,  oh  diese  Summe  sich,  wenn  n  in's  Unendliche 
wächst,  einer  bestimmten  Gränze  nähert,  und  welches  —  insofern 
dies  der  Fall  ist  —  diese  Gränze  ist. 

Wir  schicken  dieser  Untersuchung  die  folgende  allgemeine  ana- 
lytische Bemerkung  voraus. 

Bekanntlich  ist  allgemein  für  jedes  x: 

(  x      x*       x9  x* 

e*—e-*  _  .  \       +  T  +  O  +  r£3  +  T^4+  ' 


i        .      X        X*         X*  X* 


X  X3  Xb  X7 

=  T  +  1^3  +  lTTö  +  17^7  + 

nnd  da  nun,  wenn  x  sich  der  Null  nähert,  offenbar  auch 

2 

sich  der  Null  nähert,  so  nähert  unter  derselben  Voraussetzung 
auch 

x      x*        x6  x7 

r +  ro  +  rzB  +  TZ7+- 

sich  der  Null.    Jedes  Glied  der  Reihe 

/        X*  X*  X6  X* 

1.2.3'    1...5*    1...7'  1...9'" 
>ßt,  wenigstens  dann,  wenn  x  kleiner  als  die  Einheit  geworden 
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* 

ist,  kleiner  als  das  darüber  stehende  Glied  der  vorhergehenden 
Reibe,  und  es  wird  also  offenbar,  wenn  x  sich  der  Null  nähert, 
auch 

jr4  #jr6 

1.2.3     1...5     1...7  i.«»y"^* 
sich  der  Null  nähern. 

Weil  nach  dem  Obigen: 

2  1  +    1/2.3  +    1.7.5    +    1...7  + 


ist,  so  ist: 

ns         ns  /»iV         ns  fns\* 
2         2  '  VW  T '  V  W  " 

*      2      ~    1  +       1.2.3  +       1...5        +  *  *  *  • 

f™Y 

-•(«)fl+   L2.3    +TT+    1..7   +  ! 

Nach  der  Gleichung  64)  nähert  sieb,  wenn  n  ins  Unendliche 
wächst,  die  Grosse 

*— 

offenbar  der  endlichen  völlig  bestimmten  Gränze 

sin- 

n  cot  U  (r).  Lira  — - —  =  «cot27(r).l  =  »cotI7(r), 

5 

i 

und  es  nähert  sich  also  unter  derselben  Voraussetzung  auch 

(™X     f™Y  {?lY 

i(»*){l  +  -,;2;3-  +    OT~  +  ~Tr.7r+--f 

der  endlichen  völlig  bestimmten  Gränze  it  cot  II (r),  woraus  sich 
ergiebt,  dass,  wenn  w  in's  Unendliche  wächst,  die  ^prnme  ns  nicht 
in's  Unendliche  wachsen  kann,  weil,  wenn  dies  d«"  Fall  wäre» 
offenbar  auch  ^ 

/nsy        fns\A         /my  i 

i 

t 
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in's  Unendliche  wachsen  würde,  was  gegen  das  Obige  streitet. 
Weil  also  ns  nicht  in's  Unendliche  wächst,  wenn  n  in's  Unend- 

liebe  wächst,  so  nähert  sich  tk     der  Null,  wenn  n  in's  Unend- 

In 

liehe  wächst,  folglich  nähert  sich  nach  dem  Obigen 


(£)    CS-   CÖ"  .  <r ' 


2»/ . 


1.2.3  I...5  1...7     r  1...9 

der  Null,  und 

/_v    /_v    /'w*>\ä  /«*v 


1.2.3     '     1...5      '     1...7  1  .9 


nähert  sich  folglich  der  Einheit  als  Gränze.  Weil  nun,  wenn  n 
in's  Unendliche  wächst,  das  Product 

/niV       /wüY  /'"-Y 
4(m).{,  +  _____  +  +  _____  + 

sich  der  endlichen  völlig  bestimmten  Gränze  rccotH(r),  und  der 
zweite  Factor  sich  der  Einheit  nähert,  so  muss  der  erste  Factor 
l(ns)  sich  der  Gränze  «cot  71  (r),  also  (ns)  sich  der  Gränze 
2rc  cot  JI(r)  nähern,  wodurch  bewiesen  ist,  dass  (ns)  sich,  wenn  n 
in's  Unendliche  wächst,  einer  endlichen  Gränze  nähert,  und  diese 
Gränze  selbst  auch  bestimmt  ist.  Wir  haben  daher  unter  Vor- 
aussetzung eines  in's  Unendliche  wachsenden  n  die  Gleichung: 

65)  Lim  (ns)  =  2«cot  £T(r).  *) 

Nach  46)  ist  ferner  in  unserem  gleichschenkligen  Dreiecke: 


*)  Lobatichewsky  nennt  dies  die  .,  ci  r  conferenza  del  cer- 
chio  di  raggio  r"  wobei  ich  bemerke,  dass  ich  die  italienische 
Uehersetzung  seiner  Schrift  in  dem  Giornale  di  Materoatichead 
uao  degli  studenti  delle  universita  italiane.  Anno  V.  Set« 
tembre  e  Ottobre  1867.  zu  benutzen  gennthigt  bin,  da  mir  das  Ori- 
ginal gerade  jetzt  nicht  zu  Gebote  steht. 
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cos  Ü{r) — cos  —  cos  17  (r) 

cot&  = 


und  (olglich 


2  TT 

sii)  —  sin  7I(r)  cos  i7(r) 

.  2te  n 

i        I — cos —     tane — 

sini7(r)'  ~  sin  ZI  (r)' 

sin  — 
w 


taug  — 

ii  =  Are  cot 


Weil 


sio27(r) 


2w  2»  — 

-  +  ß  +  ß  =  — +2&*T7r 
«  n        ■  x 


ist,  so  isi  offenbar  Sl  <       und  daher  der  Bogen 

Are  cot   .   rr,  .  > 
sin  Ii(r) 

dessen  Cotangente  man  offenbar  als  positiv  vorauszusetzen  be- 
rechtigt ist,  da  man  sich  n  beliebig  gross  angenommen  denken 
kann,  zwischen  0  und  \it  zu  nehmen.    Setzen  wir  nun 

so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


TT 


folglich : 


J  =  —  2ArcCOtih7D(rT' 

tang  — 

=  wjot—'i^rccot-^-^yl  -2« 

tang  — 

=  2»»«-.Arccot15H7?^}  _S» 
tang- 

=  2n  Arctang  -  .  r7/  r }  —  2rc, 
°  sin  IZ(r)  1 

wo  man  auch  jetzt  den  Bogen  zwischen  0  und  \n  zu  nehmen 
hat;  also  ist: 
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(«4)      »    /  ta"8^ 
-2-=»Arctang-g-rra^->r. 

Weil 

taug  2     sin  x  1 

'   • 

x  x  cosa* 

ist,  so  ist  für  ein  der  Null  sich  näherndes  x: 

_  .    tone  x     _ .    sin  x     .       1         .   .  . 
L,m  -f~  =  L,nv— '  Llni  ^=,,,  =  1, 

Also  ist  für  ein  in's  Unendliche  wachsendes  n  offenbar: 


tang  Are  tang  sip -g( 

Lim  =  I, 

tang  - 


tang- 


daher: 


tang  - 


Lim  gingW        =  1, 

7t 

tang  — 
A,ctanR  sinl7(r) 


und  folglich  auch: 


"  sinll(r)  .  , 

Lim  =  1  > 

7t 

tang- 
»  Are  tang  s.--n^y 


oder: 


7t 


taog- 


sin  II  (r)  7t 
Lim  — —  —  •» 


nArc,ans-inrz7öö 

uod  weil  nun  offenbar 
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Um  ,an!i ^  =      «      Lim1"*8"  =  — *  - 

,in  )  sin  17  (r)   *      «    (      sinil(r)    ,m  sinll(r) 


ist,  der  obige  ganze  Bruch  sich  aber  der  Einheit  als  GrSnze 
nähert,  so  muss  sein  Nenner 

tang  - 

e  n 


n  Are  tang  ..  ; 
w  sin  1/ (r) 


«ich  offenbar  der  (Jränze  - «n nähern,  so  dass  also: 


tang^ 


n  7c 


Lim  { n  Are tang    .   TJl  x  }  =  — r~ rfrv 
1  ö  sin  ii(r) 1      sin  II(r) 

ist.   Weil  nun  nach  dem  Obigen 


(»4)  tang« 

_  =  Jl  Are  tang  -  «, 


also: 


tang  — 

4  Lim  (»4)  =  Lim  {»Are  tang  8|n  jj^l  — n 

ist,  so  ist: 

4 Lim (nJ)  =  .  *  .  —  tc  =  w  1  .  L,  v  —  1 j  > 
1  7      sinil(r)  ( sin  U{r)  ) 

■ 

folglich : 

 Lim  = 2w  {otw  - '!  • 

Nach  5)  ist: 

xrr/x      cosi2(r)     er  —  e~r  eT  +e~T     er  —  e~r 

cot  n(r)  =  lünm  =  — 2—  =  —5— 9 

also  nach  65): 

67).  .  .  .    Lim  (ns)  =  2n  *T~*    =  n{er—e-*y 
X    Ferner  ist  nach  5): 


1 


sin  71  (r)       ~"      2  ~~  2 

gr_2«*reHfr  +  e~T  _  (f*r— e-*r)« 


2  -  2 
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also  nach  66) : 

68)  Lim(nJ)  =  jr(efr-«-fr)a. 

Nach  67)  und  68)  ist: 

Lim  (tu)  _     er  —  e~r        (gfr  -f  e-fr)(<?fr— e-fr) 
Lim(itz/)~"  (efr-e~fr)*~~        (fir_e-ir)*  ' 

also: 

Lim(w5)  _  efr-f  e-»r 
^ Lim  (».4)  ~efr 

oder,  weil  nach  5): 

e\r_e-iT  gfr-f  e"fr 

cos  U(\r)  =  c|r  +  g^r  >    sec  27  (|r)  =  ^ 

ist: 

.ni  Lim(?is) 
folglich : 

71)  Lim(n#)  =  sec  H(ir) .  Lim  (nJ) 

und: 

72)  Lim  (w^)  =  cos  II  ($r) .  Lim  (w*). 


Viertes  Kapitel. 

Das  imaginäre  oder  eingebildete  Viereck. 
§.  25. 

Wir  denken  uns  zwei  imaginäre  oder  eingebildete  Dreiecke: 
das  eine  mit  den  Seiten  und  Winkeln 

a\  6',  c  und  A'9  B',  C; 

das  andere  mit  den  Seiten  und  Winkeln 

a»,  6",  c  und   A\        D  \ 

so  aus  also  diese  beiden  Dreiecke  die  Seite  c  mit  einander  ge- 
meio  haben;  und  setzen  ferner  voraus,  dass 


Digitized  by  Google 


494    runer  t:  Ml  gemeine  analytische  Theorie  der  Function  II{x) 

A'+AT^A,   B'+B"  =  B 

sei.    Dann  können  wir  das  System  der  Grossen 

a',  b't  o!\  b"   und    A9  B,  C,  D 

ein  imaginäres  oder  eingebildetes  Viereck  mit  deo 
Seiten  6',  a",  6"  und  den  Winkeln  A,  ß,  C,  D  nennen,  von 
welchem  c  als  eine  Diagonale  zu  betrachten  ist. 

Es  liegt  jetzt  keineswegs  in  unserer  Absicht,  über  solche 
imaginäre  oder  eingebildete  Vierecke  ausfuhrliche  Untersuchungen 
anzustellen,  jedoch  wollen  wir  eine  zwischen  zwei  Seiten,  etwa 
«'  und  b',  und  den  drei  daran  liegenden  Winkeln  A,  B,  C,  und 
einer  der  beiden  anderen  Seiten,  etwa  der  Seite  b",  Statt  findende 
allgemeine  Relation  beweisen,  von  welcher  Lobatsc  h  e  wsky 
nur  einen  besonderen  Fall  betrachtet  hat,  auf  den  wir  nachher 
zurückkommen  werden. 

§•  26. 

* 

In  dem  ersten  der  beiden  imaginären  oder  eingebildeten  Drei- 
ecke, von  denen  wir  ausgeben,  haben  wir  nach  46)  die  folgenden 
Relationen : 

73) 

sin  A'  tarig  77(a')  =  sin  Br  tang  27(6')  =  sin  C  tang  J7(c) 

und: 

74) 

cot  A'  sin  B'  sin  G(c)+  cos  B'  =  ^£j&9 

cos  n(a'y 

cot  A'  sin  Csin  H(6')  +  cos  C  =  008  %b% 

COS  11  (ö  ) 

•     cot  B'  sin  A  sin  U(c)  +  cos  A'  =  ^^M» 

cosU(6') 

cot  B'  sin  Csin  fl  (ar)  +  cos  C  =  c°S*ffi2; 

cosU(£') 

cot  Csin  Ar  sin  H(bf)  +  cos  A'  =  — 

cosJI(c) 

cot  Csin  B'  sin  U{ar)  -f  cos  Bf  =  C08ffi?. 

■     7  cosil(c) 

In  dem  zweiten  der  beiden  die  Grundlage  unserer  Untersuchung 
bildenden  Dreiecke  ist:   


V. 
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cnsfl(c) 

cot  B"  sin  A"  sin  17  (c)  f  cos  A  -  eMlI^y 

► 

also,  weil 

A'  +  A»  =  A,  B'\B'=B 
gesetzt  worden  ist: 

cos  II (f) 

cot (Ä  -  Ä')  sin  (il  -  ^)  »in  IZ(c)  +  cos  (A  -  A')  =  -Jff^  ' 
folglich : 

{cot(Z?—  B')  siu  ^  sin  27(c)  \-  cos  /I  j  cos  A' 
—  jcot  (/?  -  B') cos ^  sin  IT  (t)  —  sin  A  j  sin  A' 

cos  JI(c) 
-  c^sll(6'7) ' 

und  daher  auch: 

75) 

{ cot  (U—  £')  sin  A  sin  I7(c)  +  cos  A | .  cos  A'  cos  fl(c) 
—  { cot  (£?—  #') cos  J sin  U(c)  —  sin  ^ } . sin  A'  cos  I7(c) 

_  cos  g(c)2 
-cosi2(0' 

Nach  der  vierten  der  Gleichungen  74)  ist: 

^  cos  H(a')  —  cos  IJ(6')  cos  C 
cotB  =-8in/7(^)cosi7(6')8inc  ' 

woraus  man,  wenn  der  Kürze  wegen: 

76) 

G  =(cosII(ei')— cosn(6')cosqsinÄ— sinr/(a0co8fl(//)cosZJsiuC, 
G'  =  {cosH(a')  —  cosU(6')cosC}sioß  +  sinI7(a')  cos  Zl(ft')  sinßsin  C 
gesetzt  wird,  leicht  erhält: 

cot  B  cot  B'  +  1  6V 
77).  .  .     cot (/?-/?')=  cot^,coüg  --g' 

Nach  73)  ist: 

sin  A'  cos  H(c)  =  sin  Ccot  n(a')  sin  2I(c) 

«nd  nach  46) : 

.        %  sinH(q')sinII(6')  

sinil(c)  -  i_cosn(fl0cosn(6')co8  C9 
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W  l-cosi7(a')cosZ7(6')coser 
Nach  der  fünften  der  Gleichungen  74)  ist: 
cotCsin  U(6').sin^'co«  ZI(c)  +  cos  A' cos  U(c)  =  cosZZ(6'), 
aUo  nach  78): 

cos  A'  cos  II{c) 

~    *    (b)  l-co8fl(a')co.i7(6')co7C' 
und  folglich  offenbar: 

79) . . .  cos^' cos  JI(c)  =  eo8P(^)-cosi7(a-)cosC 

w     1  —  cos  12  (a')  cos  n  (©')  cos  C 

Setzt  man  der  Kürze  wegen: 

(  J  =  l  —  cos  Z7(a')  cos  U(6')  cos  C, 
\J'  =  sin  Il(a')  sin  77(6'); 

so  ist: 

»in  nie)  =  ?-,.\0A<cos  I2(c)  =  C08g(°'>™  JWQsinC 

cos^'cmZKc)  =  gggg(*')-co8g(q>o»C 

Föhrt  man  diese  Ausdrucke  in  die  Gleichung  75)  ein,  so 
wird  dieselbe: 

V6  J  J  J  I  co827(c)« 

Weil  aber  nach  dem  Obigen: 

cos  nrc)»  =  * 1  ~ cos  g(g/)  008  cos  C>*  8in  g<q'>*  »in  W)g 

v  '  { I  —  cos  il(a')  cos  H(6')  cos  C}*  ' 

also  nach  80): 

cos  27(c)*  « 

i 

ist,  so  wird  die  vorstehende  Gleichung: 
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/G'  J'  .    ,         A  cos  11(6')—  cos  n(a')  cosC 
\~G  '  J8inA  +  C08^ )  *  7  

/Cr'            ,      .    A  cos  77  (g')  sin  77  (6')  sin  C 
—  I  -g-  . -jr-COSH  —  sin** y  •  j  

-     J»     •  cos  71(6")  ' 
folglich,  wenn  man  der  Kürze  wegen  noch: 

81) 

H  =  {cos77(6')  -  cosn(a')cosC}cos^-f  cosn(a')sinn(6')siiii48inC, 
//'  =  jcos77(6')  — cosnCaOcosCJsin^  — co8n(a')sinn(6f)cos^8in  C 

setzt: 
oder: 

83)  cos  77  (6")  =  GBj  +  G>grp' 

oder  auch: 

G(J  +  J')(J-J') 
 cos  77(6')  =    quj+G'WJ'  9 

oder: 

85)  cos  J7  (6")  =  w  g» — 

«•27. 

Fflr  .4  =  C  =  90°  ist  nach  76),  81),  80): 

•  |  *  I 

86) 

G  =  cos  IT(a')  sin  ß— sin  I7(a')cos  J7(6')cosf?, 
G'  =  cos  Tl(a')  cos  B  +  sin  77  («')«<>«  H(6>in  tf; 

//  =  cos77(ii')8.n77(6'), 
H'  =  cos  77(6') ; 

J  =1, 

7'  =  sin  Tl(a')  sin  77(6'); 

also,  wie  man  leicht  findet: 

Theil  LI.  a2 
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G'Ü'J'  =  ein  17(6')  J cos 77(a')»  +  sin  I7(a')acosl7(6')2}sin  ß 
=  sin  77(6')  { 1  —  sin  77(a')*sin  77(6')*}  sin  B, 

folglich,  weil  in  diesem  Falle  nach  dem  Obigen: 

J*  -  J  *  =  1  -  sin  77(«')*  »in  77(6')* 

ist,  nach  83): 

C08J7(^)=S  sin  27(6^)  sinß' 
und  daher  nach  86): 

87)  . ..cos  77(6  )  =  _____  , 

oder: 

88)  ...  cos  77  (6")  =  ~  sin  Il(a')  cot  77(6')cot  B. 

Diese  letztere  dem  vorhergehenden  besonderen  Falle  ent- 
sprechende Formel  hat  schon  Lobatschewsky  gegeben,  worüber 
man  Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti 
delle  universitä  italiane.  Anno  V.  —  Settembre  e  Ot- 
tobre 1867.    p.  301.   Nr. '23.*)  nachsehen  kann. 

Für  B  =  27(a')  —  (ra.  vergl.  j.  12.)  -  ist: 

rnB  Ulh„.  _  cos  il(q')      cos77(q')  _  1 -cos  77(6') 

COsiI<*  }  -  sTnl7(F)  -  tang77(6')  =  C0S  n(a  >'  lÜHfr 

=  co*Z7(a')taogi27(6'),  r.i  - 

also  nach  9): 

89)  cos  1/(6")  =  cos  77(a') .  «-*. 

För  Ä=  rc-  I7(a')  -  (m.  vergl.  §.  12.)  —  ist: 
rr/A-x     cos cos II(bf)  l+cosJ7(6') 

=  cosI7(a')coti77(6'), 
also  nach  9): 

90)  cos  71(6")  =  cos  n(a') .  e+*. 

Ich  hoffe  später  zu  diesen  Untersuchungen  zurückzukehren. 


*)  Irrthünilich  steht  an  diesem  Orte  cotang/7(Z)  stutt  des  richtigen 
cotangl.  , 
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Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

I  » 


in  welcher  m  und  n  ganze  positive  Zahlen  und 

Fiiy),    ^m(af) 

beliebige  Functionen  von  y  bezeichnen. 

'  Von 

Herrn  Simon  Spitzer, 

Professor  am  Polytechnikum  in  Wien. 


Ich  habe  im  X.  Bande  der  Schlo  milch 'sehen  Zeitschrift 
die  Integration  der  Gleichung 


d*y 

■  » ■    ■  - 

dxn 


gezeigt;  auf  ähnliche  Weise  will  ich  nun  das  Integrale  der  Glei- 
chung (1)  geben. 

Für  den  Fall,  wo  m  =  1  ist,  lautet  die  Gleichung  (1) : 

und  dieser  Gleichung  genügt  folgender  Werth  von  x: 

&) 


/CD  tt  1 


....  +  g>n+i(y  +  *M-i"*)]efa; 


■ 
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woselbst 

1|,    A3,...,  ln+l 

Wurzeln  der  Gleichung 

(4)  i-+l  =  l 

sind,  nnd 

willkü'hrlicbe  Functionen  bedeuten,  zwischen  welchen  aber  eine 
gewisse  ßedingungsgleichung  statt  findet. 

Um  diess  zu  beweisen,  schreibe  ich  das  in  (3)  stehende  2 
folgeodermassen: 

*  > 

/OD  r=»  +  1 

und  habe  sodann : 

d«i       /»«>  J 


n-|-l  r=n-f  1 


Diese  Werthe  fuhren,  in  die  Gleichung  (2)  substituirt,  zu  folgender 
Gleichung: 

M»+i  r=«+l 

Behandelt  man  nun  den  Ausdruck: 

«  »+1     O  [9r(Ä+1)(y  +  ^)Jrfu» 
der  sich  auch  folgendermassen  schreiben  läset: 

s%<r>     u*+l  ^   r=n-|-l  ^ 
J      e   ^du     S     |[^9>r(,,)(y  +  ^rU^)~|rf», 
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mittelst  der  Methode  des  theilweisen  Integrirens,  90  erhält  man: 

S  Li;^{Ä)(y+Arlw?)J( 

0  r=l 

und  wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  der  Ausdruck 

Bn-fl  r=n+l 
r=l 

für  ti  =  x>  verschwindet: 

f=B-f  1 


•+1  r=«+l 


Hierdurch  nimmt  aber  die  Gleichung  (7)  folgende  Gestalt  an:  • 

«"  «+1  *»     D     [Xr*  <PrW  {y  +  Ar«*)]  du 


o 

r=n-|-l 


r^ui. 

Bemerkt  man  nun,  dass  vermöge  der  Gleichung  (4) 

•  < 


ist,  so  sieht  man,  dass  die  Gleichung  (8)  identisch  erfüllt  wird, 
wenn 

r=n+l 

S     [^n9»rW  (y)]  5=  *1  (y) 


gesetzt  wird;  folglich  ist  in  der  That  das  in  (3)  stehende  z  das 
Integrale  der  Gleichung  (2),  wenn  zwischen  den  n+1  willkühr- 
lichen  Functionen  die  Bedingungsgleichung 
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V9>i<»>(y)  +  V9i(B)to)  +  ....  +  X.-M"V»+1(">W  =  *\  (*) 

obwaltet.  —  Für  den  speciellen  Fall  Fx  (y)  ==  0  stimmt  das  hier 
gegebene  Integrale  mit  dem  von  Lobatto  im  XVII.  Bande  von 
Cr  eile's  Journal  gegebenen,  überein. 


Für  den  Fall,  wo  ro  =  2  ist,  lautet  die  Gleichung  (I): 
dni  dn+2z 

(9)  *  ■  •  •  a? =**55n + 

und  dieser  Gleichung  wird  Genüge  geleistet  durch  einen  Aus- 
druck der  Form: 

p«>  px>      un+*+v*+*  * 

(10)  ...«=/    J     e      S+5  "[9>i(y+A1i£par)+92(y+A2ut>a:)+... 

•  •  •  •  +  <Pn+2  Cv  +       uvx)]  dudv , 

woselbst 

Wurzeln  der  Gleichung 


(11)  **+*  =  l 

sind,  und  <plf  g>2  ,  g^+a  willkührliche  Functionen  bedeuten, 

zwischen  welchen  zwei  Bedingungsgleichungen  obwalten. 

Um  diess  zu  beweisen,  schreiben  wir  vorerst  t  folgendermassen : 

(12)  . ..z==y    J     e~    «+*     u    ö  [<Pr(y  +  lrUVx)]dudvt 

o        o  r— 1 

und  construiren  sodann  die  Ausdrucke  für  ^  und  *.  Es 
ist: 


dnZ  p*>  p<*       Ii"  '  -+t>"  ■  j-T- 

d&^J   J    e       w+2     tt,,+lt,"  D  [VH9>r(">(y+Artira?)]diui», 

o      u  r=l 


o  o 


Diese  Wertbe  führen  nun,  in  (9)  substituirt,  zu  folgender  Glei- 
chung: \ 
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■       ■  • 

(13)  .     ,  <  ' 

I     I     c"     »+*     tt«+lt>»    ö    [h»<Prln)(y  +  lTUVX)]dudf> 

/od  /»»     u"+2+»w+2  r=^+2 
/    c  ü+ä — tt    $  [<pr^W(y  +  Xruvx)]dudv 

deren  Identität  nachzuweisen  ist. 

Behandelt  man  zu  dem  Zwecke  das  Integrale 


zweimal  nach  der  Metbode  des  theilweisen  Integrirens,  so  erhält 
man,  dieses  successive  tbuend,  für  obiges  Integrale  vorerst: 


und  diess  ist  gleich: 


+  ar  /     /     e      «+*     t»+l    O  ^a)r(«+,)(y+Wa:)Jrftirf». 

Nimmt  man  nun  an,  dass  für  die  Substitution  ©=x>  der  Aus- 
druck 

* 

verschwindet,  so  hat  man: 

r=l  T  o 
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Diess  lässt  sich  aber  auch  so  schreiben: 

-x  ö  Lx*r(,H"i}(y)j y  e  ***** 

V  /    *  S  [j^r<">(y  +  irt«>*)Jtfii«fo, 

O  O  r=1 

und  gibt  nun  wieder  nach  der  Methode  des  theil weisen  Integri- 
rens  behandelt: 

■ 


tt   '      /»  co  i>   '        LI      ■     I  J  / 

o  r=1  7  u=6 


O  « 


Nimmt  man  ferner  an,  dass  für  u  =  ao  der  Ausdruck 

e  »+» y  t>V"»+»    O   [j[^g>r(,,)(y+*r*M:)J  rf» 
verschwindet,  so  ist  obiger  Ausdruck  gleich: 

— x  ö  LX^(n+1)^J ,/  c  "+*  dtt 

r=l  u 
r=l  %  \ 


Bemerkt  man  nun,  dass  vermöge  der  Gleichung  (11): 

ist,  so  hat  man,  den  oben  gewonnenen  aus  drei  T heilen  beste- 
henden Ausdruck  in  (13)  einführend,  die  Gleichung: 


Digitized  by  Google 


Spitzer:  Integration  einer  partiellen  Differtntiahjle ichung.  505 

(14) 

-  8  [V»9?(n)(y)]y  t>-<T 

r=l  o  ■ 


+  Fl<y)+*Fa<jr). 
welche  identisch  wird,  wenn  man: 

(15) 

S    [Ar«+l9>r<»+1)(y)]/     e  «+*  du  =  FÄ(y), 

r=l  % 

8    [*r"  9>r(a)  G0]  /    t*e~  «+»  dt>  =  F,  (y) 
setzt   Es  ist  demnach  das  Integrale  der  Gleichung 

0)  £=*'3^  +  F«^  +  *F»<»> 

in  der  That  von  der  Form: 

* 

(10)  ...  z  =  I ff     e      «+*  tt[9>i(y+Ä1tt»a;)+91(y+A4ttva:)+... 

* 

vorausgesetzt,  das» 

die  »  +  2  Wurzeln  der  Gleichung 

(11)  *•+«  =  ! 

repräsentiren,  und  dass  zwischen  den  n  +  2  willkührlichen  Func- 
tionen 


32* 


Digitized  by  Google 


<p\ »  <p«  » •  •  • » 

die  zwei  Gleichungen: 

IV  vi  ("}  (y)  +  V  v*00  (y) + •  •  •  +  k+a«  9>»+*("}  (.v)] 


[V+19>i(n+l)(30  +  V+l9>*(n+1)(y)  +  •  +  A.^+^iW)^)] 

e  M-a  f/tt  =  Ft(y) 

stattfinden,  u.  s.  w.  u.  s.  w. 


XXXVII. 

M  i  8  c  e  1  1  e  n. 


Einfacher  Beweis  der  von  Herrn  Prof.  Fasbender  (Thl.  49. 

S.  115.)  gefundenen  Kelation. 

Von  Herrn  Dr.  Bermann  in  Liegnita. 

Die  von  meinem  geehrten  Freunde  Herrn  Professor  Fas- 
bender in  Thorn  im  Archiv  Tbl.  49.  S.  115.  mitgetheilte,  von 
Herrn  Professor  B retsch  n eider  zu  Gotha  in  Thl.  50.  S.  103.  er- 
weiterte und  von  Herrn  Professor  Hacke  1  in  Böhmisch •  Leipa  in 
Thl.  49.  S.  346.',  so  wie  von  Herrn  Prof.  Fasbender  selbst  in 
Thl.  51.  S.  46.  in  einfacher  Weise  dargethane  Relation  zwischen 
den  Cotangenten  der  Winkel,  welche  die  Schwerlinien  eines  Dreieck* 
mit  den  Seiten  bilden,  nach  denen  sie  gezogen  sind,  lässt  sieb 
auch  folgendermaßen  ganz  elementar  und  selbst  für  Secundaner 
leicht  verständlich  beweisen. 

Sind  (die  Figur  wird  Jeder  leicht  selbst  zeichnen  können)  i\, 
t29  <j  die  resp.  nach  den  Seiten  «,  b,  c  des  Dreiecks  gezogenen 
Schwerlinieu;  vx,  v2»  v3  die  in  Rede  stehenden  (nach  derselben 
Richtung  genommenen)  Winkel,  so  hat  man  z.  B.  für      vx : 
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COS  Vi 


und,  wegen 


Nun  ist 


Also : 


analog: 


4  +  h*~* 

 2  : 


smr,  = 


c»— 6» 

cosv>=-2«ür 

—r-  =  -^j-      Flächeninh.  des.  Dreiecks.). 


cotangv,  =  — 4^-  ' 

cotangvj  -     4J  . 

> 

cotangv3  =    ^  • 

Mithin  die  Summe 

cotangV]  -f-  cotangv2  -f  cotang  v5  =  0. 


XXXVIII. 

Uebungsaufgaben  für  Schüler. 

Von  Herrn  Professor  OelschUger  in  Stuttgart. 

1)  Beschreibt  man  ans  den  Halbirungspunkten  der  Seiten  eines 
Dreiecks  Kreise,  welche  durch  die  Endpunkte  der  Seiten  gehen, 
so  lassen  sich  aus  den  gleichen  Mittelpunkten  je  zwei  concen- 
trische  Kreise  beschreiben,  von  denen  jeder  die  beiden  andern 
Kreise  um  die  Seiten  beröhrt.  (Kleinere  und  grössere  Berührungs- 
kreise.). 

2)  Jedes  Paar  concentriseber  Berührungskreise  schneidet  die- 
jenige Seite  des  Dreiecks,  auf  welcher  ihr  Mittelpunkt  Hegt,  in 
den  Berührungspunkten  der  In-  und  Ankreise. 
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3)  Die  Berührungspunkte  der  drei  kleineren  Berührungskreise 
mit  zwei  Seitenkreisen  liegen  auf  den  Medianen  des  Dreiecks. 

4)  Die  Berührungspunkte  der  drei  grösseren  Berührungskreise 
mit  zwei  Seitenkreisen  liegen  auf  den  Seiten  des  Mittelpunkt« 
dreiecks  der  Ankreise. 

5)  Die  Verbindungslinien  zweier  auf  den  Verlängerungen  der 
Seiten  des  gegebenen  Dreiecks  liegenden  Berührungspunkte  der 
Ankreise  gehen  durch  die  beiden  Berührungspunkte  eines  gros- 
seren Berührungskreises. 

6)  Diese  Verbindungslinien  (Nr.  5.)  verlängert  bilden  ein 
Dreieck,  dessen  Umkreis  den  Durchschnittspunkt  der  Höhenlothe 
des  gegebenen  Dreiecks  zum  Mittelpunkt  hat 

7)  Die  Höhenlothe  des  gegebenen  Dreiecks  geben  verlängert 
durch  die  Spitzen  des  Dreiecks  Nr.  6. 

8)  Der  Mittelpunkt  des  Inkreises  des  gegebenen  Dreiecks  ist 
Potenzcentrum  für  die  kleineren  Berührungskreise. 

Diese  wenigen  Sätze  mögen  genügen,  den  grossen  Reichthum 
von  Wahrheiten,  welche  an  dieser  Figur  sieb  ajifönden  lassen, 
anzudeuten.  Nimmt  man  hiezu  noch  die  Sätze  über  die  Feuer- 
bach'sehen  und  Spieker 'sehen  Kreise  (Archiv  Tbl.  LI.  S.  10.) 
und  andere  bereits  bekannte  Sätze,  so  finden  sich  sicherlich  noch 
eine  Reibe  von  Wahrheiten,  welche  aufs  Neue  einen  Beweis  für 
die  Unergründlichkeit  des  geometrischen  Wissens  abgeben. 


Druckfehler. 

8.  407.  Z.  2.  ist  am  Ende  der  Zeile  vor  Q  das  Minusseichen  ausgefallen, 
so  dass  das  letzte  Glied  sin  (am- 1  —  ß)  heissen  rouss. 

.•  . 
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Literarischer  Bericht 

CCI. 


Dr.  Ludwig  Oettinger, 

Grossherzoglich  Badischer  Hofrath  und  ordentlicher  Professor  an 
der  Universität  zu  Freiburg  i.  B.  starb  am  10.  October  1869.  Das 
„Archiv"  verdankt  demselben  eine  ziemliche  Reibe  sehr  werth* 
voller  Beiträge,  und  der  unterzeichnete  Herausgeber,  dem  er  sich 
stets  besonders  freundlich  erwiesen  bat,  wird  ihm  immer  das  dank- 
barste Andenken  in  seinem  Herzen  bewahren.  Gewiss  werden 
die  Leser  von  dem  nachfolgenden  Necrologe  des  trefflichen  Man- 
nes, der  zu  unserer  Freude  uns  gutigst  mitgetheilt  und  von  uns 
mit  dem  grossten  Danke  entgegen  genommen  worden  ist,  mit  be- 
sonderem Interesse  Kenntniss  nehmen.  G. 

Am  10.  October  1869  starb  Hofratb  Ludwig  Oettinger, 
Professor  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  an  der  Univer- 
sität Freiburg. 

Derselbe  wurde  am  7.  Mai  1797  zu  Edelfingen  bei  Mergent- 
heim geboren.  Nach  seinen  vorbereitenden  Studien  widmete  er 
sich  zu  Heidelberg  der  Theologie  und  wurde  im  Jahre  1817  unter 
die  Zahl  der  Pfarrcandidaten  aufgenommen.  Als  solcher  war  er 
zuerst  Vicar  in  Mnndingen  und  Lörrach;  fan  letzterem  Orte  zu- 
gleich Lehrer  am  Pädagogium.  In  dieser  Eigenschaft  wurde  er 
unter  dem  20.  Dezember  1819  an  die  lateinische  Schule  in  Dur. 
lach  und  am  6.  August  1820  an  das  Gymnasium  zu  Heidelberg 
berufen,  wo  er  schon  im  Jahre  1813  den  Charakter  als  Professor 
erhielt  und  ausser  den  philologischen  Fächern  besonders  Mathe- 
matik zu  lehren  hatte.    In  der  Vorliebe  fär  diese  Wissenschaft 

ThLLI.  Hfu  1.  1 
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erwarb  er  den  Doctorgrad  und  war  neben  seinem  Lehramte  noch 
Privatdocent  an  der  Universität  Heidelberg.  Am  14.  Januar  1836 
wurde  er  als  ordentlicher  Professor  der  reinen  und  angewandten 
Mathematik  auf  den  durch  Professor  Buzengeiger's  Tod  er- 
ledigten Lehrstuhl  berufen.  Diese  Stellung  hat  er  seitdem  wah- 
rend 30  Jahren  bekleidet.  In  den  Jahren  1842  und  1843  trug  er 
auch  als  Supplent  die  Physik  vor. 

In  seiner  Eigenschaft  als  akademischer  Lehrer  hat  er  mit  dem 
grössten  Erfolge  gewirkt.  Seine  Vorlesungen  über  Algebra,  Geo- 
metrie, politische  Arithmetik,  Mechanik,  praktische  Geometrie, 
sowie  über  Analysig,  Differential-  und  Integral- Rechnung  waren 
ihrer  Klarheit  und  des  wissenschaftlichen  Gebaltes  wegen  beliebt 

Seine  literarische  Thätigkeit  war  die  ausgebreitetste.  Die 
ersten  Producte  derselben  sind  ein  Lehrbuch  des  Differen- 
tial- und  Di fferenzen  •  Calculs,  welches  er  noch  in  Hei- 
delberg als  Professor  am  Gymnasium  schrieb,  sowie  ein  Werk 
über  die  „aufsteigenden  Funktionen".    (Berlin  1836.) 

Seinen  Vorlesungen  legte  er  ein  eigenes  Lehrbuch  der  reinen 
Mathematik  zu  Grunde.   (Freiburg  1837.) 

Von  seinen  übrigen  Werken  ist  besonders  das  Lehrbuch  der 
politischen  Arithmetik:  „Anleitung  zu  finanziellen  politi- 
schen und  juridischen  Rechnungen"  mit  den  weiteren 
Ausfuhrungen  der  politischen  Arithmetik  (Greifswald  1863)  io  den 
weitesten  Kreisen  bekannt  geworden. 

Ausser  zwei  Lehrbüchern  über  Wabrscheinlfchkeits-Rechming 
und  die  Lehre  von  den  Combinationen  schrieb  er  Ober  dieselben 
Gegenstände,  sowie  über  Materien  der  Algebraischen  Analysis, 
Zablentheorie,  Differential-  und  Integral- Rechnung  zahlreiche  Auf- 
sätze in  die  Zeitschriften  von  G runer t  und  Crelle.  Seine  letzte 
Abhandlung  in  ersterer:  über  das  Pell' sehe  Problem  erschien  iu 
diesem  Jahre.  Seine  letzte  Abhandlung  im  Crelle' sehen  Journal 
findet  «ich  im  67.  Bandes  über  einige  Probleme  der  Wafirschein» 
lichkeits-Rechnung  u.  s.  w. 

Der  Verstorbene  hat  in  den  verschiedensten  zum  Tlieil  auch 
ausserakademiseben  Würden  und  Aemterq,  ab  Prorector,  Decw, 
Wirthschafts-Ratb,  lnspector  der  Gewerbeschule,  Kircbeialtester 
u-  s,  w.  das  allgemeine  Vertrauen  welches  er  genoss  stets  be- 
festigt. Insbesondere  hat  er  sein  warmes  Interesse  für  die  Uni» 
versität  bei  jeder  Gelegene  eit  bekuaäßU  iu  Anerkennung  seiner 
Verdienste  wurde  O  et  tinger  vom  Grossherzoge  durch  Ernea- 
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nung  zum  Hofrathe  (1844)  ausgezeichnet  und  im  Jahre  1862  mit 
dem  Ritterkreuze  des  Zähringer  Luvren-Ordens  geschmückt.  Sein 
persönlicher  Charakter  war  gerade,  redlich,  freundlich,  gefällig, 
loyal  im  Verkehr  mit  seinen  Collegen  und  in  anderweitigen  Be- 
ziehungen. 

Er  war  immer  rüstig  und  thätig  bis  kurz  vor  seinem  Tode. 
Im  Sommer  dieses  Jahres  wurde  er  von  einem  leihlichen  Uebel 
befallen,  schien  aber  im  Spätjahre  wieder  hergestellt  zu  sein. 
Mit  Anfang  October  stellte  sich  jedoch  eine  plötzliche  Erkrankung 
ein,  die  nach  10  Tagen  seinen  bedauernswerthen  Tod  zur  Folge 
hatte. 

O  ettinger  war  zweimal  verheirathet  und  hinterlässt  seine 
Wittwe  mit  3  Kindern,  einem  Sohn  und  zwei  Trichtern,  die  ihn 
als  Hebevollen  Familienvater  betrauern.  H.  AI. 


Guglielmo  Libri 

geboren  1803  in  Florenz,  starb  am  28.  September  1869  auf  einer 
Villa  bei  Florenz.  Von  1830  bis  1840  in  Frankreich  lebend,  war 
er  als  Generalinspector  des  öffentlichen  Unterrichts,  dann  der 
Bibliotheken  des  Königreichs  thätig,  zugleich  Mitglied  des  In- 
stituts. Jeder  kennt  seine  „Histoire  des  Mathe^mat iques 
en  Italie".  Wir  wünschen  sehr,  dass  man  uns  in  den  Stand 
setzen  möge,  durch  einen  ausführlicheren  INecrolog  diesem  treff- 
lichen —  im  Leben  viel  geprüften  und  angefeindeten  —  Mathe- 
matiker einen  seinen  grossen  wissenschaftlichen  Verdiensten  wür- 
digen Nachruf  widmen  zu  können. 


Eiue  großartige  Nystificatioii 

ist  die  Ueberschrift  eines  interessanten  Artikels  der  „Allge- 
meinen Zeitung.  Augsburg,  Montag,  20.  September 
1860,  Nr.  263",  auf  welchen  unsere  Leser  aufmerksam  zu  machen 
wir  uns  verpflichtet  halten.  Bekanntlich — auch  in  dem  „Archiv" 
ist  davon  einige  Mal  die  Rede  gewesen,  z.B.  in  dem  „Rapport 
fait  ä  l'Acadömie  Royale  des  sciences  des  Pays-  Bas, 
Section  Pbysique"  in  Thl.  XLIX.  Nr.  VII.  S.  81,  und  auch 
in  den  Literarischen  Berichten  —  hat  Herr  Chasles  durch  der 
Akademie  der  Wissenschaften  in  Paris  vorgelegte  Briefe  die  bis 
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jetzt  allgemein  anerkannten  hohen  Verdienste  verschiedener  grosser 
Mathematiker  und  Physiker,  wie  Newton'«,  Huygens's  und 
Anderer,  um  die  Wissenschaft  in  Zweifel  zu  ziehen,  und  zum 
Theil  für  andere  Gelehrte  in  Anspruch  zu  nehmen  gesucht.  Die 
Aechtheit  dieser  Briefe  ist  vom  Anfange  au,  namentlich  auch  von 
Mitgliedern  der  Pariser  Akademie  der  Wissenschaften,  wie  z.  B. 
von  Herrn  Leverrier,  sehr  stark  bezweifelt,  von  Herrn  Chasles 
bisher  jedoch  immer  behauptet  worden.  Jetzt  aber  in  der  Sitzung 
der  Akademie  am  13.  September  J869,  hat  Herr  Chasles  endlich 
mit  einer  von  uns  vollständig  anerkannten  und  eines  so  hochver- 
dienten ,  von  uns  aufrichtigst  verehrten  Gelehrten  durchaus  wür- 
digen Offenheit  die  Erklärung  abgegeben,  dass  er  das  beklagens- 
werte Opfer  einer  nichtswürdigen  Mystification ,  die  in  ihrer 
Grossartigkeit  von  keiner  anderen  übertroffen  wird,  geworden  sei; 
zugleich  hat  derselbe  ausführlich  dargelegt,  wie  er  nur  mit  den 
grössten  Opfern  in  den  Besitz  jener  Briefe,  die  von  einem  sehr 
geschickten,  aber  sehr  gefährlichen  Falsarius  —  noch  wahrschein- 
licher von  einer  ganzen  sauberen  Gesellschaft  dieses  Gelichters 
—  fabricirt  worden  sind,  gelangt  sei. 

Des  Weiteren  wegen  müssen  wir  auf  den  obigen  ausführlichen 
Artikel  der  „Allgemeinen  Zeitung",  der  unseren  deutschen 
Lesern  am  Leichtesten  zugänglich  sein  wird,  verweisen,  und 
wollen  nur  noch  bemerken,  wie  aufrichtig  wir  Herrn  Chasles 
bedauern,  und  wie  sehr  wir  aus  dem  Grunde  unseres  Herzens 
wünschen,  dass  die  folgenden  Schlussworte  jenes  Artikels: 

„Der  greise  Michel  Chasles  wird  seine  Enttäuschung 
schwerlich  lange  überleben;  denn  als  er  seine  Erklärungen  abgab, 
erschien  er  gebrochen  und  wie  vernichtet.  Er  wird  in  jedem  Sinne 
das  Opfer  dieses  grossartigen  Betrugs  sein*' 

noch  auf  lauge  Zeit  hin  nicht  zur  Wahrheit  werden  mögen.  Herr 
Chasles  hat  Verdienste  genug,  um  im  Hinblick  auf  dieselben 
vollständig  Trost  finden  zu  können.  Möge  ihm  vergönnt  sein 
noch  recht  viele  Jahre  im  Dienste  der  Wissenschaft  in  der  bis- 
herigen grossartigen  Weise  zu  wirken! 

G  r  u  n  e  r  t. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Intoruo  alla  vita  e d  alle  opere  d  i  L  u  i  g  i  Lagrange, 
Discorso  letto  nel  R.  Liceo  Galilei  di  Pisa,  per  la  festa 
letteraria  commemorati va  dal  Cav.  Angelo  Fort!,  Pro- 
t'essore  di  M a te  matic he  al  R.  Liceo,  e  di  Matematiche 
e  Meccanica  alle  scuole  tecniche  comunali  di  Pisa- 
Seconda  edizioue  accresciuta  di  nuove  notizie.  Roma* 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche.  Via 
Lata  No.  211  A.  MDCCCLXIX.  8. 

Die  erste  Auflage  dieser  trefflichen  Schrift  des  Herrn  Pro- 
fessor A.  Porti  in  Pisa  ist  von  uns  im  Literarischen  Berichte 
Nr.  CLXXXXI.  S.  7.  angezeigt  worden,  und  wir  freuen  uns  sehr, 
schon  jetzt  eine  zweite  Auflage  derselben  hier  anzeigen  zu  können. 
Diese  neue  Auflage  wird  mit  vollem  Recht  auf  dem  Titel 
als  „edizione  accresciuta  di  nuove  notizie"  bezeichnet, 
welche  Bereicherungen  wir  naturlich  hier  nicht  sämmtlich  näher 
angeben  können.  Jedoch  wollen  wir  nicht  unterlassen  zu  bemer- 
ken, dass  auf  8.  16  ff.  sehr  dankenswerthe  und  interessante  Mit- 
theilungen über  Euler'«  Weggang  von  Berlin  nach  Peters, 
bürg  (1766)  und  Lagrange's  Berufung  dahin,  sowie  über  dessen 
Aufenthalt  daselbst,  gemacht  werden,  die  wir  unseren  Lesern 
recht  sehr  empfehlen.  Ferner  sind  der  Schrift  drei  sehr  lesens» 
werthe  Noten  beigefügt.  Nota  la  betrifft  den  im  Archiv  Theil 
XL1X.  Nr.  XVI.  S.  223.  von  uns  mitgetheilten  Brief  des  jungen 
Lagrange  an  den  Conte  Fagnano  und  dessen  Inhalt;  Nota  2* 
betrifft  Mossotti's  Vereinfachungen  der  bekannten  Formeln  La- 
grange's zur  Berechnung  der  Cometenbahnen,  mit  Bezug  auf 
Schiaparelli's  bekannte  wichtige  Entwickelungen  und  Unter- 
suchungen über  die  Sternschnuppen;  endlich  ist  Nota  3°  über- 
schrieben: „Notizie  intorno  alla  malattiae  alla  morte  di 
Lagrange,  e  all'  auttossia  e  im  balsamazione  del  suo 
corpo"  worin  vieles  Interessante  enthalten  ist.  Wie  sehr  Italien 
seine  grossen  Männer  zu  ehren  bemüht  ist,  haben  wir  von  Neuem 
mit  dem  grussten  Interesse  aus  der  folgenden  auf  pag.  21.  sich 
findenden  Notiz  entnommen,  nach  welcher  auch  dem  grossen  Ma- 
thematiker u.  s.  w.  M  os8 ott i  in  Pisa  ein  Denkmal  errichtet 
worden  ist:  „II  monumento  del  Mossotti,  opera  del  Cav.  Giovanni 
Dupre,  fu  eretto  a  Pisa  il  di  16  Giugno  1867  nel  Camposanto  Ur- 
bane Simboleggia  l'Astronomia  in  atto  di  pensare.  L'elogio  era 
pronunziato  dal  dotto  Prof.  De  Benedetti,  collega  e  concittadino 
del!'  illustre  scienziato,  alla  presenza  delle  Autorita,  del  Municipio, 
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dei  President*!  del  Senato  e  della  Camera  dei  Deputat),  e  di  gran- 
dissiroo  concorso  di  Professor*!,  di  allievi  e  di  persone  di  ogni 
classe.  L'epigrale,  dettata  dal  Senatore  Centofanti  e  il  Corpus 
cond i tum  dal  Cav.  Prof.  Ferrucci,  rammentano  cot  loro  etile, 
il  bei  secolo  della  letteratura  italiana." 


Geometrie. 

Sur  le  calcul  des  equipollences,  inethode  d'analyse 
geometrique  de  M.  Bellavitis.  Par  M.  J.  Hoüel,  Pro* 
fesseur  de  Mathömatiques  a  la  Faculte*  des  sciences 
de  Bordeaux.    Paris.    Gauthier- Villars.    1869.  8°. 

Herr  Professor  Giusto  Bellavitis  in  Padua  hat  schon  vor 
einer  Reihe  von  Jahren  eine  neue  sinnreiche  Methode  für  analy- 
tisch «geometrische  Untersuchungen  bekannt  gemacht,  welche  we- 
niger Beachtung  gefunden  zu  haben  scheint  als  sie  jedenfalls 
verdient.  Herr  Hoüel  hat  sich  daher  ein  neues  sehr  anerkennungs- 
werthes  Verdienst  erworben,  indem  er  in  der  vorliegenden  sehr 
zur  Beachtung  zu  empfehlenden  Schrift  diese  Methode  des  iu 
vielen  Beziehungen  hochverdienten  Herrn  Bellavitis  den  Ma- 
thematikern wieder  in  Erinnerung  gebracht,  zur  Beachtung  em- 
pfohlen, und  ihre  Anwendung  an  einer  ziemlich  grossen  Anzahl 
sehr  lehrreicher  Beispiele  erläutert  hat.  Wir  müssen  uns  hier 
begnügen,  nachstehend  Das  unseren  Lesern  mitzutheileu,  was  der 
Herr  Verfasser  auf  pag.  5.  zur  Empfehlung  dieser  neuen  m4- 
thode  des  equipollences  sagt: 

„La  me'thode  des  equipollences  se  distingue  principalement 
par  les  avantages  suivants:  1°.  L'abondance  des  tbeoremes,  qui 
decoulent  d'un  principe  unique,  toute  proprieW  de  points  placäs 
en  ligne  droite  donnant  immediatement  une  proprio  des  points 
d'un  plan,  des  que  Ton  change  les  equations  relatives  aux  pre* 
miers  points  en  equipollences  relatives  aux  seconds;  2°.  La  fact- 
lite*  avec  laquelle  on  parvient  ä  la  Solution  graphique  des  pro* 
blemes:  pour  les  qqestions  nie  nies  qui  passent  pour  difficiles«  la 
me'thode  fournit  directement  des  Solutions  plus  courtes  que  Celles 
que  Ton  avait  decouvertes  par  des  combinaisons  artificielles  de 
theorenies  ge*ome*triques ;  3°.  La  throne  des  courbes,  debarrassee 
de  tout  Systeme  special  de  coordonn^es,  conduit  ä  des  formules 
plus  simples  et  en  meine  temps  plus  g&ierales,  qui  expriment  les 
affectioos  des  courbes,  sans  qu'ü  soit  besoin  de  les  rapporter  a 
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aucun  «ysteme  arbitraire;  4°.  Elle  fournit  le  type  reel  des  quan- 

tites  imaginaires,  par  lequel  sont  pleinement  justifies  les  calculs 

de  l'Algebre,  de  la  maniere  que  Cauchy  regardait  comme  la 
segle  satisfaisante. " 

Indem  wir  unsere  vollkommene  Uebereinstimmung  hiermit  aus- 
sprechen, empfeblea  wir  die  Schrift  nochmals  zu  sorgfältigster 
Beachtung. 


Physik. 

Sechs  zehn  mathematisch-physikalische  Probleme. 
Ein  Ergänzung* heft  zum  Leitfaden  der  Physik  an 
Realschulen  und  ähnlichen  höheren  Lehranstalten. 
Nebst  einem  Anhange,  enthaltend  102  Aufgaben  und 
deren  Resultate.  V  on  Dr.  Gustav  Ems  mann,  Oberlehrer 
an  der  Realschule  erster  Ordnung  zu  Frankfurt  a.  d. 
Oder.  Mit  einer  Figurentafel.  Leipzig.  Quandt  und 
Händel.    1869.  8<>. 

Wie  schon  der  Titel  besagt,  verfolgt  diese  Schrift  einen  dop* 
pelten  Zweck:  Einmal  sucht  dieselbe  den  physikalischen  Unter- 
richt, so  wie  derselbe  auf  Grundlage  der  gangbaren  physikalischen 
Lehrbucher  gewöhnlich  ertheilt  wird,  durch  verschiedene,  vor- 
zugsweise einer  elementar- mathematischen  Behandlung  fähige  und 
dieselbe  auch  —  wenn  wahre  Gründlichkeit  erstrebt  und  erreicht 
werden  soll  —  not  Im  endig  für  sich  in  Anspruch  nehmende  Lehren 
zu  vervollständigen;  dann  aber  auch  durch  Mittheilung  einer  gros* 
seren  Anzahl  von  Uehungsaufgaben,  die  gleichfalls  hauptsächlich 
eine  mathematische  Behandlung  beanspruchen ,  denjenigen  Leh- 
rern zu  nutzen  und  in  ihren  sehr  löblichen  Bestrebungen  forderlich 
zu  werden,  welche  wie  zu  unserer  Freude  der  Herr  Verfasser  — 
dem  wir  dafür  unsere  besondere  Anerkennung  zollen  — ■  den 
Hauptzweck  und  Hauptnutzen  des  physikalischen  Unterrichts  für 
die  allgemeine  geistige  Ausbildung  der  Schüler  in  einer  strengen 
elementar- mathematischen  Behandlung  der  dazu  sich  eignenden 
und  dieselbe  für  sich  in  Anspruch  nehmenden  Lehren  der  Physik  er- 
kennen, ohne  dabei  das  Experiment,  bei  richtiger  Auffassung  seines 
Werthes  und  Dem  entsprechender  Handhabung  desselben,  irgend- 
wie zu  vernachlässigen.  In  beiden  Beziehungen  können  wir  dem 
Herrn  Verfasser  unsere  volle  Anerkennung  nicht  versagen.  In 
der  ersten  Abtheilung  ist  nach  unserer  Ansicht  eine  durchaus 
zweckmässig?  Auswahl  der  betreffenden  Lehren  getroffen,  und  die 
ina thematische  Behandlung  bewegt  sich  im  Allgemeinen  ganz  in 
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dem  Kreise,  welcher  hier  allein  luaassgebend  und  zulässig  sein 
konnte,  wenn  wir  auch  nicht  unterlassen  können,  die  Frage  auf- 
zuwerfen: oh  es  in  einem  Buche  wie  das  vorliegende  ganz 
zweckmässig  war,  bei  der  Bestimmung  einiger  Minima,  wie  z.  B. 
bei  der  Minimal- Ablenkung  des  Lichts  u.  s.  w.,  die  gewöhn- 
lichen Regeln  der  Differenzialrechnung  in  Anwendung  zu  bringen, 
da  sich  diese  Bestimmungen  auch  würden  auf  elementarem  Wege 
haben  geben  lassen;  natürlich  kann  man  diese  Frage  aus  ver- 
schiedenen Gesichtspunkten  beantworten,  indem  es  sich  dabei 
immer  darum  handeln  wird,  welche  Vorkenntnisse  man  voraus- 
setzen kann  und  will.  Von  unserem  Standpunkte  aus  würden 
wir  einer  mehr  elementaren,  d.  h.  die  allgemeinen  Regeln  der 
Differentialrechnung  nicht  in  Anwendung  bringenden  Behandlung 
den  Vorzug  gegeben  haben.  —  Die  Uebungsaufgabeu  der  zwei- 
ten, Anhang  bezeichneten  Abtheilung,  halten  wir  gleichfalls  für 
durchgängig  zweckentsprechend  gewählt. 

Hiernach  glauben  wir  dieses  Buch,  welches  zur  Forderung 
grundlichen  und  bildenden  physikalischen  Unterrichts  gewiss  sehr 
geeignet  ist,  aus  vollkommenster  Ueberzeugung  zur  sorgfältigsten 
Beachtung  und  zum  fleißigsten  Gebrauche  empfehlen  zu  können, 
und  müssen  uns  im  Uebrigen  mit  der  folgenden  Angabe  des 
Hauptinhalts  begnügen:  I.  Aus  der  Lehre  von  der  Wärme. 
1.  Thermometer- Correction.  2.  Specifische  Wärme.  3.  Latente 
Wärme.  —  II.  Aus  der  Lehre  vom  Magnetismus  und  von 
der  Electricita  t.  4.  Decliiiation  der  Magnetnadel.  5.  Oas 
Ohm* sehe  Gesetz  und  die  Constanten  galvanischer  Rheomotoreu. 

—  III.  Aus  de  r  Optik.  6.  Die  Minimal- Ablenkung  des  Lichts 
beim  Durchgange  durch  ein  Prisma.   7.  Der  Brechungsexponent 

8.  Discussion  der  Formel  — -f  ^=4.    9.  Newton'sche  Ringe. 

10.  Die  Dämmerung.  —  IV.  Aus  der  Mechanik.  IL  Uas 
Kräfte  -Parallelepiped.  12.  Das  physische  Pendel.  13.  Die  Ver- 
minderung der  Schwere  durch  die  Rotation  der  Erde.  14.  Die 
Archimedische  Aufgabe.  15.  Das  barometrische  Höhenmessen. 
16.  Die  Grösse  der  Verdiinnung  der  Luft  durch  die  Luftpumpe. 

—  Anhang.    102  Aufgaben  und  deren  Resultate. 

Anleitung  zur  Anstellung  meteorologischer  Beob- 
achtungen und  Sammlung  von  Hilfstafeln  mit  beson- 
derer Rücksicht  auf  die  meteorologischen  Stationen 
in  Oesterreich  und  Ungarn.  Von  Dr.  Carl  Jelinek, 
Director   der  k.  k.  Central  -  Anstalt  für  Meteorologie 
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und  Erdmagnetismus  u.  s.  w.  u.  8.  w.  Wien.  Druck  der 
kaiserlich  •  königlichen  Hof-  und  Staatsdruckerei. 
1869.  8°. 

Die  in  drei  Auflagen  erschienene  „Anleitung  zu  den  me- 
teorologischen Beobachtungen  in  der  österreichischen 
Monarchie"  von  dem  trefflichen,  der  Wissenschaft  leider  zu 
früh  entrissenen  Kreil  ist  vollständig  vergriffen  worden,  wodurch 
zunächst  der  Herr  Verfasser  zu  der  Herausgahe  der  vorliegenden 
Schrift  veranlasst  wurde,  welche  man  aber  keineswegs  als  eine  blosse 
neue  Aasgabe  des  vorerwähnten  KreiTschen  Buchs,  sondern  als 
ein  ganz  neues  durchaus  selbstständiges  Werk  zu  betrachten  hat. 
Zugleich  beschränkt  sich  dasselbe  nicht  allein  auf  eine  Anleitung 
zur  Anstellung  meteorologischer  Beobachtungen,  sondern  ertheilt 
auch  überaus  lehrreiche  Auskunft  über  die  am  häufigsten  vor- 
kommenden Fragen  der  praktischen  Meteorologie,  und  kann  daher 
in  vielen  Beziehungen  die  Stelle  eines  meteorologischen  Lehr* 
bucbs  sehr  zweckmässig  vertreten,  wodurch  jeder  mit  meteorolo- 
gischen Studien  sich  Beschäftigende  dem  Herrn  Verfasser  sich 
zu  besonderem  Danke  verpflichtet  fühlen  wird.    Ausserdem  hat 
man  wohl  zu  beachten,  dass  das  Werk   keineswegs  bloss  das 
Österreichische  meteorologische  Beobachtungssystem  —  wenn  das- 
selbe auch  als  eines  der  trefflichsten  Muster  angesehen  werden 
kann,  und  als  ein  solches  auch  allgemein  anerkannt  wird,  weshalb 
ihm  auch  hier  mit  Recht  besondere  Beachtung  geschenkt  worden 
ist,  —  berücksichtigt  und  in's  Auge  fasst,  sondern  so  allgemein 
gehalten  ist,  dass  es  für  jeden  Beobachter  der  lehrreichste  und 
trefflichste  Wegweiser  bei  seinen  Bestrebungen  ist,  welchem  wir 
einen  besseren  gegenwärtig  in  der  That  nicht  an  die  Seite  zu 
stellen  wüssten.    Die  Instrumente  s'iiri  ausführlich  beschrieben, 
durch  sehr  saubere  Holzschnitte  erläutert,  ihre  beste  Beobach- 
tungsart   ist  gelehrt  und  den   anzubringenden  Correctionen  ist 
überall  die  sorgfältigste  Rechnung  getragen  worden.   Endlich  ist 
eine  sehr  reichhaltige,  wenig  zu  wünschen  übrig  lassende  Samm- 
lung von  Hülfstafeln  beigefügt,  in  welcher  auch  der  in  Oesterreich 
und  Ungarn  in  kurzer  Zeit  bevorstehende  Uebergang  zum  metri- 
schen Systeme  sorgfältige  Berücksichtigung  gefunden   hat,  was 
natürlich  auch  für  die  künftigen  allgemein  deutschen  Verhältnisse 
von  nicht  geringer  Bedeutung  ist. 

Möge  die  ausgezeichnete  und  ungemein  nützliche  Schrift  sich 
recht  ausgebreiteter  Beachtung  erfreuen! 
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Vermischte  Schriften. 

Tidskrift  för  Matematik  och  Fysik,  tillegnad  den 
svenska  Elementar- U  ndervisningen,  utgifven  af  D  :  R. 
Cröran  IMllner,  Adjunkt  i  Matematik  vid  üpaala  Aka- 
demi  (Hufvudredaktur);  D:R.  Frnm  W.  Hnltman,  Lektor 
vid  Stockholms  httgre  Elem entar-Läroverk,  D  :  R.  T. 
Robert  Thalen.  Adjunkt  i  Fysik  vid  Upsala  Akademi. 
üpaala,  W.  Schultz*  Boktryckeri.  (Vergl.  Literar.  ßer. 
Nr.  CLXXXXV1I.  S.  13.) 

Bis  Andra  Argängen.  Haftet  2.  Mars  1869  ist  diese  sehr  ver- 
dienstliebe Zeitschrift  am  vorher  genannten  Orte  von  uns  ange- 
zeigt worden;  jetzt  haben  wir  über  die  uns  vorliegenden  neuen 
Hefte:  Andra  Argängen.  Häft.  3.  4.  Mai -Juli  1869  und  Häft.  5. 
September  1869,  so  weit  es  hier  der  Raum  erlaubt,  zu  berichten. 

Herr  Hultman  hat  seine  verdienstliche  Geschichte  der  Arith- 
metik in  Schweden  fortgesetzt;  eben  so  Herr  G.  Di  II  n  er  seine 
sehr  zur  Beachtung  zu  empfehlende  Abhandlung  über  den  geo- 
metrischen Calcul  oder  den  Calcul  mit  geometrischen  Grössen, 
auf  die  wir  unsere  Leser  schon  früher  mehrfach  aufmerksam  ge- 
macht haben  und  dies  hier  von  Neuem  thun;  auch  seine  Abhand- 
lung Ober  die  Berechnung  der  Leibrenten  bat  Herr  Hultman 
weiter  fortgeführt.  Ferner  begegnen  wir  einem  lesenswert hen 
Aufsatze  über  integrirende  Factoren  von  einem  Ungenannten, 
und  einer  zu  beachtenden  Abhandlung  über  die  elementare  Lösung 
von  Aufgaben  über  die  Maxima  und  Minima  von  Herrn  Lars 
Phragmen;  sowie  einem  Beweise  der  Formel 

- 

f{a  +  h)-f{a)    =f'(a  +  Xh) 

von  Herrn  D— g  (Daug).  Besonders  aufmerksam  machen  wir  auch 
auf  eine  Abhandlung  von  Herrn  Lector  Lind  man  über  in  und  um 
eine  Ellipse  beschriebene  gradlinige  Figuren.  Wie  alle  früheren 
Hefte  enthalten  auch  die  vorliegenden  eine  ziemlich  grosse  Anzahl 
bemerkenswerther  Sätze  und  Aufgaben,  bewiesen  und  aufgelöst 
von  verschiedenen  Verfassern,  zum  Theil  Schülern  schwedischer 
Lehranstalten,  über  die  wir  natürlich  hier  in's  Einzelne  nicht  ein- 
geben können;  ferner  Aufgaben,  welche  bei  den  auf  den  letzteren 
stattgefundenen  Prüfungen  gegeben  worden  sind;  ßeurtheilungen 
und  Anzeigen  von  Büchern  u.  ».  w.  —  Aus  dem  Gebiete  der 
Physik  finden  wir  einen  lesenswerthen  Aufsatz  über  die  verschie- 
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denen  Erfindungen  und  Arbeiten  Le*on  Foucault's  von  Herrn 
R.  Thalen;  ferner  einen  beachtenswerthen  Aufsatz  über  die 
coostruetive  Bestimmung  der  Acceleration  in  verschiedenen  Fällen 
von  Herrn  G.  D  i  1 1  n  e  r. 

Möge  diese  verdienstliche  Zeitschrift  immer  den  ununterbro- 
chensten Fortgang  haben! 

■ 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata,  diretti  da 
F.  Brioschi  e  L.  Cremona  (Presso  il  R.  Istituto  Teenico 
Superiore  di  Milano)  in  continuazione  degli  Annali  giä 
pubblicati  iu  Roma  dal  prof.  Tortolini.  4°,  (S.  Liter. 
Ber.  Nr.  CLXXXXV11I.  S.  12.  wo  es  statt  „de  Milano" 
beissen  muss  „di  Milano"). 

Seriell0.  Tomoll0.  Fascicolo  4°.  (Giugno  1869.). — 
Codazzi:  Sülle  coordinate  curvilinee  d'una  superficie  e  dello 
spazio  (Memoria  3".).  p.  269.  —  Lipschitz:  Disamina  della  pos- 
sibilitä  d'integrare  completamente  un  dato  sistema  di  equazioni 
differenziali  ordinarie.  p.  288.  —  Casey:  Recherche  des  equa- 
tions  des  couples  de  quadriques  inscrites  dans  une  quadrique 
donuee  et  tangentes  ä  quatre  quadriques  inscrites  aussi  dans  la 
meme  quadrique.  p.  303.  —  Smith:  Observatio  geometrica.  p.  318. 

—  Jordan:  Mömoires  sur  les  groupes  de  niouvements  (conti- 
nuazione e  fine).  p.  322.  —  Gordan:  Applicazione  di  alcuni  ri- 
sultati  contenuti  neila  Memoria  „Sulla  rappresentazione  tipica  delle 
forme  binarie  del  5°  e  del  6°  grado"  agli  iutegrali  Iperellittici.  p.346. 

Serie  II*.  Tomo  III0.  Fascicolo  1°  (Ottobre  1869.). 
Casorati:  Le  relazioni  fondamentali  tra  i  moduli  di  periodicita 
degli  integrali  abeliani  di  prima  specie.  p.  1.  —  Sturm:  Combien 
y  a  t-il  de  secantes  communes  ä  deux  eubiques  gauches?  p.  28. 

—  Brill:  Sul  problema  della  rotazione  dei  corpi.  p.  33.  — 
Schramm:  Les  invariant*  et  les  covariants,  en  qualite*  de  cri* 
teres  pour  les  racines  d'une  öquation.  p.  41.  —  Aoust:  Theorie 
des  conrdonnees  curvilignes  quelconques.  p.  55.  —  Roberts: 
Sur  les  fonetions  abeMiennes.  p.  70.  —  Hermite:  Sur  l'expression 
du  module  des  transcendantes  elliptiques  en  fonetion  du  quotient 

/ +  i  dx 
-i  V(fl -x)\f l  —  jc* 
Sur  la  transcendante  En.  p.  83.  —  Matthiessen:  De  aequi- 
librii  Gguris  et  revolntione  homogeneorum  annulorum  sidereorum 
sine  corpore  centrali  atque  de  mutatione  earum  per  expansionem 
aut  condensationem.  p.  84. 
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Gioruale  di  Matematiche  ad  uso  degli  stadenti 
delle  universita  italiane,  pubblicato  per  enra  del  Pro- 
fessore  G.  Battaglini.  Napoli.  (S.  Literar.  Ber.  Nr. 
CLXXXXV1II.  S.  12). 

Maggie  e  Giugno  1860.  Del  concetto  di  funzione  nell'  in- 
segnaroento  della  Geometria  elementare;  per  D.  Besen,  p.  131. 
—  Annonzio  BibliograGco.  p.  136.  —  Memoria  sull'  attrazione  degli 
sferoidi;  per  R.  del  Grosso,  p.  137.  —  Oeterniinazione  analitica 
dei  centri  di  pressione  delle  su  perfide  immerse  in  un  liquido  orno- 
geneo  pesante;  per  A.  M.  Bostel  Ii.  p.  152.  —  Lezioni  sulla 
Termodinamia;  per  M.  Zannotti.  p.  160.  —  Sulla  locale  dei 
centri  delle  coniche  che  toccano  due  rette  e  passano  per  doe 
punti;  per  G.  de  Rossi.  p.  174.  —  Sopra  una  quistione  proposta 
nel  giornale  di  Terquem;  per  G.  Mirabell  o.  p.  176.  —  Nuova 
soluzione  generale  in  numeri  razionali  dell'  equazione  wt=a+bv+cv% 
per  L.  Calzolari.  p.  177. 

Luglio  e  Agosto  1869.  Memoria  sali'  attrazione  degli 
sferoidi;  per  R.  del  Grosso  (Cont.  Vedi.  pag.  151.).  p.  193.  — 

/ß  ggf)  m  x 
— - — dx\  per  D.  Besso.  p.  210.  —  üeter* 

o 

minazione  analitica  dei  centri  di  pressione  delle  superficie  immerse 
in  un  liquido  omogeneo  pesante;  per  A.  M.  Büste  Iii.  (Cont. 
e  üne  Vedi  pag.  159.).  p.  213.  —  Articolo  Bibliografico.  p.  221.  — 
Relazione  sulle  Lezioni  complementari  dato  nell'  Ist.  tec.  superiore 
a  Milano,  per  A.  Armenante  e  G.  Jung.  p.  224.  —  Sülle  tras- 
formazioni  birazionali  o  univnche  (eindeutichen),  e  sulle  curve 
normale  e  subnormale  del  genere  p;  per  G.  Jung  ed  A.  Arme- 
nante. p.  235.  —  Sopra  due  questioni  del  Salmon  nel  trattato 
delle  coniche;  per  un  anonimo;  p.  254.  —  Soluzione  delle  quis- 
tione 48;  per  V.  Eugenio.  p.  256. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 

Bullettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  Helle  scienze 
tuatematiche  e  fisicbe,  pubblicato  da  B.  Boncompagni. 
Roma  1869.  4°.  (Vergl.  Liter.  Ber.  Nr.  CLXXXXVIII.  S.  6.). 

Tomo  II.  Febbraio  1869.  Dieses  Heft  enthält  zuerst  auf 
S.  33.  bis  S.  95.  die  Fortsetzung  und  den  Scbluss  der  im  vorher- 
gehenden Hefte  (Gennaio  1869,  s.  a.  a.  S.  7.)  angefangenen  höchst 
verdienstlichen  und  interessanten  Lebensbeschreibung  A.Cau  c  hy's 
von  Herrn  Boncompagni,  durch  deren  Veröffentlichung  sich 
derselbe  jedenfalls  ein  sehr  grosses  Verdienst  erworben  hat,  da 
das  aus  zwei  Theilen  bestehende  grosse  Werk  von  Herrn  C.  A. 
Valson  doch  für  viele  Mathematiker  nicht  leicht  zugänglich  und 
zu  umfangreich  sein  wird.  —  Ferner  enthält  dieses  Heft  auf  S.  96. 
bis  S.  102.  ein  von  Herrn  E.  Narducci  verfasstes  sehr  verdienst- 
liches vollständiges  Verzeichlüss  aller  in  acht  periodischen  Schriften 
enthaltenen  Schriften  Cauchy's  unter  dem  Titel:  „Indicazione 
degli  8critti  di  Agostino  Cauchy  contenuti  in  otto  Raccolte  scien- 
tifiche",  freilich  ohne  Angabe  der  Titel,  aber  nach  der  Zeitfolge 
geordnet  und  mit  genauer  Hinweisung  auf  die  Werke,  in  denen 
dieselben  sich  finden;  über  die  Titel  und  den  Inhalt  enthält  die 
(Lebensbeschreibung  selbst  genügende  Nachweisungen.  —  Den 
Schluss  dieses  Hefts  bilden  sehr  vollständige  „Annunzi  di  recenti 
pubblicazioni"  auf  S.  103.  bis  S.  118. 

Tomo  11.  Marzo  1869.  Intorno  alla  vita  ed  agli  scritti  di 
Francesco  Woepcke.   Nota  di  Enrico  Narducci.  p.  119.  Eine 

Thl.  LI.  Hft  2.  2  • 
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interessante  Lebensbeschreibung  unseres  Landsmanns,  welche  auch 
vielfach  Bezug  nimmt  auf  den  Artikel  im  Archiv,  Thl.  XLII. 
Literarischer  Bericht  Nr.  CLXV. 

Tomo  II.  Aprile  1869.  Intorno  all'  opera  d'Albirnni  sull' 
India.  Nota  di  B.  Boocompagni.  p.  153.  —  Annunzi  di  recenti 
pubblicazioni.  p.  207. 

Tomo  II.  Maggio  1869.  Notice  historique  sur  la  vie  et 
les  travaux  de  Nicolas  Ivanovitch  Lobatchefsky.  Discours  pro- 
nonce*  dans  la  säance  solenneile  de  l'Universite  Imperiale  de  Ka- 
zan,  le  A  Novembre  1868.  Par  E,  Janiobefsky.  Traduit  du 
Russe  par  A.  Potocki.  p.  '223.  So  verdienstlich  und  in  vielen 
Beziehungen  höchst  interessant  auch  diese  Biographie  Lobat- 
chefsky's  ist,  so  müssen  wir  doch  bemerken,  dass  dieselbe  — 
ihrem  amtlichen  Zwecke  jedenfalls  vollkommen  entsprechend  — 
mehr  das  Wirken  Lobatchefsky's  als  Lehrer  und  Beamter, 
als  seine  grossen  wissenschaftlichen  Verdienste  als  Schriftsteller 
u.  s.  w.  in's  Auge  fasst.  Jedenfalls  aber  liefert  dieselbe  ein 
höchst  interessantes  Charakterbild  des  trefflichen,  früher  nicht 
nach  Verdienst  gewürdigten  Mannes  in  der  angegebenen  Be- 
ziehung. 

Tomo  11.  Giugno  1869.  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux 
de  Jean  Baptiste  Brasseur.  Par  M.  Alphonse  le  Roy.  p. 263. 
(Weit  eingehender  und  ausführlicher  als  unser  freilich  nur  vor- 
läufiger Artikel  im  Liter.  Ber.  Nr.  CLXXXXVI.  p.  ].  mit  einem 
vollständigen  Verzeichniss  der  Schriften  Brasseur's,  and  schon 
deshalb  zur  Beachtung  sehr  zu  empfehlen.).  —  Intorno  ad  uno 
6critto  del  Sig.  Prof.  Placido  Tardy.  B.  Boncompagnl.  p.  273. 
—  Intorno  ad  uua  formola  del  Leibniz,  Articolo  estratto  dal  vo- 
lume  intitolato:  Monatsbericht  der  Königlich  preussischen  Akade- 
mie der  Wissenschaften  zu  Berlin.  Aus  dem  Jahre  1868  u.  s.  w. 
Berlin  u.  s.  w.  1869.  pag.  623  —  625.  Sessione  de  3  Dicembre 
1868.  Traduzione  del  Sig.  Pilippo  Keller,  p.  275.  -  Sur  quel- 
ques passages  des  lettres  de  Leibniz  relatifs  aux  differentlelles  ä 
indlce  quelconque.  Note  de  M.  Ch.  G.  Borchardt.  p.  277.  — 
Corso  elementare  completo  di  Matematiche  pure  per  Agostino 
Farnocchia  delle  scuole  pie.  Roma.  Tipografia  di  G.  Aureli. 
Piazza  Borghese  Nr.  89.  1868-69.  P.  N.  Mancini  d.  C.  d.  G. 
p.  279.  —  Annunzi  di  recenti  pubblicazioni.  p.  283. 
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Arithmetik. 

J.  J.  von  Littrow's  Handbach  zur  Umrechnung  der 
vorzuglichsten  Manzen,  Masse  und  Gewichte  aller 
Länder  in  österreichisch*  ungarische,  metrische  und 
andere  Einheiten.  Vierte,  verbesserte  und  vermehrte 
Auflage.  Herausgegeben  von  Karl  von  Littrow,  Di- 
rector  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien  u.  s.  w.  Wien, 
F.  Beck's  Verlagsbuchhandlung.    1870.  8°.*) 

Dieses  Handbuch  ist  uns  erst  in  seiner  vorliegenden  neuesten 
vierten  Auflage  bekannt  geworden;  unter  allen  Buchern  dieser 
Art,  die  wir  kennen,  ist  uns  aber  das  vorliegende  als  das  voll- 
ständigste und  als  das  am  einfachsten  und  bequemsten  eingerich- 
tete erschienen.  Die  Maasse,  Münzen  und  Gewichte  sind  in  Ta- 
bellen einfach  alphabetisch  oder  lexicographiscb  geordnet,  so  dass 
jedes  beliebige  Maass  ohne  alle  Mühe  sogleich  aufgefunden  wer- 
den kann,  und  unmittelbar  neben  dem  Namen  Gndet  man  den 
Ausdruck  in  der  zur  Keduction  zu  Grunde  gelegten  Fundamental- 
Einheit,  wobei  der  Herr  Verfasser  sich  mit  Recht  fast  überall 
der  Dezimalbrüche  bedient  und  in  der  Anzahl  der  beibehaltenen 
Decimalbruchstellen  überall  so  weit  gegangen  ist,  als  es  die  bei 
praktischen  Anwendungen  zu  erreichende  und  erreichbare  Genauig- 
keit irgend  erfordern  dürfte,  wobei  nach  unserer  Meinung  durch« 
gehend*  das  richtige  Maass  getroffen  worden  ist.  Das  Buch  be- 
steht aus  den  folgenden  durch  den  Gegenstand  selbst  gegebenen 
Hauptabtheilungen:  Münzen.  —  Längenmasse.  —  Flächen- 
masse. —  Korpermasse,  a)  fär  trockene  Gegenstände;  b)  für 
flüssige  Gegenstände.  —  Gewichte.  —  Jeder  Abtheilung  ist 
eine  sehr  lehrreiche  allgemeine  Einleitung  vorangeschickt,  welche 
Alles  enthält,  was  rücksichtlich  der  Natur  des  betreffenden  Maas- 
ses  im  Allgemeinen  zu  wissen  nftthig  sein  dürfte,  mit  sehr  ge- 
nauer —  meistens  auf  eine  ziemlich  grosse  Anzahl  von  Deci mal- 
stellen fortgeführter  —  Angabe  aller  nöthigen  Reductionszablen, 
so  dass  wir  in  der  That  auch  rücksichtljch  der  genauen  Kenntniss 
der  allgemeinen  Natur  der  verschiedenen  Maasse  keinen  besseren 
Rathgeber  kennen  als  den  vorliegenden. 

Die  Münzen  sind  sämmtlich  auf  die  Oesterreichische  Wäh- 
rung reducirt  mit  Beibehaltung  —  was  bei  den  Münzen  jedenfalls 


*)  Wegen  Mangelt  einer  geeigneteren  Rnbrik  iat  diete  Schrift  hier- 
her gestellt  worden. 
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vollständig  hinreicht  —  der  ersten  Dezimalstelle  in  den  Kreuzern, 
wobei  wir  die  Rednction  auf  die  österreichische  Währung  unbe- 
dingt für  sehr  zweckmässig  halten  und  darin  keine  Beinträchtignng 
der  Münzen  anderer  Länder  finden,  da  die  österreichische  Wäh- 
rung jetzt  so  bequem  und  die  Vergleichutig  der  meisten  anderen 
vorzugsweise  gangbaren  Münzen  mit  ihr  so  leicht  ist.  Schlagen 
wir  z.  B.  die  Benennung  Thal  er  auf,  so  finden  wir  auf  S.  46  bis 
S.  48  eine  grosse  Anzahl  verschiedener  Thaler  und  darunter  gleich 
zu  Anfang: 

Oeaterr.  Währ. 


Thaler,  Verein«-,  80-  «der  14 - Thalerfuss, 
Pretisscn  


kr. 


50.0 


Schlagen  wir  unigekehrt  die  Benennung  Gulden  auf,  so  finden 
wir  wieder  auf  S.  20.  bis  S.  22.  eine  sehr  grosse  Anzahl  ver- 
schiedener Gulden,  und  darunter  u.  A. : 

Oesterr.  Währ, 
fl.  kr. 
Golden  österr.  Wahrung,  45- Guldenfug«  .  .  1 
„     süddeutsch,  od.  Zollvereins-Währung, 

24$-  od.  52£-Guldenfuss  u.  s.  w.   .  .  —  85.7 

Bei  den  Längenmaassen,  u.  s.  w.  und  den  Gewichten  sind 
überall  neben  den  Vergleichungszahlen  mit  den  Osterreichischen 
Maassen  mit  Recht  auch  die  metrischen  Zahlen  angegeben,  und 
die  Anzahl  der  beibehaltenen  Decimalstellen  ist  eine  grossere  als 
bei  den  Münzen.   So  finden  wir  z.B.: 

Meter. 


W.  Fuss. 

W.  Zoll. 

W.  Lin. 

W.  Fuss. 

Ruthe,  Preussen,  rheinl. 

Ruthe  zu  12  Fuss  .  . 

11 

10 

ll| 

11.915 

3  766 


und: 


Wiener  Handels  -  Gewicht. 


Pfund. 

Loth. 

Quentch 

Pfund. 

PfDJDd,  Altes  Berliner 

Handels-Gcwicht 

26 

0.8352 

Kilogr. 


0.4677 


Bei  der  grossen  Wichtigkeit,  welche  gegenwärtig  eine  ge- 
naue Kenntniss  des  gesammten  Maass-,  Münz-  und  Gewichtswe- 
sens nicht  bloss  für  das  sociale  Leben,  sondern  auch  insbesondere 
für  den  Schulunterricht  hat,  haben  wir  es  für  nothwendig  ge- 
halten, über  das  vorliegende,  nach  unserer  Meinung  in  hohem 
Grade  zu  empfehlende  Buch  etwas  genauer  und  eingehender  zu 
referiren,  und  wünschen  sehr,  dadurch  dazu  beizutragen,  dass 
dasselbe  die  so  sehr  verdiente  Beachtung  in  den  weitesten  Krei- 
sen finden  möge. 


Digitized  by  Google 


Literarischer  üericht  CC1L 


5 


Schliesslich  benutzen  wir  diese  Gelegenheit,  ein  Paar  Druck- 
fehler, auf  welche  wir  gütigst  aufmerksam  gemacht  worden  sind, 
hier  nachstehend  mitzutheilen : 

Seite  72  -  Dessetine  lies  109.23  statt  1.092, 
„     „  -  Dscherib     „     320      „  11.5, 
tt     »t  *~*       »»         M    II .5  320, 
,»     73  -  Jauchart     „    1117     „  117. 


Geodäsie. 

Elemente  der  Vermessungskunde  von  Dr.  Carl  Maxi- 
milian Bauernfeind,  Professor  an  der  königl.  polytech- 
nischen Schule  in  München.  Dritte  Auflage.  Erste 
Abtheilung.  Stuttgart.  Verlag  der  J.  G.  Cotta'schen 
Buchhandlung.    1869.  8°. 

Die  zweite  Auflage  dieses  von  uns  dringend  empfohlenen, 
jedenfalls  sehr  ausgezeichneten  Werkes  haben  wir  im  Literar. 
Ber.  Nr.  CLVL  S.  5.  angezeigt,  und  es  macht  uns  grosse  Freude, 
unsere  Leser  jetzt  auf  die  vor  uns  liegende  so  eben  in  schönster 
äusserer  Ausstattung  erschienene  dritte  Auflage  der  ersten  Ab- 
tbeilung  aufmerksam  machen  zu  können.  Weiterer  Empfehlung 
von  unserer  Seite  bedarf  das  treffliche  Werk  nicht;  auch  ist 
seine  Einrichtung  in  dieser  dritten  Auflage  im  Allgemeinen  ganz 
unverändert  geblieben,  an  verschiedenen  einzelnen  sehr  beach- 
tenswerthen  neuen  Zusätzen  fehlt  es  aber  keineswegs,  so  wie 
denn  u.  A.  neben  den  Heliotropen  von  Gauss,  Steinbeil  und 
dem  Hilfsheliotrop  von  Sti erlin,  in  §.  101.  auch  das  Heliotrop 
von  Baeyer  ausführliche  Beachtung  gefunden  hat,  ferner  weiter 
unten  die  neuere  Einrichtung  des  Prismenkreuzes  aufgenommen 
worden  ist,  u.  s.  w.  Wir  wünschen  sehr,  das«  dieses  ausgezeich- 
nete Werk  auch  in  seiner  neuesten  Auflage  wie  bisher  unausge- 
setzt zur  weiteren  Ausbildung  der  Geodäsie  und  zur  Förderung 
der  Genauigkeit  der  geodätischen  Arbeiten  beitragen  möge.  Bei 
dem  Erscheinen  der  dritten  Auflage  der  zweiten  Abtheilung  wer- 
den wir  auf  das  Werk  zurückkommen. 


r 

Digitized  by  Google 


6 


Uterariscker  Bericht  CC/t. 


Astronomie 

Kalender  rar  alle  Stände.  1870.  Herausgegeben 
von  Karl  v.  Littrow,  Uirector  der  k.  k.  Sternwarte  in 
Wien.  Mit  einer  Sternkarte.  Wien.  Carl  Gerold'« 
Sohn.  8«. 

Wir  freuen  uns  das  Erscheinen  dieser  von  uns  früher 
schon  oftmals  auch  Lehrern  zur  Beachtung  empfohlenen  sehr 
zweckmässig  eingerichteten  kleinen  astronomischen  Ephemeride 
fflr  das  Jahr  1870  anzeigen  zu  können.  Die  Einrichtung  ist  von 
der  aus  unseren  früheren  Anzeigen  allgemein  bekannten  Einrich- 
tung der  vorhergehenden  Jahrgänge  durchaus  nicht  verschieden. 
Der  wissenschaftliche  Theil  besteht  aus  folgenden  Abtheilungen : 
I.  Sternschnuppen  und  Kometen  (sehr  interessant  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  Schiap arelli's  neueste  Arbeiten).  —  II.  An- 
zahl der  wahrnehmbaren  Sterne,  geschlossen  aus  dem  Bonner 
Verzeichnisse.  —  III.  Neue  Planeten  und  Kometen.  —  IV.  Astro- 
nomische Preisaufgabe.  (Ausgeschrieben  von  der  kais.  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Wien  am  28.  Mai  1869.  Betrifft  die  Ent- 
deckung neuer  Kometen).  —  V.  Uebersicht  des  Planetensystems 
(äusserst  vollständig  und  genau.).  —  VI.  Uebersicht  der  meteoro- 
logischen Beobachtungen  an  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien  im 
Jahre  1868.  —  Man  sieht  hieraus,  wie  beachtenswerth  dieser 
Kalender  auch  rücksichtlich  der  Kenntniss  der  neueren  astrono- 
mischen Entdeckungen  ist. 


Physik. 

Die  Naturkräfte.  Eine  naturwissenschaftliche 
Volksbibliothek,  herausgegeben  von  einer  Anzahl 
von  Gelehrten.  München,  Verlag  von  R.  A.  Olden- 
burg. 8°. 

* 

Dieses  äusserlich  in  Bezug  auf  Papier,  Druck  und  Figuren 
in  unübertreffbarer  Weise  ausgestattete  Werk  kommt  nach  un- 
serer Meinung  dem  jetzt  so  allgemein  verbreiteten  rühmlichen  Be- 
streben, die  Naturwissenschaften  zu  popularisiert,  trefflichst  ent- 
gegen, und  verdient  dem  ganzen  gebildeten  Publikum,  insbeson- 
dere aber  auch  Lehrern,  die  vieles  ihren  Zwecken  Dienende,  ihren 
Unterricht  Belebende  und  anziehender  Machende  darin  finden 
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werden,  recht  sehr  empfohlen  zu  werden.  Nach  der  jetzigen  An- 
lage sollen  nach  und  nach  zehn  Abtbeilungen  erscheinen,  nämlich: 

Die  Lehre  vom  Schall,  von  R.  Radau  in  Paris. 

Das  Licht,  von  Professor  Dr.  Pisko  in  Wien. 

Die  Wärme,  von  Professor  Cazin  in  Versailles. 

Das  Wasser,  von  Prof.  Dr.  Fried r.  Pfaff  in  Erlangen. 

Wind  und  Wetter,  von  Professsor  Dr.  Lommel  in  Er- 
langen. 

Die  Himmelskunde,  von  Professor  Dr.  Zech  in  Stuttgart. 

Die  Vulkane,  von  Professor  Dr.  Friedr.  Pfaff  in  Er- 
langen. 

Die  Elektricität,  von  Professor  Dr.  Carl  in  München. 

Der  Magnetismus,  von  Professor  Dr.  Carl  in  München. 

Der  Zusammenhang  der  Naturkräfte,  von  Professor 
Dr.  Reitlioger  in  Wien. 

Die  beiden  ersten  Abtheilungen  sind  bereits  erschienen,  und 
liegen  unter  folgenden  Titeln  uns  vor: 

Die  Lehre  vom  Schall.  G  emeinfas sl  ich  e  Dar- 
stellung der  Akustik  von  R.  Radau.  Deutsche  Origi- 
nalausgabe. Mit  114  Holzschnitten.  München.  Verlag 
von  R.  A.  Oldenburg.    1869.  8°. 

Licht  und  Farbe.  Eine  gern  e  in  fassliche  Darstel- 
lung der  Optik.  Von  Prof.  Dr.  Fr.  Jos.  Pisko  in  Wien. 
Mit  130  im  Texte  aufgenom menen  Holzschnitten.  Mün' 
chen.    Verlag  von  R.  A.  Oldenburg.    1869.  8°. 

Wir  gestehen,  dass  wir  beide  Schriften  mit  dem  grössten 
Interesse  und  vielfacher  eigener  Belehrung  gelesen  haben,  und 
wüssten  in  der  That  nicht,  was  wir  demjenigen,  der  in  den  Reichen 
der  Erscheinungen  des  Schalls  und  des  Lichts  sich  in  angeneh- 
mer, leicht  belehrender  und  erheiternder  Weise  ergehen  will, 
Besseres  empfehlen  sollten,  als  diese  beiden  Schriften,  welche  zu- 
gleich von  der  Vielseitigkeit  und  Gründlichkeit,  womit  ihre  Ver- 
fasser die  betreffenden  Gegenstände  in  umfassendster  Weise 
völlig  beherrschen,  das  erfreulichste  und  schönste  Zeugniss  ab- 
legen. Mögen  sich  daher  unsere  Leser  diese  Schritten,  welche 
unbedingt  als  eine  wahre  Zierde  der  deutschen  popularisirenden 
naturwissenschaftlichen  Literatur  zu  betrachten  sind,  angelegent- 
lichst empfohlen  sein  lassen. 
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Vermischte  Schriften. 


Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  in  Wien.  Vergl.  Literarischer  Ber. 
Nr.  CLXXXXiX.  S.  8. 

Band  LVIII.  Heft  II.  Schell:  Allgemeine  Theorie  des 
Polarplanimeters.  S.  189.  —  Weyr:  Erweiterung  des  Satzes 
von  Desargues  ne*bst  Anwendungen.  (Mit  1  Tafel.).  S.  223.  — 
Haun:  Zur  Charakteristik  der  Winde  des  adriatischen  Meeres. 
(Mit  1  Tafel.).  S.  231.  —  Brücke:  Ueber  asymmetrische  Strahlen- 
brechung im  menschlichen  Auge.    (Mit  1  Tafel.).    S.  321. 

Band  LVIII.  Heft  III.  Schlesinger:  Die  projectivischen 
Flächen.  (Ein  Beitrag  zur  Gestaltung  der  darstellenden  Geometrie 
im  Sinne  der  neueren  Geometrie.).  S.  435.  —  Boltzmann: 
Studien  über  das  Gleichgewicht  der  lebendigen  Kraft  zwischen 
bewegten  materiellen  Punkten.  (Mit  1  Tafel.)*  S.  317.  —  Dit- 
scheiner:  Ueber  eine  neue  Methode  zur  Untersuchung  des  re- 
flectirten  Lichts.  (Mit  1  Tafel).  S.  361.  —  Loschroidt:  Die 
Electricitätsbewegung  im  galvanischen  Strome.  S.  596«  —  Exner: 
Ueber  die  zu  einer  Gesichtswahrnehmung  nüthige  Zeit.  (Mit  2 
Tafeln  und  3  Holzschnitten.).  S.  601.  —  Weyr:  Zur  Erzeu- 
gung der  Curven  dritter  Ordnung.  (Mit  1  Holzschnitt).  S.  633.  — 
Schlesinger;  Darstellung  der  Collioear- Projectionen  und  pro- 
jectivischen Grundgesetze  in  einer  für  die  descriptive  Geometrie 
geeigneten  Form.  (Ein  Beitrag  zur  Gestaltung  der  darstellenden 
Geometrie  im  Sinne  der  neueren  Geometrie.).  —  (Mit  1  Tafel.)« 
S.  658.  —  Oppolzer  (S.677.),  Weiss  (S.  797.),  Riba  (S.  721.): 
Berichte  der  zur  Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsterniss  des 
Jahres  1868  nach  Aden  unternommenen  österreichischen  Expedi- 
tion.  (Sehr  interessant  und  vielfach  wichtig.  G.). 

Band  LVIII.  Heft  IV.  Mach:  Beobachtungen  über  mono- 
culare  Stereoskopie.  (Mit  6  Holzschnitten.).  S.  731.  —  Oppol- 
zer: Berichte  der  zur  Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsterniss 
des  Jahres  1868  nach  Aden  unternommenen  österreichischen  Ex- 
pedition. IV.  Bericht:  C.  v.  Littrow's  Methode  zur  Zeitbe- 
stimmung durch  Circummeridianhöhen  in  ihrer  praktischen  An- 
wendung. S.  772.  —  Staudigl:  Anwendung  der  räumlichen 
Central-  und  Parallelprojection  zur  Lösung  verschiedener,  die 
Flächen  zweiter  Ordnung  betreffender  Probleme.  (Mit  1  Tafel). 
S.  811.  —  Niemtschik:  Einfaches  Verfahren,  Normalen  xu 
Flächen  zweiter  Ordnung  durch  ausserhalb  liegende  Punkte  iu 
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ziehen.   (Mit  1  Tafel.).   S.  —  Weiss:   Berichte  der  zur 

Beobachtung  der  totalen  Sonnenfinsterniss  des  Jahres  1868  nach 
Aden  unternommenen  österreichischen  Expedition.  V.  Bericht: 
Beitrag  zur  Klimatologie  von  Aden.   S.  882. 

Band  LVUI.  Heft  V.  Staudigl:  Durchführung  verschie- 
dener, die  Curven  zweiten  Grades  betreffenden  Constructionen  mit 
Hilfe  von  Kegel-  und  Cylinderflächen.  (Mit  1  Tafel.).  S.  960.  — 
Wiockler:  Ueber  die  vollständigen  Abdachen  Integrale.  8.976. 

—  Boltzmann:  Lösung  eines  mechanischen  Problems.  S.  1035. 

—  Stolz:  Ueber  die  Kriterien  zur  Unterscheidung  der  Maxima 
und  Minima  der  Functionen  mehrerer  Veränderlicher.   S.  1063. 

Band  L1X.  Heft  I.  Handl:  Theorie  der  Waagebarometer. 
(Mit  1  Holzschnitt.).  S.  7.  —  Niemtschik:  Ueber  die  Con- 
struction  der  Durchscbnittspunkte  von  Kreisen  und  Kegelschnitts- 
linien. (Mit  1  Tafel.).  8.  39.  —  Pfaundler:  Ueber  eine  neue 
Methode  zur  Bestimmung  der  Wärmecapacität  der  Flüssigkeiten. 
(Mit  1  Holzschnitt).   S.  145. 

Band  L1X.  Heft  II.  Weyr:  Construction  des  Krurn- 
mungskreises  für  Fusspunktcurven.  (Mit  5  Holzschnitten.).  S.  169. 

—  Staudigl:  EUipsenconstructionen.  (Mit  1  Tafel.).  S.  177.  — 
v.  Obermayer:  Versuche  über  einige  Capillarerscheinungen. 
S.  207.  —  Jelinek:  Fünftägige  Wärmemittel  für  88  Stationen 
bezogen  auf  den  20jährigen  Zeitraum  1848 — 1867.  S.  313.  — 
Winckler:  Ueber  einige  Gegenstände  der  elementaren  Analysis. 
S.  »356.  —  Loschmidt:  Der  zweite  Satz  der  mechanischen 
Wärmetheorie.  8.  395.  —  Unferdinger:  Ueber  die  beiden  all- 
gemeinen Integrale: 

/ar* . cos { mlg (a  +  6a;) }  dx,  fxn.sm [m\g(a-{-bx)\dx 

und  einige  verwandte  Formen.  S.  437.  —  Unferdinger:  Die 
verschiedenen  Darstellungen  des  Products 

als  Summe  von  vier  Quadraten.  S.  455.  —  Unferdinger:  Ueber 
die  Kriterien  der  Theilbarkeit  der  Zahlen.   S.  465. 

Band  L1X.  Heft  III.  Militzer:  Ueber  die  Bestimmung 
der  Constanten  eines  galvanischen  Elementes.  S.  472.  —  Niemt- 
schik: Ueber  die  Construction  der  Durchschnittspunkte  zweier 
Kegelschnittslinien.  (Mit  1  Tafel.).  8.481. —  Winckler:  Auszug 
aus  der  Abhandlung:  »Der  Rest  der  Taylor'schen  Reihe.'« 
S.  533. 
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Gioroaledi  Matematicbe  ad  usodegli  studenti  delle 
univergitä  italiaue,  pubblicato  per  cura  del  Professore 
G.  Battaglioi.  Napoli.   (S.  Liter.  Ber.  Nr.  CGI.  S.  12.). 

Settern bre  e  Ottobre  1869.  Su  taluoe  serie,  ed  applica- 
ziooe  all'  aritmetica ;  per  C.  Sardi.  p.  257.  —  Soluziooe  generale 
del!'  eqnazione  y*=ari*  +  ...  +  ai»a;  per  L.  Calzolari.  p.  313. — 
Ricerca  dei  valori  razionali  di  v  che  rendono  un  quadrato  il  poli- 
nomlo  a+bv  +  cv2  -f  dv*+evi*;  per  L.  Calzolari.  p.  317. 

■  • 

Tidskrift  för  Matematik  och  Fysik,  tillegnad  den 
svenska  Elementar- U oder  visningen,  utgifven  af  D  :  R. 
Göran  Dlllner,  Adjunkt  i  Matematik  vid  Upsala  Aka- 
demi  (Hufvudredaktör);  Ü:R.  Frans  W.  Hultman,  Lektor 
vid  Stockholms  högre  Elementar-Läroverk,  D  :  R.  T. 
Rod.  Thalen.  Adjunkt  i  Fysik  vid  Upsala  Akademi. 
Upsala,  W.  Schultz.  (Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CCI.  S.  10.). 

AndraÄrgängen.  Haft  6.  Dieses  neue  uns  zugegangene 
Heft  dieser  verdienstlichen  Zeitschrift  enthält  zuerst  eine  Ele- 
mentare Losung  der  von  Herrn  C.  E.  Lundström  gegebenen 
und  gelösten  Aufgabe :  I  n  einen  K  reis  ein  Dreieck  von  ge- 
gebenem Flächeninhalte  zu  beschreiben,  dessen  Um- 
fang ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  von  Herrn  üars 
Phraymen  (S.  249);  ferner  einen  Aufsatz  über  die  Integration 
der  Di  fferen  t  ia  Igle  ich  ungendurchSubstitution  von  Herrn 
W)—g.  (S.  253.);  endlich  eine  grossere  lesenswerthe  Abhandlung 
über  die  Möglichkeit  der  Vorhersagung  der  Witterung 
von  Herrn  R.  Rabenson.  (S.  261.).  —  Ausserdem  finden  wir 
S.  298  bis  S.  301.  einen  Necrolog  des*  verdienten  Carl  Erik 
Lundström,  geboren  zu  Hults  in  Ostergotland  den  21sten 
August  1840.  (S.  298);  Anzeige  von  Schriften,  und  auf  den  schwe- 
dischen Lehranstalten  gegebenen  Prüfuugsaofgaben. 

Hiermit  steht  in  Verbindung: 

Bibang  tili  Tidskrift  för  Matematik  och  Fysik.  Lös 
ning  af  Prisuppgiften  för  1868.    Af  Elling  Bott  Holst. 
—  P.  W.  Almquist.  —  A.  L.  Bygdön  och  A.  N.  Lund- 
ström.   Upsala  1869. 

*  .       »         "  • 

auf  welche  mehrfach  interessante  Schrift  wir  sowohl  wegen  der 
gegebenen  Preisaufgabe  selbst,  als  auch  wegen  deren  Lösungen, 
wir  unsere  Leser  recht  sehr  aufmerksam  machen.  Es  ist  die 
Aufgabe: 
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Ein  Quadrat  zu  beschreiben,  dessen  Seiten  (ver- 
längert, wenn  es  nötbig  ist)  durch  vier  gegebene 
Puokte  gehen. 


Herr  Professor  G.  Dostor  in  Paris  hat  uns  gütigst  fortlau- 
fende Berichte  über  solche  in  Frankreich  erscheinende  periodische 
Schrillten  zugesagt,  welche  nicht  allen  Lesern  den  Archivs  leicht 
und  in  kurzer  Zeit  zugänglich  sind;  mit  der  Mittheilung  solcher 
Berichte,  welche  jederzeit  besonders  unterzeichnet  sein  werden, 
machen  wir  im  Folgenden  den  Anfang,  und  hoffen  dadurch  un- 
seren Lesern  einen  besonderen  Dienst  zu  erweisen.  G. 

.     .  .  * 

Annalcs  da  Conservatoire  imperial  des  Arts  et  Metiers 

de  Paris. 

Publik  par  lea  Professeurs. 


Paria,  Ubrairie  polytechuiqn«  de  J.  Baudry  16,  rue  de«  Saint« -Peres. 

Chaque  voluine  parait  cn  quatre  fa«cicnles.  Prix  de  I'abon- 
nejnent  par  voiume:  30  franc«  pour  Pari«,  la  Fr«oce  et  la 
Belgique;  24  franoa  pour  l'Etraoger. 


Le  Conservatoire  des  Arts  et  Me'tiers  de  Paris  est  un 
grand  centre  d*instruction  industrielle  et  agricole.  Deis  cours  pu- 
blics  et  gratuits  de  sciences  applique'es  aux  arts  professionnels  y 
sont  ouverts  avec  libe'ralite'  aus  nationaux  et  aux  ätrangers;  ces 
cours  constituent  un  enseignement  libre,  analogue  ä  ceux  de  la 
Sorbonne,  du  College  de  France  et  du  Jardin  des  Plantes. 

L'enseignement  du  Conaeivatoire  est  Je  plns  populaire  qui 
soit  en  France;  il  est  constitue*  avec  toutes  les  ressources  de  la 
science,  et  se  trouve  naturel|ement  initie*  ä  tous  les  döveloppe- 
ments  de  l'industrie;  il  en  fait  connaitre  la  puissance  et  les  pro- 
gr£s,  repand  les  connaissances  utiles  et  en  guide  a?ec  surete  les 
applications. 
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Afin  de  Multiplier  les  ressources  que  le  Conservatoire  offre  a 
l'rftude  des  sciences  et  des  arts  utile«,  les  Professeurs  publieut 
un  Journal,  qui  est  specialement  consacre  aux  applications  de  la 
science. 

Les  Anoales  du  Conservatoire  des  Arts  et  Mätiers 
ont  commence'  eo  1861  et  paraissent  depuis  cette  e>oque,  saus 
Interruption  et  avec  le  meme  succes.  Les  articles  y  sont  aussi 
varies  que  les  applications  elles-memes  de  la  science.  Parmi 
ceux  de  ces  articles,  qui  peuvent  interesser  les  lecteurs  de  cette 
feuille,  nous  citerons  principalement  les  suivants. 

Tome  preniier,  1861. 

E.  Becquerel.  —  Recberches  sur  les  piles  voltaiques;  dl- 
termination  des  coefficients  relatifs  aux  piles  en  usage  dans  In- 
dustrie; p.  257—355. 

E.  Becquerel.  —  Etudes  sur  la  conductibilite*  des  liquides 
dans  les  tubes  capillaires;  rheostat  destine*  ä  la  comparaison  des 
grandes  resistances;  p.  733—754. 

Boquillon.  —  Notice  bibliographique  sur  les  Oeuvres  cora- 
pletes  de  Galiläe,  publikes  ä  Florence  par  MM.  Alberi  et 
Bianchi;  p.  625 — 664. 

Dehärain.  —  Etudes  pour  servir  ä  l'histoire  de  la  Chine. 
Dicouverte  de  la  composition  de  Feau;  p.  394 — 448. 

Faraday.  —  Sur  l'eclairage  des  phares  et  sur  la  luroiere 
electrique;  p.  113—117. 

DelaGournerie.  —  Notice  sur  le  canal  du  Gange  (Inde); 
p.  665-681. 

Cb.  Laboulaye.  —  Etüde  historique  sur  les  theories  de  la 
cbaleur;  p.  55—108. 

Ch.  Laboulaye.  —  Cbaleur  specifique  des  gaz  et  des  va- 
peurs;  p.  551—581. 

F.  -P.  Leroux.  —  Etudes  sur  les  macbiiies  electroruagnetiques 
et  magne'to-ölectriques;  p.  582—604. 

Tome  II,  1862. 

Boquillon.  —  Etüde  sur  les  borloges  ä  pendule  de  Galilee 
et  de  Huygens;  p.  183—216. 
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Joule.  —  Experiences  ä  l'aide  desquelles  l'^quivalent  raeca- 
nique  de  la  cbaleur  a  4t6  döterraine;  p.  664—687. 

Ch.  Laboulaye.  —  Du  choc  entre  les  corps  solides;  Theorie 
du  balancier;  p.  373—415. 

F.  P.  Leroux.  —  Note  sur  une  nouvelle  disposition  propre 
ä  faciliter  ('Observation  des  aiguilles  aimantees  daus  les  iustru- 
ments  de  precision;  p.416— 420. 

General  A.  Morin.  —  Experiences  sur  les  ventilateurs ;  pag. 
257—321. 

Tom  Richard.  —  Note  sur  un  nouveau  principe  de  cine- 
matique,  surson  emploi  et  sur  le  theoreme  de  Cbasles;  p.  157—174. 


Tome  III,  1862. 

i 

Apercu  genöral  sur  l'exposition  universelle  de  Londres  en 
1862.  —  Articles  divers  par  MM.  H.  Tresca,  Tylor,  Payen, 
Deberain,  C hambrelan t,  Eug.  Ftachat,  Morin,  Paris, 
E.  Becquerel,  Boquillon,  V.  Trelat,  Alcao,  Salvetat, 
Ch.  Laboulaye,  Saint-Edme. 


Tome  IV,  1863. 

Bareswil/—  Du  papier  ä  l'occasion  de  l'Exposition  univer- 
selle de  1862;  p.  57 — 63. 

E.  Becquerel.  —  Etudes  sur  la  pyrometrie;  mesure  des 
hautes  temperatures;  p.  597—672. 

Deherain.  —  Etudes  pour  servir  a  l'histoire  de  la  Cbimie: 
decouverte  du  Chlore;  p.  282-  336. 

Ch.  Becquerel.  —  De  la  Constitution  moleculaire  des  corps 
compatible  avec  la  theorie  mecanique  de  la  cbaleur;  Ier  article, 
p.  64—112;  2«  article,  p.  232-269. 

Ch.  Becquerel.  —  Discours  de  M.  Gladstooe,  chancelier 
de  l'Echiquier,  prononce*  ä  Bursheim  (Staffordshire)  pour  la  fon- 
datiou  de  linstitut  Wedgwood;  p.  465—488. 

A.  Morin.  —  Rapport  a  S.  Exc.  le  ministre  de  l'agriculture, 
du  commerce  et  des  travaux  publices,  sur  l'eoseignement  du  Con- 
servatoire  des  Arts  et  Metiers  en  1862-63;  p.  177—184. 


Digitized  by  Google 


H  Literarischer  Bericht  CC/f. 

Tome  V,  1864. 

■ 

Ca z in.  —  Tratte*  llöraentaire  des  macbines  ä  air  cbaud.  pag. 
615—648. 

Ch.  Laboulaye.  —  Theorie  mecanique  de  la  chaleur  (deu- 
xieme  partie);  p.  289-318. 

Cb.  Laboulaye.  —  Le  planimetre  polaire  de  M.  Amsler 
(Schaffouse);  p.  601—614. 

Laussedat.  —  Ouvertüre  du  cours  de  geom^trie  appliquee 
auz  arts  au  Conservatoire  imperial  des  arts  et  metiers,  le  15  jan- 
vier  1865;  p.  423-442. 

Moria.  —  Cbauffage  et  ventilatioo  des  ampbltbeatres  du 
Conservatoire  des  Arts  et  MeTiers;  p.  21 — 33. 

Morio.  —  Ezpöriences  sur  one  che mi nee  en  usage  dans  les 
casernes  et  les  höpitauz  d'Angleterre;  p.  180 — 197. 

Morin.  —  Note  sur  un  manometre  totalisateur  ä  compteur 
electrique;  p.  341 — 35U. 

Morin.  —  Note  et  documents  sur  l'böpital  d'accouchement 
de  Saint-Pätersbourg;  p.  502—522. 

Morin.  —  Note  sur  le  Service  de  Ventilation  du  Conserva- 
toire pendant  le  trimestre  d  hiver  1864-65;  p.  523—531. 

*  ■ 

Tome  VI,  1865 — 66. 

De  la  Gournerie.  —  Note  sur  un  modele  d'une  surface 
reglee  du  troisieme  degre;  p.  205—211, 

General  A.  Morin.  —  De  lutilltrfde  lappücatioi»  de  la  Geo- 
metrie auz  courbes  algäbriques;  p.  445—449. 

Carl  de  Ott,  professeur  de  Geometrie  descriptive  ä  TEcole 
superieure  röelle  de  Prague.  —  De  la  repr&entation  graphique 
des  courbes  algebriques;  p.  450—484. 

Tome  VII,  1866-67. 

J.  B.  Baille.  —  Recherche«  sur  les  indices  de  reTraction 
(Memoire  couronne  par  I'Acadlmie  des  sciences);  p.  184—283. 

De  Jacobi.  —  Lecture  publique  faite  au  Conservatoire 
imperial  des  Arts  et  Metiers  sur  l'invention  de  la  galvano- 
plastie;  p.  541—556. 

'S, 
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Tome  VIII,  1868. 

Mo rin.  —  Note  sur  le  bureau  de  eonsultation  des  arte  et 
metiers  cr£e*  par  la  loi  du  12  septembre  1791;  p.  5—16. 

Ordinaire  de  Lacologne.  —  Rechercbes  theoriqucs  et 
experimentales  sar  le  ventilateur  ä  forces  centrifuges;  l*r*  partie: 
ventilateors  sufflants,  p.  71—161;  2«  partie:  ventilateora  aspirants, 
p.  161—206. 

Mo  rin.  —  Note  sur  l'enseignement  technique  en  Angleterre; 
p.  314—319. 

Mo  rin.  —  Le  Conservatoire  imperial  des  Arts  et  Metiers, 
en  1849  et  1869;  p.  321—333. 

Laussedat.  —  Etüde  sur  le  developpement  de  l'horlogerie 
dans  le  dlpartement  du  Doubs  et  en  Suisse.  —  Ecole  d'horlogerie 
de  Besancon.  —  Observatoire  de  Neufchätel;  p.  334—337, 

Morln.  —  De  Torganisation  ä  donner  ä  l'enseignement  tech- 
nique en  France;  p.  428— 

O.    D  o  »  t  ©  r. 


Memoire*  present^s  par  divers  savants  ä  l'Academie 
des  sciences  de  (Institut  imperial  de  France,  et  im- 

primes  par  son  ordre« 

Sciences  matheroatiques  et  physfques. 
Tome  XVIII.  Vol.  in  4°;  779  pages;  17  planches. 
Paris,  lroprimörie  imperiale,  MDCCCLXVHI. 


Philips.  —  Memoire  sur  le  Spiral  räglant  des  chroooroetres 
et  des  montres;  p.  129—229. 

Chapitre  1er.  Historique.  —  „On  sait  que,  dans  les  appareils 
portatifs  qui  serveot  a  mesurer  le  temps,  l'ensemble  du  ressort 
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spiral  et  du  balancier  reraplit  l'office  de  r^gulateur,  tout  comme 
le  pendule  dans  les  appareils  fixes. 

„Huygens,  qui  appliqua  le  premier  le  pendule  aux  horloges, 
ainsi  que  cela  a  e*te*  encore  dernierement  mis  en  lumiere  par  M. 
Biot,  est  aussi  l'inventeur  du  ressort  spiral,  comraunement  appele* 
Spiral  röglant,  qu'il  fit  constraire  pour  la  p rentiere  fois  par  M. 
Thuret,  habile  horloger.  Cette  importante  de*couverte  lui  Tut  con- 
test^e,  il  est  vrai,  ä  cette  äpoque,  par  le  docteur  Hook  d'une 
part,  puis  par  l'abbe  Hautefeuille.  Mais  il  ressort  de  toutes  les 
longues  discussions  dont  l'inventeur  du  spiral  fut  l'objet,  que  le 
docteur  Hook  peut  avoir  eu  la  premiere  idee  d'un  ressort  droit 
applique  au  balancier;  que  l'abbe*  Hautefeuille  l'aurait  ploye  eu 
forme  d'heTice  agissant  dans  le  sens  de  son  axe;  mais  que  Huy- 
gens seul  perfectionna  ces  idees  informes,  en  donnant  ä  ce  res- 
sort la  forme  Spirale  qui,  ne  genant  plus  les  grandes  vibratinns 
du  balancier,  a  rendu  ce  regulateur  extremement  precis.  ßnfin, 
on  doit  ä  M.  P.  Leroy  la  de*couverte  de  la  propriete*  de  l'isochro- 
nisme  du  Spiral,  en  cboisissant  convenablement  ses  extremitäs." 

L'auteur  considere  la  qoestion  comme  un  probleme  de  meca- 
nique,  dont  voici  l'4nonc4: 

Etant  donne  un  ressort  spiral  re*uni  ä  un  balan- 
cier, trouver  les  lois  de  leur  mouveinent  commun; 
p.  130. 

II  commence  par  resoudre  le  probleme  suivant  de  l'lquilibre 
du  Systeme  du  spiral  et  du  balancier: 

Le  spiral  et  le  balancier  e*tant  dans  leur  positiou 
naturelle  et  en  öquilibre,  on  suppose  que  Ton  fasse 
decrire  au  balancier  un  angle  de  rotation  «.  On  de- 
mande  quel  est  le  mouvement  du  couple  qu'il  faudrait 
appliquer  au  balancier  pour  le  maintenir  dans  cette 
nouvelle  position  contre  l'action  du  spiral;  p.  131—134. 

II  traite  ensuite  les  questions  snivantes: 

Calcul  de  la  dur^e  d  une  oscillation  du  balancier:  p.  134—136. 

Conditions  relatives  ä  l'isochronisme;  p.  136—139. 

Determination  des  courbes  extremes;  p.  139—149. 

Conditions  relatives  au  centre  de  gravite*  du  spiral;  p.  149-154. 

lofluence  de  ces  courbes  sur  certaines  perturbations ;  p.  154. 
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Methode  pour  trouver  grapbiquement  les  courbes  extremes; 
p.  154-157. 

De  risochronisme  du  Spiral  plat;  p.  157—162. 

AUoDgements  et  accroissements  proportionnels ;  p.  162—165. 

De  l'effet  de  la  tempe>ature  sur  le  spiral  et  du  rooyen  de 
corriger  l'influeoce  de  ses  variations  sur  celui-ci;  p.  165—170. 

De  l'influence  du  frottement  du  balancier;  p.  170—175. 

Construction  d'un  regulateur;  p.  212 — 213. 

Calcul  des  vibrations  d'un  Spiral  et  d'un  balancier  donnes- 
p.  213-214. 

Du  reglage;  p.  214. 

De  l'aüongement  proportionnei  de  Tarier  dans  un  spiral;  p.  214. 
De  la  forme  du  spiral;  p.  214—215. 

Le  Memoire  contient  en  outre  une  table  donnant  les  rapports 
des  nombres  de  vibrations  du  balancier  dans  un  meine  temps 
pour  des  longeurs  differeutes  d'un  spiral;  p.  176;  a»  la  suite  du- 
quel  l'auteur  explique  quelques-unes  des  cinq  planches  qui  accom- 
pagnent  ce  travail;  (p.  177—193). 

La  planche  1  donne  divers  types  de  courbes  thäoriques. 

La  planche  II  donne  les  dessins  de  quatre  courbes  extremes 
tbeoriques,  aboutissant  toutes  ä  la  moitie  des  rayons  des  spires. 

La  planche  III  donne  encore,  avec  leurs  deTormations  calcu- 
lees,  divers  types  de  courbes  thöoriques. 

La  planche  IV  donne  d'abord  un  spiral  plan  theorique,  c'est- 
ä-dire  ayant  son  centre  de  gravite*  sur  Taxe,  avec  des  deTormations 
repondant  ä  des  angles  differents  de  rotation  du  balancier;  puis 
les  memes  choses  pour  un  spiral  theorique,  dans  lequel  les  de*- 
placements  du  centre  sont  bien  superieurs  ä  ceux  iodiques  sur  le 
spiral  theorique. 

Enfin  dans  la  planche  V  se  trouve  donne*  un  spiral  plat  theo- 
rique, ä  courbe  ramenäe;  et  cette  derniere  courbe,  qui  est  aussi 
theorique,  suppose  pour  le  centre  un  döplacement  nul. 

Toutes  ces  planches  sont  pr&4dees  de  legendes  inserles 
dans  le  texte,  p.  177—193,  oül'on  Studie  la  montre  de  Läpine  a 
ächappement  ä  cylindre,  la  montre  de  Lupine  avec  le  nouveau 
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spiral,  le  grand  spiral  cylindrique  de  M.  Paul  Garn ier,  la  raontre 
de  ce  dernier;  enfin  les  grands  spirauz  du  mime  et  ceux  con- 
struits  par  M.  Roze;  p.- 195—205. 

M.  Philips  ezpose  plusieurs  experiences  relatives  ä  la  de- 
forniation  du  spiral  et  ä  l'influence  que  la  forme  des  courbes  ex- 
tremes exerce  sur  elles;  p.  205—212. 

II  termine  enfin  son  Memoire  par  une  Note,  oü  il  se  propose 
de  faire  voir  que,  dans  les  circonstances  que  presente  le  pro- 
bleine actuel,  les  principes  sur  lesquels  est  fondee  sa  Solution,  et 
qui  rentrent  dans  la  thäorie  de  Parc  neutre,  sont  non  seulement 
parfaitement  d'accord  avec  l'experience,  mais  encore  avec  la  throne 
mathematique  de  l'eMasticit«*;  p.  216—229. 

Eugene  Rouche.  —  Memoire  sur  la  se'rie  de  Lagrange; 
p.  457-487. 

Introduction.  —  „Lngrange  a  dünne,  dans  les  Memoire? 
de  l'Academie  de  Herl  in,  eu  1768,  une  formule  tres  repandue 
de  nos  jours,  par  laquelle  on  döveloppe  en  se'rie  une  raciue  ou 
une  fonction  continue  d'une  racine  d'une  e'quation  de  la  forme 

1 1  =  x  \  acp(u). 

„La  deraonstratioii  de  cette  formule,  qui  a  successivement 
fixe  l'attention  des  Laplace,  Jacobi,  Cauchy,  Tchebichef» 
etc.  est  un  probleme  assez  complexe.  II  faut  distinguer  la  racine 
qu'on  developpe,  indiquer  les  conditions  sous  lesquelles  eile  est 
developpable  en  Serie  convergente,  trouver  la  forme  du  d^velop- 
pement,  ainsi  qu'une  limite  superieure  de  I'erreur  commise,  lors- 
qu'on  prend  un  nombre  limited  de  termes  dans  la  se'rie.  II  con- 
vient,  en  outre,  que  tous  ces  r&ultats  soient  döduils  d'un  principe 
unique  par  un  procede  ä  la  fois  simple  et  rigoureux." 

„Teiles  sont  les  conditions  que  j'ai  taehe*  de  rempln*  dan*  la 
demonstration  qui  fait  l'objet  principal  de  ce  Memoire.  La  nie- 
thode  que  j'ai  suivie  a  quelque  analogie  avec  celle  que  Lag  rang e 
a  employee,  dans  leTraite  de  la  rösolution  des  e'quations 
numöriques,  et  que  Murphy  a  reproduite  en  d'autres  termes, 
mais  sans  plus  de  rigueur,  dans  les  Transactions  philo  so* 
phiques  de  Cambridge.  Les  resultats  sont  d'ailleurs  avec 
plus  de  precision,  ceux  que  Ton  trouve  dans  les  travaux  de 
Cauchy  4nonces  d'une  mauiere  moins  explicite,  au  milieu  d'un 
grand  appareil  de  formules  et  de  notations  compliquöes." 
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„Apres  avoir  expose  quelques  principes,  du*  pogr  la  plapart 
ä  Cauchy,  sur  les  fonctions  iraaginaires,  je  deraontre,  en  deuz 
th  «Sorem  es  simples,  la  formule  de  Lagrange,  que  j'applique  en- 
suite  ä  la  resolution  des  equations  trindmes  et  au  developpement 
de  l'aoomalle  excentrique  et  du  rayon  vecteur  des  planstes  suivant 
les  puissances  de  l'excentricite.  L'application  aux  4quations  tri- 
ndmes  donne  lieu  ä  des  vörißcations  importantes ;  eile  permet  de 
constater,  par  un  calcul  direct,  que  notre  limite  supeYieure,  du 
reste,  est  (res  -  resserröe.  L'expression  ge'ne'rale  de  cette  limite 
nous  conduit  d'ailleurs,  dans  les  deux  applications  qui  suivent,  ä 
cette  conclusion  remarquable:  Si  l'excentricite  de  l'orbite  elliptique 
ne  de'passe  pas  0,25,  il  suffit,  pour  avoir  le  rayon  vecteur  et  l'ano- 
malie  excentrique  ä  moins  d'un  demirnillieme,  de  prendre  sept 
termes  dans  les  series  correspondantes." 

„Je  termine  enfin  par  quelques  theoremes  plus  g«5ne>aux 
susceptibles  d'applications  nombreuses,  parmi  lesquelles  je  signale 
une  demonstration  tres  courte  d'une  formule  celebre  de  Warieg, 
relative  ä  la  somme  des  puissances  semblables  des  racines  d'une 
e'quation  algebrique;  p.  457—458." 

1.  Notions  sur  les  fonctions  d'une  variable  imaginaire; 
p.  459-461. 

II.  Module  maximum;  p.  461—464. 

III.  Se>ie  de  Lagrange;  p.  464—470. 

IV.  Application  aux  equations  trindmes;  p.  470—473. 

V.  Application  au  developpement  de  l'anomalie  excentrique; 
p.  474—476. 

VI.  Application  au  däveloppement  du  rayon  vecteur;  page 
476-477. 

VII.  Module  principal;  p.  477-480. 

VIII.  G4ne>alisation  des  thloremes  precädents;  p.  481 — 486. 
IX.  Application  a  un  theoreme  de  Waring;  rj.  486—487. 

E.  Rolland.  —  Memoire  sur  le  torreTacteur  me'canique; 
p.  311—348. 

E.  Rolland.  —  Memoire  sur  la  röglementation  de  la  tem- 
pe>ature  dans  les  fourneaux  ou  r&ervoirs  quelconques,  traversäs 
par  un  flux  variable  de  cbaleur;  p.  349—422. 
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Tresca  et  Ch.  Laboulaye.  —  Recherches  experimentales 
sur  la  th^orie  de  I  äquivalent  mecanique  de  la  cbaleur;  p.  489— 509. 

Oes  Cloiseaux.  —  Nouvelles  recbercbes  sur  les  proprietes 
optiques  des  cristaux  naturels  ou  artificiels,  et  sur  les  Variation* 
que  ces  proprio  tea  eprouvent  sous  l'influeoce  de  la  chaleur;  page 
511-732. 

Tresca.  —  Memoire  sur  i'e'coulement  des  corps  solides; 
p.  733-799. 

I 

Les  autres  ruemoires  contenus  daos  ce'volurae  soot  totale 
raent  ötraogers  aus  raatheraatiques. 

©.   D  o  e  t  o  r. 
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Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik 
■      und  Physik. 

Ballettino  di  Bibliografia  e  di  Storia  delle  scienze 
matematiche  e  Fisiche.  Roma  1869.  4°.  (Vergl.  Liter. 
Ber.  Nr.  CCII.  S.  1. 

Toroo  II.  Luglio  1869.  Notizia  sconosciuta  relativa  a  Bo- 
naventura Cavalieri.  Nota  dell'  Ingfe.  FerdinandoJacoli,  Pro- 
fessore  nella  Regia  scuola  Allievi  Macchinisti  di  Marina,  p.  299. 
(Sehr  interessante  und  wichtige  Beitrage;  zu  der  Geschichte  des 
Lebens  und  der  Verdienste  des  berühmten  Verfassers  der  „Geo- 
metria  ind  i  visi  bilium.")-  —  Materiaux  divers  pour  l'Histoire 
des  Mathematiques.  Recueillis  par  le  Dr.  Rodolphe  Wolf, 
Professeur  d'Astronomie  ä  Zürich,  p.  313.  [Herr  Wolf  liefert 
in  dieser  Abhandlung  verschiedene  sehr  werthvolle  Beiträge  zur 
Geschichte  der  Mathematik.  1.  Sur  l'invention  du  Niveau 
ä  bulle  d'air.  (Das  Resultat  seiner  verdienstlichen  Unter* 
suchungen  fasst  Herr  Wolf  in  den  folgenden  Worten  zusammen: 
„En  resume  je  crojs  avoir  dömontre  que  le  niveau  ä  bulle  d'air  a 
«te  iuvente  au  plus  tard  en  1666,  et  que  probablement  on  le  doit 
k  Mr.  Chapotot,  mecanicien  a  Paris.).  —  11.  Mort  de  M. 
Strauch.  (Dieser  mehrfach  verdiente  Mathematiker,  bekanntlich 
z.  B.  Verfasser  eines  grossen  Werkes  über  Variationsrechnung,  war 
am  5.  Juni  1811  in  Heppenheim  im  Grossherzogthum  Hessen- Darm- 
stadt geboren,  und  starb  am  23.  Januar  1868  in  Muri  im  Canton 
Aargau,  wo  er  Professor  der  Mathematik  und  Rector  einer  Schule 
(„ecole  moyenne")  war.).  —  III.  Corre*spondan ce  litteraire 
des  BernouHi.  (Dieser  Aufsatz  enthält  sehr  viel  Interessantes 
fiber  die  Familie  der  BernouHi.  U.A.  giebt  Herr  Wolf  auch 
einen  Stammbaum  dieser  berühmten  Familie  von  Mathematikern» 
welchen  wir  unseren  Lesern  nachstehend  mittbeilen: 

ThU  LI.  Hft.  3.  3 
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Die  in  Parenthesen  eingeschlossenen  Zahlen  beziehen  sich 
weiterer  Nachweisungen  wegen  auf  das  Werk:  „Biographien 
zur  Kulturgeschichte  der  Schweiz.  Von  Dr.  R.  Wolf. 
Vier  Bände.  Zürich.  1858  —  1862.  8°.").  —  IV.  Nicolas 
Fatio  de  Du  iiier  —  Basel  1664  —  Worcester  1753  —  (welcher  in 
der  Geschichte  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  eine  nicht 
unwichtige  Rolle  spielt;  tn.  s.  Mathematisches  W  Orterbuch* 
Thl.  I.  S.  847.).  —  V.Marc  —  Michel  Bousquet.  (Sehr  interes- 
sante Notizen  über  das  Leben  dieses  berühmten  Lausamier  Buch» 
Händlers,  welcher  viele  Werke  der  grossen  Mathematiker  der  da- 
maligen Zeit:  Euler's,  «loh.  Bernoulli's,  u.  s.  w.  herausgab.). 
—  VI.  Casimo  Bartoli.  —  Diese  verschiedenen  Aufsätze  hat 
Herr  ßoncompagni  fast  uberall  mit  »vichtigen  und  sehr  gelehrten 
literarischen  Nachweisungen  und  Bemerkungen  bereichert.]. 

Tomo  II.  Agosto  1860.  Les  Professeurs  de  Mathenia- 
tiques  et  de  Physique  ge'ne'rale  au  College  de  France.  Par  M. 
L.  AM.  Scdillot,  Secretaire  du  m£me  College.  Premiere  Pe- 
riode. Frangois  Ier.  15150 — 1547.  (Wir  wünschen  sehr,  dass 
diesem  ersten  sehr  interessanten  und  wichtigen  Beitrage  zur  Ge- 
schichte der  genannten  berühmten  Lehranstalt  recht  bald  weitere 
Beitrage  zur  Geschichte  der  späteren  Perioden  folgen  mögen.).  — 
Annunzi  di  recenti  Pubblicazioni.  S.  283— S.  298  (höchst 
reichhaltig  und  genau.). 


♦ 

Geometrie. 

Geometrische  Cons  truet  jonsau  fgab  e  n.  Heraus- 
gegeben von  Dr.  H.  Lieber,  Lehrer  am  Gymnasium  zu 
Pyritz.  Hilter  Mitwirkung  von  F.  v.  Lühmann,  Lehrer 
am  Gymnasium  zu  Pyritz.  Mit  einer  Figurentafel. 
Pyrit  z.    1870.  8«. 

Diese  Sammlung  enthält  ungefähr  3000  methodisch  geordnete 
geometrische  Constructionsaufgaben,  welche  mit  Ausnahme  der 
durch  die  Coordinatenmethode  zu  lösenden  Aufgaben  des  Anhangs 
die  Gränzen  des  Gymnasialunterrichts  nicht  überschreiten.  Ausser 
der  schon  durch  die  methodische  Anordnung  der  Aufgaben  an 
sich  gegebene  Hinweisung  auf  die  Auflösung  derselben,  sind  den 
Aufgaben  sehr  viele  zweckmässige  Erläuterungen  beigegehen, 
durch  welche  den  Schülern  die  Lösungen  wesentlich  erleichtert, 
ur>d  sie  auf  dieselben  geleitet  werden;  oft  ist  die  Analysis  der 
Aufgabe  beigefügt  u.  s.  w.  u.  8.  w.    Der  sehr  beschränkte  Raum 
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erlaubt  uns  .hier  nur,  die  Ueberschriften  der  einzelnen  Haupt- 
abschnitte, in  welche  die  ganze  Sammlung  getheilt  ist,  anzugeben; 
dieselben  sind  die  folgenden:  I.  Abschnitt.  Dreiecks-  und 
Vierecks- Constructioos* Aufgaben.  A.  Aufgaben,  welche  ohne 
Verhältnisse  zu  lösen.  B.  Aufgaben ,  welche  mit  Verhältnissen 
zu  lösen.  —  II.  Abschnitt.  Vermischte  Aufgaben.  A.  Auf« 
gaben,  welche  ohne  Verhältnisse  zu  lösen.  B.  Aufgaben,  welche 
mit  Verhältnissen  zu  lösen.  —  III.  Abschnitt.  Kreisaufgaben. 
A.  Aufgaben,  welche  ohne  Verhältnisse  zu  losen.  B.  Aufgaben, 
welche  mit  Verhältnissen  zu  lösen.  —  IV.  Abschnitt.  Ver- 
wandlungs-  und  Theilungs -Aufgaben,  Constructionen  von  Figuren 
in  und  um  Figuren.  —  V.  Abschnitt.  .Aufgaben,  welche  durch 
algebraische  Aualysis  zu  lösen  sind.  —  Anhang.  Aufgaben, 
welche  durch  die  Coordinatenmethode  zu  lösen  sind;  für  Real- 
schulen beachtenswert}]. 

Wir  glauben,  dass  dieses  Buch  zur  Förderung  und  Erleich- 
terung des  geometrischen  Unterrichts  zu  dienen  geeignet  ist,  und 
recht  sehr  der  Beachtung  der  Lehrer  empfohlen  zu  werden  verdient. 

Die  darstellende  Geometrie  im  Sinne  der  neueren 
Geometrie.  Für  Schulen  technischer  Richtung.  Von 
Josef  Schlesinger,  Privatdocent  für  Geometrie  der 
Lage,  grafische  Statik  und  darstellende  Geometrie 
am  k.  k.  polytechnischen  lostitute  und  Professor  an 
der  öffentlichen  Oberrealschule  des  1.  Bezirke«  in 
Wien.  Mit  194  Holzschnitten.  Wien.  C.  Gerold'*  Sohn. 
1870.  8<>. 

Wir  haben  von  diesem  ausführlichen  Lehrbuche  der  darstel- 
lenden Geometrie  mit  besonderem  Interesse  nähere  Kenntniss  ge- 
nommen, und  glauben  demzufolge  dasselbe  allen  Lehrern  der  de- 
scriptiven  Geometrie  recht  sehr  zur  Beachtung  empfehlen  zu 
können.  Ueber  den  Hauptzweck  seiner  neuen  Bearbeitung  dieser 
Wissenschaft  spricht  sich  der  Herr  Verfasser  in  der  Vorrede 
folgendermassen  aus:  „In  dem  vorliegenden  Buche  suchte  ich  die 
Aufgabe  zu  lösen,  die  geeigneten  Lehren  der  sogenannten  neueren 
Geometrie  in  die  darstellende  Geometrie  systematisch  einzufahren, 
somit  den  Unterricht  in  letzterer  Wissenschaft  an  Mittelschulen, 
und  in  Folge  hievon  auch  an  technischen  Hochschulen,  auf  er- 
weiterte Grundlagen  zu  stellen"  und  wir  glauben,  dass  ihm  dies 
in  anerkennungswerthester  Weise  gelungen  ist,  indem  hier  in  der 
That  die  Hauptlehren  der  neueren  Geometrie  —  ohne  darin  zu 
weit  zu  gehen  —  vielfache  sehr  fruchtbare  Anwenduug  gefunden 
haben,  mehr  als  dies  in  manchen  anderen  Fällen,  wo  man  in  sehr  | 
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bestimmter  Weise  auf  diese  Anwendungen  hingewiesen  hatte,  nach 
unserer  Ansicht  geschehen  ist,  wie  wir'  dies  auch  in  diesen  Lite- 
rarischen Berichten  bei  sich  darbietender  Gelegenheit  hervor- 
gehoben haben.  Dass  sich  durch  diesen  Vorgang  dem  Herrn 
Verfasser  manche  neue  Methoden  und  Vereinfachungen  ergeben 
haben,  erkennen  wir  bereitwillig  an,  ohne  der  Beschränktheit  des 
Raumes  wegeu  darauf  hier  weiter  einzugehen  im  Stande  zu  sein. 
Im  Allgemeinen  «vollen  wir  jedoch  bemerken,  dass  wir  die  Dar- 
stellung meistens  einfach  und  klar  gefunden  haben,  tiud  nicht 
durch  eine  grosse  Masse  schwer  zu  entwirrender  Punkte  und 
Linien  in  den  Figuren  von  einem  näheren  Eingehen  zurückgeschreckt 
worden  sind;  auch  hat  sich  der  Herr  Verfasser  so  viel  als  mög- 
lich bemühet,  allgemeine  Gesichtspunkte  zu  gewinnen.  Mögen 
sich  also  unsere  Leser  dieses  Buch  nochmals  im  Allgemeinen  zur 
Beachtung  empfohlen  sein  lassen,  indem  es  uns  schliesslich  nur 
noch  möglich  ist,  im  Folgenden  den  Inhalt  der  Hauptabschnitte 
anzugeben,  in  welche  der  Herr  Verfasser  das  Buch  getheilt  hat: 
I.  Abschnitt.  Vorbegriffe.  —  II.  Abschnitt.  Das  Projiciren 
in  der  Ebene.  —  III.  Abschnitt.  Die  Elemente  der  orthogo- 
nalen, axonometrischen,  schiefen,  centralen  und  colliuearen  Pro- 
jection.  —  IV.  Abschnitt.  Entstehung,  Darstellung  und  Unter- 
suchung der  Regel-  und  Curvenflächen.  —  V.  Abschnitt.  Con- 
struetion  der  gegenseitigen  Durchschnitte  gegebener  Flächen- 
gebilde. —  VI.  Abschnitt.  Beleuchtungs-Constructionen.  — 
VII.  Abschnitt.    Ueber  geometrische  Orte. 


Geodäsie. 

Theoretische  und  praktische  Anleitung  zum  Nivel- 
Uren.  Von  S.  Stampfer.  Sechste  vermehrte  Auflage» 
bearbeitet  von  Dr.  Jos.  Ph.  Herr,  o.  ü.  Professor  der 
höheren  Geodäsie  und  der  Astronomie  am  k.  k.  poly- 
technischen Institute  zu  Wien.  Wien.  Carl  Gerold's 
Sohn.    1869.  8W. 

Stampfer's  hier  in  neuer  sechster  Auflage  vor  uns  liegende 
Anleitung  zum  Nivelliren  ist  ein  klassisches  Buch,  und  sowohl 
rucksichtlich  der  darin  gelehrten  eigentümlichen  Methoden  des 
Nivelliren»,  als  auch  rücksichttich  der  diesen  Methoden  entspre- 
chend eingerichteten  Nivellir-  Instrumente,  welche  vorzugsweise 
in  der  Werkstätte  des  k.  k.  polytechnischen  Instituts  in  W7ien 
durch  Herrn  Gustav  Starke  in  trefflichster  Ausführung  ver- 
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fertigt  werden,  so  allgemein  bekannt,  dass  wir  darüber  hier  nichts 
zu  sagen  brauchen.  Im  Laufe  der  Zeit  haben  aber  die  Instru- 
mente mehrfache  Abänderungen  und  Verbesserungen  erfahren, 
und  es  sind  neue  noch  zweckentsprechendere  als  die  alteren  von 
verschiedenen  Einrichtungen  und  Grössen  construirt  worden.  Ins- 
besondere werden  gegenwärtig  die  Instrumente  in  drei  Kategorien 
ausgeführt,  von  welchen  die  erste  mit  den  ursprünglichen  Instru- 
menten im  Wesentlichen  übereinstimmt,  die  beiden  anderen  kleinere 
Dimensionen  haben.  Der  Beschreibung  dieser  neueren  Instrumente, 
überhaupt  aller  an  den  Instrumenten  angebrachten  neuen  Einrich- 
tungen, der  Berichtigung  dieser  Instrumente  u.  s.  w.  hat  nun  Herr 
Professor  J.  P.  Herr  in  dieser  neuen  Auflage  ganz  besondere 
Sorgfalt  gewidmet,  und  überhaupt  an  allen  Orten,  wo  es  nöthig 
war,  Verbesserungen  angebracht,  neue  Htilfstafeln  berechnet  u.  s.  w., 
wodurch  er  dieser  neuen  Auflage  sehr  wesentliche  Vorzüge  vor 
den  älteren  verliehen  hat,  so  dass  dieselbe  in  jeder  Beziehung 
der  Beachtung  aller  Geodäten  empfohlen  werden  muss.  Die 
äussere  Ausstattung  ist  so  trefflich,  wie  sie  nur  irgend  sein  kann; 
die  früheren  Figurentafeln  sind  durch  sehr  schöne  Holzschnitte 
ersetzt  worden,  und  die  Anleitung  zur  Berechnung  der  Erd- Ab- 
tragungen und  Au  (tragungen  bei  Strassen-  und  Eisenbahnbauten 
ist,  um  den  Umfang  des  Buches  in  seiner  neuen  Gestalt  nicht  zu 
sehr  zu  vergrössern,  weggelassen  worden,  was  um  so  mehr  zu 
billigen  ist,  weil  die  Praktiker  sich  bei  dergleichen  Arbeiten  ge- 
genwärtig doch  mehrfach  anderer  Methoden  bedienen. 


Nautik. 

Erster  Bericht  der  ständigen  Commission  für  die 
Adria  au  die  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften. 
Wien.  Aus  der  k,  k.  Hof-  und  Staatsdruckerei.  In 
Commission  bei  Carl  Gerold's  Sohn.    J869.  8Ü. 

Oesterreichs  Aufgaben  bezüglich  der  maritimen  Hydrographie 
liefen  zunächst  im  adriatischen  Golfe.  Für  dieses  Gebiet 
genügt  ein  schon  über  vierzig  Jahre  alter  hydrographischer  Atlas, 
bestehend  in  einer  General-  oder  Courskarte  in  zwei  Blättern  uud 
einer  Küstenkarte  (carta  di  cabotaggio  del  mare  adria- 
tico)  in  zwanzig  Blättern  mit  sieben  Tafeln  Küstenansichten,  und 
das  als  Golflührer  oder  Lootsenwerk  unter  dem  Titel:  „Porto - 
lano  del  mare  adriatico  (Erste  Auflage  1822,  zweite 
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Auflage  1845)"  von  Marieni  in.  einem  starken  Quartbande  her- 
ausgegebene Werk,  den  jetzigen  Anforderungen  und  Bedürf- 
nissen nicht  mehr. 

Vorzüglich  und  zunächst  auf.  Anregung  durch  die  Herren 
v.  Wüllerstorf  und  Schau b  beschloss  daher  die  für  die  He- 
bung der  Schifffahrt  und  des  Handels  mit  Recht  so  sehr  besorgte 
k.  k.  österreichische  Regierung  eine  ganz  neue  Aufnahme  des 
adriatischen  Golfs,  in  nautischer,  hydrographischer,  geographischer, 
physikalischer  u.  s.  w.  Rücksicht,  und  legte  die  Ausführung  dieses 
grossartigen  in  allen  Beziehungen  buchst  nützlichen  und  wichtigen 
Unternehmens  hauptsächlich  in  die  Hände  der  kaiserl.  Akademie 
der  Wissenschaften.  Dieselbe  ernannte  zunächst  eine  Commis-, 
sion  zur  sorgfaltigen  Berathung  des  ganzen  Unternehmens  und 
Entwertung  der  erforderlichen  Instructionen,  wobei  vorzüglich  die 
folgenden  Fragen  zur  Berathung  kommen  sollten: 

1.  Die  eigentliche  Küsteoaufnabme ; 

2.  die  Gesetze  der  Ebbe  und  Flutb: 

3.  die  Meeresströmungen; 

4.  die  Meeres  -  Temperatur ; 

5.  der  Salzgehalt  der  See; 

6.  die  Plastik  des  Meeresbodens; 

7.  die  meteorologischen, 

8.  die  magnetischen, 

9.  so  weit  als  thunlich  die  naturhistorischen  Verhältnisse. 

Diese  Commission  hat  nun  ihren  ersten  vorliegenden  im  höch- 
sten Grade  interessanten  Bericht  abgestattet,  welcher  nach  un- 
serer Meinung  als  ein  wahres  Muster  für  alle  Unternehmungen 
dieser  Art  betrachtet  werden  kann,  und  allen,  die  sich  für  der* 
gleichen  Arbeiten  interessiren,  dringend  zur  Beachtung  empfohlen 
werden  muss,  wobei  wir  auch  noch  besonders  auf  die  Beschrei- 
bung der  zur  Anwendung  kommenden,  oft  sehr  sinnreich  einge- 
richteten Instrumente  —  überall  durch  Abbildungen  erläutert  — 
aufmerksam  machen. 

Als  höchst  dankenswerther  Anhang  sind  die  folgenden  In- 
structionen u.s.w.  beigefügt: 

f 

I.  Inventarium  der  adriatischen  Beobachtungs*  Stationen  nach 
dem  Stande  zu  Ende  April  1869. 

II.  Instruction  zu  den  Beobachtungen  über  Temperatur  und 
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Salzgebalt  de*  Meeres  für  die  österreichisch  -adriatischen  Beob- 
achtungsstationen.  Von  Dr.  Jos.  R.  Lorenz. 

III.  Instruction  zur  Behandlung  der  selbstregistrirenden  Fluth- 
roesser  für  die  österreichisch  ^adriatischen  Beobachtungsstationen. 
Von  Dr.  F.  Schau b. 

IV.  Bericht  von  Dr.  C.  Jelinek  über  die  Commissionsreise 
zur  Einrichtung  der  Stationen  am  adriatischen  Meere. 

*  *  .  4  * 

V.  Beriebt  von  Dr.  J.  Lorenz  über  die  Commissionsreise  zur 
Einrichtung  der  adriatischen  Beobachtungsstationen. 

VI.  Versuche  von  Dr.  Lorenz  und  Kapeller  behufs  einer 
möglichen  Verbesserung  der  Tauch -Ellipsoide. 

VII.  Reisebericht  des  k.  k.  Professors  F.  Osnaghi,  welcher 
mit  der  liispection  der  meteorologischen  Stationen  am  adriatischen 
Meere  betraut  war. 

VIII.  Instruction  für  den  Iospector  der  adriatischen  ßeobacb- 
tungs-Stationen.  Von  v.  Littrow.  —  Die  Function  des  Inspec- 
tors  ist  Herrn  Schaub  übertragen  worden. 

Die  eigentliche  Küstenaufnahme,  die  Meeresströmungen,  die 
Plastik  des  Meeresboden»  fallen,  wie  sich  von  selbst  versteht, 
ganz  in  den  Bereich  der  k.  k.  Kriegsmarine,  welche  bereits  mit 
der  Küstenaufuahme  begonnen  bat. 

Wir  wiederholen,  dass  wir  von  diesem  im  höchsten  Grade  in- 
teressanten Berichte  mit  der  vielfachsten  eigenen  Belehrung  genaue 
Kenntniss  genommen  haben,  empfehlen  denselben  nochmals  der 
sorgfältigsten  Beachtung  unserer  Leser,  und  wünschen  dem  groß- 
artigen, höchst  wichtigen  und  nützlichen  Unternehmen  den  unge- 
hindertsten Fortgang. 


Physik. 

Zeitschrift  der  österreichischen  Gesellschaft  für 
Meteorologie.  Redigirt  von  0.  Jelinek  und  J.  Hann. 
(Vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXXIX.   S.  8.). 

* 

Wir  sind  wegen  ungeheurer  Ueberhäufung  des  Stoffs  mit 
der  Anzeige  dieser  trefflichen  Zeitschrift  leider  so  sehr  in  Ruck- 
stand gekommen,  dass  wir  uns  bei  der  Anzeige  der  uns  vorlie- 


Digitized  by  Googl 


Literarischer  Bericht  CCUI. 


9 


geoden  oeoen  Nummern  auf  die  Anzeige  der  in  denselben  ent- 
haltenen grösseren  Aufsätze  noch  mehr  als  sonst  beschränken 
müssen.  Hoffentlich  wird  späterhin  uns  wieder  etwas  mehr  Raum 
zu  Gebote  stehen. 

- 

Band  IV.  Nr.  13.  Ueber  die  Bestimmung  der  Intensität  der 
Stürme  durch  die  Berechnung  der  barometrischen  Steigung.  Von 
Thomas  Stevenson.  S.  321.  —  Ueber  den  Zusammen- 
bang zwischen  Stürmen  und  barometrischen  Unterschieden.  Von 
C.  Jelinek.   S.  331. 

Band  IV.  Nr.  14.  Ueber  einen  Congress  der  Meteorologen, 
um  zu  einem  übereinstimmenden  Beobachtungssysteme  und  zu 
einem  rascheren  Austausche  der  meteorologischen  Documente  zu 
gelangen.  Von  C.  Jelinek.  S.  363.  —  Uebersicht  der  im  me- 
teorologischen Jahre  1867/68  in  Italien  angestellten  Beobachtungen. 
Nach  den  von  P.  Cantoni  in  Pavia  berechneten  Resultaten,  mit- 
geteilt von  F.  Denza.   S.  357. 

Band  IV.  Nr.  15.  Untersuchungen  über  das  Gewitter  und 
einzelne  damit  in  Verbindung  stehende  Erscheinungen.  (Aus- 
seben der  Gewitterwolken.  Hohe  der  Gewitterwolken.  Länge  der 
Blitze.).   Von  J.  Klein.   S.  369. 

Band  IV.  Nr.  16.  Beschreibung  der  selbstregistrirenden  von 
der  meteorologischen  Commission  der  Royal  Society  an  verschie- 
denen Orten  von  Grossbritannien  und  Irland  aufgestellten  Instru- 
mente (mit  Fortsetzung  und  Schluss  in  Nr.  17.  und  Nr.  18.).  S.  401. 

Band  IV.  Nr.  17.  Zwei  denkwürdige  Hagelfalle  in  Georgien. 
Aus  Briefen  an  Ritter  v.  Haidinger.  S.  417.  —  Ueber  die 
eigentliche  Form  der  Haufeowolke.   Von  K.  Fritsch.   S.  421. 

Band  IV.  Nr.  18.  Enthält  die  bei  Nr.  16.  erwähnte  Fort- 
setzung und  Scbluss. 

Band  IV.  Nr.  19.  Ueber  die  Ursache  der  Trübung  der  Luft 
in  der  ersten  Hälfte  des  Juli.  Von  Pres tel.  S.  465.  —  Wit- 
terungsverhältnisse in  Nertschinsk.    Von  Berger.   S.  471. 

Band  IV.  Nr.  20.  Beschreibung  eines  selbstregistrirenden 
Meteorographen,  construirt  für  die  Sternwarte  in  Upsala.  Von 
Theoreil.  S.  497.  (Fortsetzung  in  Nr.  21.).  —  Ueber  eine  die 
Bora  begleitende  Erscheinung  „Fumarea".  Von  Zin d ler.  S.  504. 

Band  IV.  Nr.  21.  Ueber  atmosphärische  Elektrizität.  III.  Der 
Höhenrauch.    Von  Dell  mann.    S.  513. 
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Band  IV.  Nr.  22.  Untersuchungen  über  da«  Gewitter  und 
einzelne  damit  in  Zusammenhang  gebrachte  Erscheinungen.  (Das 
Wetterleuchten.    Schiusa  in  Nr.  23.).   Von  J.  Klein. 

Band  IV.  Nr.  23.   Ueber  atmosphärische  Elektrizität.  IV. 
Der  Nebel.   Von  De  II  mann.   S.  561. 

Band  IV.  Nr.  24.    Telegraphische  Witterungsberichte  aus 

Russland.   Von  Wild.   S.  593. 

• 

Band  V.  Nr.  1.  Beitrag  zur  Kenntniss  der  Regenverhältnis*e 
von  Südwest- Deutschland.  Von  Koeppeu.  S.  1.  —  Beobach- 
tungen in  Buenos  Aires  von  J.  de  Boer.  Mitgetheilt  von  Buys- 
Bailot.   S.  14.  | 

Band  V.  Nr.  2.   Der  registrirende  Anemometer  voo  F.  Brti* 
sotti  zu  Pavia.    S.  33. 

Band  V.  Nr.  3.  Das  meteorologische  Element  in  der  Land- 
schaft Ein  Vortrag  von  Professor  F.  Simon y.  S.  47.  —  Ueber 
den  Zusammenhang  zwischen  der  Lage  entgegengesetzter  Luft- 
ströme und  dem  Auftreten  eines  barometrischen  Maximums  oder 
Minimums.   Nach  Ch.  Meldrum  und  R.  Scott.   S.  61. 

Band  V.   Nr.  4.    Der  elektrisch -registrirende  Anemometer 
der  k.  Sternwarte  in  Modena.    Von  Prof.  D.  Ragona.    S.  81. 

Band  V.  Nr.  5.     Dr.  Neumayer 's  Untersuchungen  über 
die  Meteorologie  in  Sud- Australien.    Von  Hann.   S.  97. 

....  •     I  • 

Kleinere  interessante  Mittheilungen  und  beachtenswerthe  Li- 
teraturberichte findeo  sieb  in  grosser  Anzahl  in  allen  Nummero. 

Die  österreichische  meteorologische  Gesellschaft  zählte  am 
1.  October  1869  323  Mitglieder,  welche  1164  Fl.  Jahresbeitrag 
zahlten;  vom  k.  k.  Handelsministerium  erhielt  die  Gesellschaft 
pro  1.  October  1868  —  30.  September  1869  eine  Subvention  von 
200  Fl. 


Vermischte  Schriften. 

Giornale  di  Matematiche  ad  uso  degli  studenti  delle 
universitä  italiane,  pubblicato  per  cura  del  Professore 
G.  Battaglini.   Napoli.   (S.  Liter.  Ber.  Nr.  CCII.  S.  10.). 

Anno .VII.  Novembre  e  Dicembre  1869.  Ricerca  dei 
valori   razionali   di   o  cbe  rendono   un   quadrato   il  polinomio 
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a  +  bv  +cua  +  rfes  + ct>4;  per  L.  Calzolari.  Cont.  p.  319.  — 
Lezioni  di  Fisica  matematica,  dettate  uell*  Universitä  di  Napoli, 
iiell'  anno  scolastico  1868  —  69  dal  Prof.  Michele  Zannotti. 
(Continuazione  Vedi  Pag.  173.).  p.  351.  -  Studio  intorno  alla 
conica  dei  9  Puiiti  e  delle  9  Retti.  Per  P.  Cassani.  p.  369.  — 
Di  una  Forraula  nota  che  si  puo  dedurre  da  un  Teorema  di  Cauchy. 
Nota  del  dott.  Agostino  Grand i.  p.  374.  —  Del  piano,  sua 
definizione.  Assioma  det  piano  elevato  a  Teorema.  Pel  dott. 
Valeriano  Valeriani.  p.  376.  —  Dimostrazione  di  un  Teorema 
di  liulero.  Per  Vito  Eugento.  p.  377.  —  Altra  dimostrazione 
dello  stesso  Teorema.    Per  Tarquinio  Fuortes.    p.  378. 

Anno  VIII.  Gennaio  e  Fehbraio  1870.  Nota  sulla  risul- 
tante  di  due  equazioni;  per  E.  Ise.  p.  1.  —  Nota  sull'  equa- 
zione  u*  —  Ax*±By*;  per  L.  Calzolari.  p.  28.  —  Sopra  un 
complesso  di  2°  grado;  per  F.  Aschieri.  p.  35.  —  Sülle  Forme 
ternarie  quadratiche;  per  G.  Battaglini.  p.  38.  —  Lezioni  sulla 
Termodinamia;  per  M.  Zannotti.  p.  60. 

• 

Annali  di  Matematica  pura  ed  ap plicata,  diretti  da 
F.  Brioschi  e  L.  Crem o na  (Presso  il  R.  Istituto  Teenico 
Superioredi  Milano)  in  continuazione  degliAnnaligiä 
puhblicati  in  Roma  dal  pro  f.  Tortolini.).  Milano.  4°. 
(Vergl.  Liter.  Bericht  Nr.  CCI.  S.  11.). 

Serie  1K  Tomo  111°.  Fascicolo  2°.  (Dicembre  1869.). 
Matthiesse n:  De  acquilibrii  iiguris  et  revolutione  homogeneorum 
annulorum  sidereorum  sine  corpore  centrali  atque  de  mutatione 
earuni  per  expansionem  aut  condensationem  (continuazione  e  fine.). 
V».  89.  —  Smith:  Memoire  sur  quelques  problemes  eubiques  et 
biquadratiques.  p.  112.  —  Schwarz:  Notizia  sulla  rappresenta* 
zione  conforme  di  un'  area  ellittica  sopra  un1  area  circolare.  pag. 
166.  — Schlaefli:  La  risolvente  dell'  equazione  di  quinto  grado 
sotto  la  forma  di  un  determinante  simmetrico  a  quattro  linee.  pag. 
171.  —  Zeuthen:  Sur  les  singularites  ordinaires  d'une  courbe 
gauebe  et  d'uue  surface  developpable.    p.  175. 


Von  einem  sehr  grossen  und  sehr  wichtigen  literarischen  Unternehmen  der 
Royal  Society  in  London  glauben  wir  unseren  Lesern  nicht  besser  Nach- 
richt geben  zu  können  als  durch  den  folgenden  Auszug  aus  einem  Vortrag, 
den  Herr  Ritter  von  Haidinger  in  der  Sitzung  der  k.  k.  geologischen 
Keichsanstalt  in  Wien  am  15.  Februar  1870  gehalten  hat. 
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Catalogue  of  scientific  papers 

(1800  - 1863) 

Conpiled  and  Published  by  <he  Royal  Soeiety.  Londra. 

Printed  by  George  Edward  Eyre  and  William  Spottiswoode,  printera  to  thc  Queens 
Most  Excellent  Majesty,  for  Her  Majcsty's  Stationery  Office.  Vol.  II.  Coa  — Gr» 

1868  and  Vol.  III.  Gre  — Lez.  1869. 

Bericht  erstattet  von 
Wilhelm  Ritter  y#  llaidinger. 

Sitzung  der  k.  k.  geologischen  lleichsanstalt  am  15  Februar  1870. 


„Des  Mannes  Feier  ist  die  That",  und  „Brave  freuen  sich  der  That", 
ihrer  eigenen  und  der  hochgeehrter  Freunde  und  Arbeitsgenosse  ii. 

Dieses  Gefühl  belebt  mich  in  der  Vorlage  der  gegenwärtigen  zwei  mäch- 
n  Quartbände  Vol.  II.  und  III.  von  1002  und  1012  Seiten  des  Verzeich* 
es  s&mmtlicher  naturwissenschaftlichen  Abhandlungen  aus  den  Jahren  von 
1800  bis  mit  1863,  die  Namen  der  Verfasser  alphabetisch  geordnet. 

Zuerst  im  Jahre  1855  auf  der  Versammlung  der  British  Association  zu 
Glasgow  ein  Antrag  des  Dr.  Joseph  Henry,  Secretärs  der  „Smithsouian  In- 
stitution", in  Washington,  auf  Zusammenstellung  eines  Verzeichnisses  physika- 
lischer Abhandlungen  (philosophical  memoirs). 

Ein  Comite*  berichtet  im  nächsten  Jahre  darüber,  und  empfiehlt  Beschrän- 
kung auf  mathematische  und  physikalische  Wissenschaftszweige,  doch  Ausdeh- 
nung auf  periodische  Schriften  überhaupt,  und  den  Beginn  der  Sammlungen 
von  1800  an. 

Im  März  1857,  auf  einen  Vortrag  des  damaligen  Vicepräsidentcn  General  (nun 
Präsidenten  Sir  Edward)  Sabine  im  Ruthe  der  „  Boyal  Society  "  Ernennung  des 
Beurtheilungs  Comitcs  für  die  Angelegenheit.  Es  bestand  aus  den  Herren  Arthur 
Cayley,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Cambridge,  Augustus 
de  Morgan,  Professor  der  Mathematik  am  „University  College"  zu  London, 
Thomas  Graham,  Münzroeister,  Robert  Grant,  Professor  der  Astronomie  in 
Glasgow,  William  Hallows  Miller,  Professor  der  Mineralogie  an  der  Univer- 
sität zu  Cambridge  und  Sccretär  für  das  Ausland  der  „Royal  Society",  und 
Georg  Gabriel  Stokes,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu  Cam- 
bridge und  Secretär  der  „Royal  Society". 

Ich  muss  um  so  mehr  wünschen,  die  Kamen  der  hochverdienten  Comitd- 
Mitglieder  hier  genau  zu  verzeichnen,  als  mir  durch  Herrn  Prof.  Miller  seit 
dem  Drucke  meiner  ersten  Mittheilung  mehrere  Berichtigungen  in  dieser  Be- 
ziehung freundlichst  gegeben  wurden.  Wie  immer  man  auch  die  eigentlichen 
Gegenstände  der  Verhandlung  hoch  hält,  so  glaube  ich  ist  es  stets  eine  Pflicht 
dankbarer  Erinnerung  der  Kamen  derjenigen  zu  gedenken,  welche  ein  so  werth- 
volles Ergebniss  vorbereiteten. 

Die  Reihung  nach  Autoren  -  Kamen ,  die  chronologische  Reihung  der  Ab- 
handlungen wurde  beschlossen,  möglicherweise  später  ein  wissenschaftliches 
Verzeichnis8  des  Inhaltes  der  Abhandlungen. 

Der  nächste  Schritt  bestand  in  dem  auf  die  Empfehlung  des  bestehenden 
Bibliotheksausschusses  der  Gesellschaft  vom  7.  Jänner  1858  erfolgten  Beschlüsse, 
einen  solchen  Katalog  vorläufig  für  den  Gebrauch  der  eigenen  Bibliothek  vor- 
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zubereiten,  aber  mit  dem  Umfange,  dass  er  alle  naturwissenschaftlichen  Fächer 
enthalten  sollte,  welche  in  der  „Royal  Society u  seit  zwei  Jahrhunderten  ver- 
treten sind,  aber  nichts  von  Anwendung  der  Wissenschaft  auf  das  Leben ,  keine 
technischen  oder  professionellen  Zweige. 

Dio  Gewinnung  dieses  Katalogs  lag  innerhalb  der  Kräfte  der  „Royal 
Society".  Von  den  vier  Exemplaren  der  Zettel-Kataloge  wurde  eines  sogleich 
zum  Gebrauche  eingebunden,  aber  auch  für  Fortsetzungen  durch  Vornahme 
nener  Fablicationsreihen  von  Schriften  gesorgt. 

Indessen  h&tte  eine  Herausgabe  des  Ganzen  doch  weit  die  Mittel,  welehe 
dio  Royal  Society  anwenden  konnte,  überstiegen.  Es  wurde  daher  bei  der  Re- 
gierung Ihrer  Majestät  der  Königin  der  Antrag  gestellt,  das  Werk  auf  Staats- 
kosten herauszugeben,  und  dies  gelang  vollständig  unter  der  Waltung  des  ersten 
Lords  des  Schatzes,  Viscount  Falmerston,  des  Kanzlers  der  Schatzkammer, 
Herrn  Gladstone  und  der  Lords  Commissioncrs  des  Schatzes.  Der  Plan  wurde 
seiner  ganzen  Ausdehnung  nach  am  28.  November  1864  gut  geheissen,  und  mit 
der  Ausführung  die  Royal  Society  selbst  betraut.  Eine  Anzahl  der  Exemplare 
wurde  zur  Vcrtheilnng  an  Wissenschaft  liebe  Institute  und  einzelne  Personen  des 
In*  und  Auslandes  gewidmet,  der  Rest  zum  Verkaufe  bestimmt.  So  kam  die 
wissenschaftliche  Welt  in  den  Besitz  dieses  schönen  Werkes. 

Dass  die  Bibliothek  der  Royal  Society  selbst,  die  des  britischen  Museums 
und  anderer  Londoner  Anstalten  und  Gesellschaften  den  Kern  darboten,  ist  wohl 
selbstverständlich.  Doch  eröffnete  Herr  Prof.  Miller  auch  durch  ein  Circular 
die  Möglichkeit  einer  Theilnahme  für  ausländische  Akademien  und  wissenschaft- 
liche Gesellschaften,  schon  in  der  Zeit  während  meiner  Amtsführung  als  Di- 
rector  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt. 

Ich  darf  hier  wohl  mit  wahrem  Dankgeftthl  der  freundlichen  Worte  geden- 
ken, mit  welchen  Herr  Prof.  Miller  in  dem  Vorworte  den  Umstand  horvorhebt, 
dass  er  aus  unserer  Bibliothek  mehr  als  2000  Titel  von  Abhandlungen  durch  die 
sorgsame  Zusammenstellung  des  Herrn  A.  Senoner  erhalten  habe.  Eines  Bei- 
trages gedenkt  er  auch  durch  Herrn  Dr.  Johann  Czerraak  iu  Prag. 

Unser  Beitrag  erscheint  um  so  wichtiger  und  ansehnlicher  für  uns,  als  dabei 
viele  Österreichische  periodische  Schriften  zur  Bearbeitung  kamen,  wie  man  dies 
sehr  dentlich  an  einem  besonderen  Zeichen,  einem  Sternchen,  bei  den  Quellen 
nachgewiesen  findet,  die  grösstcnthcils  von  Herrn  Senoner  geliefert  wurden. 

Ein  Verzeichniss  von  1394  periodischen  Werken,  aus  welchen  die  Titel  aus- 
gezogen wurden,  ist  auf  66  Seiten  vollständig  gegeben,  dazu  die  in  dem  Werke 
angewandten  Abkürzungen.  Ich  darf  hier  nicht  verfehlen,  auf  das  Anerken- 
nendste hervorzuheben,  dass  diese  letzteren  doch  gestatten,  auch  ohne  jedesmal 
das  VerzeichnisB  zu  vergleichen,  sich  zu  orientiren.  Ein  höchst  nachahmens- 
wertes Beispiel.  Gar  zu  weit  getriebene  Abkürzungen  oder  Nachweisungen 
ersparen  wohl  Raum,  nehmen  aber  den  Werken  gar  oft  einen  Theil  der  Ueber- 
sicht  und  Nützlichkeit  weg. 

Höchst  dankenswerth  ist  die  grosse  Correctheit  in  der  Orthographie  der  vielen 
rasch  und  friedlich  wechselnden  Sprachen  der  Titel,  der  grossen  neuen  Cultur- 
sprachen  deutsch,  französisch,  englisch,  italienisch,  der  sich  ihnen  fest  anschlies- 
senden dänischen,  schwedischen,  holländischen,  portugiesischen,  spanischen  Idiome, 
das  Lateinische,  endlich  selbst  die  polnischen,  czcchischen.  rnngyarischen  Titel, 
wenn  auch  nnr  die  Haupt-Cultur-Schrift  zur  Anwendung  kam. 

Fortsetzungen  des  Verzeichnisses  der  periodischen  Quellenwerke  erscheinen 
im  zweiten  und  dritten  Bande  mit  31  und  41  Nummern,  so  dass  nun  die  Ge- 
sammtzahl  1466  erreicht  ist.  Auch  diese  späteren  Zusätze  sind  in  Mehrzahl 
aus  unserer  Bibliothek  durch  Herrn  Senoner  ausgezogen  nnd  vermittelt. 

Unsere  Theilnahme,  wie  bescheiden  sie  sich  auch  ausnimmt  gegenüber  schon 
den  drei  Bänden,  welche  bei  einer  Dnrchschnittszahl  von  30  Titeln  auf  einer 
Seite  —  wohl  nahe  an  100.000  Titel  von  Abhandlungen  enthalten,  hatte  auch 
in  seiner  Jahresansprache  am  30.  November  1868  der  Präsident  General  Eduard 
Sabine  freundlichst  hervorgehoben. 

Er  erwähnte  damals,  dass  bereits  120  Exemplare  durch  Kauf  in  feste 
Hände  übergegangen  seien. 
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Was  uns  in  Wien  betrifft,  so  ist  mir  nicht  bekannt  geworden,  dass  ausser 
unBern  Exemplaren,  nnd  dem  für  die  kais.  Akademie  der  Wissenschaften,  noch 
ferner  Exemplare  zu  einer  Gratis -Vertheilung  gekommen  waren.  Gewiss  aber 
haben  wir,  in  diesen  Räumen,  durch  langjährige  freundliche  Beziehungen  den 
ersten  Anspruch  darauf,  unsem  Dank,  unsere  Anerkennung  in  diesem  Berichte, 
der  nun  dem  Fortschritt  des  Werkes  gilt,  auszusprechen. 

Bs  lohnt  wohl  recht  sehr  einen  statistischen  Blick  in  dieses  grosse,  wahre 
Bibliothekswerk  zu  versenken,  von  dem  nun  schon  drei  Bände  vorliegen. 

Ich  folge  dem  Vorgange  in  der  Wiener  Zeitung  vom  fu  Februar,  in  wel- 
cher für  den  dritten  Band  in  raschem  TJeberbücke  sich  die  Theilnahme  zeigte, 
welche  für  grössere  Zahlen  als  je  5ü  Abhandlungen  von  einem  Verfasser  in 
den  nachstehenden  Länder- Abtheilungen  gewidmet  wurde,  welchen  ich  hier  die 
im  ersten  und  zweiten  Bande  tabellarisch  anschliesse: 

L  Bd.  II.  Bd.  III.  Bd.  Zusammen 

Oesterreich  1  2  6  12 

Deutschland  2Ü  22  02  21 

Frankreich  und  Belgien   .  .  .  .  33  42  21  IIA 

Grossbritannien  und  N.-Amerika  .24  25.  35  SA 

Deutsche  in  Bussland  2  4  2  ä 

Italien  8  4  —  11 

Dänemark  .  .  >  —  2  1  3 

Schweden  1  1  —  2 

Niederlande                                2  1  2  5 

. 109       ho       U2  aai 

Die  Oesterreicher  waren  im  1.  Bande:  A.  Bouc"  (1819  —  1863)  mit  144, 
E.  Brücke  (1841—1863)  mit  63^  GrafBuquoi  (1812—1840)  mit  56,  T.  A. 
Catullo  (1814—1864)  mit  55_1  —  im  2»  Bande:  Alois  David  (1800—1834) 
mit  59j  G.  v.  Frauenfeld  (1846—1864)  mit  S5;  —  im  3»  Bande:  W.  vod 
Haidinger  (1861  —  1863)  mit  289.  Fr.  v.  Hauer  (1846  —  1863)  mit  83, 
J.  Hyrtl  (1843—1863)  mit  69,  F.  Kol  enati  (1843— 1863)  mit  75,  V.  Kollar 
(1836—1858)  mit  52,  K.  Kreil  (1827—1863)  mit  51  Nummern. 

Die  zahlreichsten  Beiträge  im  L  Bande  sind:  die  von  A.  Cauchy  479, 
J.  B.  Biot  317,  A.  Cayley  309.  Sir  D.  Brewster  304,  J.  Berzelius  276j 
—  im  2.  Bande:  die  von  John  Edward  Gray  511,  C.  G.  Ehren berg  267, 
Xeon  Dufour  245,  Etienne  Geoffroy  St.  Hilaire  247,  G.  Cu vier  242, 
ILJL  Göppert  200 ;  —  im  3.  Bande:  J.  A.  Grunert  344,  Gue'rin-Me- 
neville  330,  W.  v.  Haidinger  2JÜL 

Ich  freue  mich,  am  Schlüsse  meines  Berichtes  noch  eine  Nachricht  an- 
reihen zu  können,  die  ich  Herrn  W.  White,  Secretär -Assistenten  und  Biblio- 
thekar der  Royal  Society  verdanke,  als  der  Bericht  bereits  zum  Satze  abge- 
geben war. 

Die  Arbeit  geht  rasch  vorwärts ,  von  dem  IV.  Bande  ist  bereits  der  dritte 
Theil  gedruckt.  Aber  was  besonders  wichtig  erscheint  besteht  darin,  dass  die 
Arbeit  für  den  wissenschaftlichen  Index  Herum,  die  Nachweisung,  wo  man  zu 
jedem  wissenschaftlich  zu  bezeichnenden  Gegenstande  der  Abhandlungen  den 
Namen  des  Verfassers  in  dem  „Catalogue"  wird  finden  können,  unmittelbar 
in  Angriff  genommen  werden  wird.  Namentlich  wird  Herr  Professor 
Julius  Victor  Carus  von  Leipzig,  der  hochverdiente  Herausgeber  der  „Biblio- 
theca  zoologica",  —  der  für  diesen  Zweck  gewonnen  ist,  in  dem  bevorstehenden 
Monate  März  in  London  erwartet. 
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Ernst  Ferdinand 


August. 


Aufgefordert  von  dem  Herausgeber  dieses  Archivs  *)  habe 
ich  es  Übernommen,  einige  Nachrichten  über  das  Leben  meines 
Vaters,  des  am  25.  März  1870  zu  Berlin  verstorbenen  Dr.  Ernst 
Ferdinand  August,  Professors  und  Directors  des  Köllnischen 
Gymnasiums  zu  Berlin,  zusammenzustellen. 

Ernst  Ferdinand  August  wurde  am  18.  Februar  1795  zu 
Prenzlau  geboren  und  fand,  da  er  seine  Eltern  früh  verloren  hatte 
ond  auch  sonst  ohne  Verwandte  war,  Aufnahme  in  der  Familie 
eines  armen  Handwerkers,  welcher  sich  des  Knaben  mit  grosser 
Liebe  annahm.  In  seinem  11.  Lebensjahre  (1805)  kam  er  unter 
tbatkr&ftigcm  Beistande  hülfreicher  Menschen,  namentlich  des 
Geh. -Rath  Kenke,  welcher  einen  geweckten  wissbegierigen  Sinn 
und  nicht  gewöhnliche  Begabung  in  ihm  erkannt  hatte,  nach 
Berlin,  trat  als  Sextaner  in  das  Gymnasium  zum  grauen  Kloster 
und  wurde  gleichzeitig  in  die  mit  dieser  Anstalt  verbundene  Com- 
munität  aufgenommen.  Er  machte  alle  Klassen  jener  Schule  durch 
und  genoss  unter  Anderem  den  mathematischen  und  physikalischen 
Unterricht  Ernst  Gottfried  Fischers**),  welcher  alle  Schüler 
zu  strengem  methodischen  Denken  und  lebendiger  Auffassung 
und  Anwendung  des  Lehrstoffes  heranzuziehen  verstand. 


*)  Mit  dem  verbindlichsten  Danke  für  die  gütige  Erfüllung  meiner  Bitte 
sogleich  abgedruckt.  6. 

**)  Möchten  alle  Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  sich  diesen  treff- 
lichen Mann,  dem  der  mathematische  und  physikalische  Unterricht  in  Preussen 
unendlich  viel  verdankt,  dessen  auch  der  Herausgeber  des  Archivs  sich  immer 
noch  mit  besonderer  Freude  und  innigem  Danke  erinnert,  auch  jetat  noch  stet« 
■um  Muster  nehmen.  O* 
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Als  im  Jabre  1813  der  König  Friedrich  Wilhelm  III.  den  Aufruf 
an  sein  Volk  erliess,  folgte  auch  August  mit  seinen  Mitschülern 
begeistert  der  Aufforderung;  erst  kurze  Zeit  in  Prima  machte  er, 
wie  es  in  jener  Zeit  gestattet  wurde,  sein  Abiturienten -Examen 
und  eilte  nach  Breslau,  um  sich  dem  Lützow'schen  Corps  anzii 
schliessen.    Mit  diesem  machte  er  den  ersten  Feldzug  mit.  Au 
dem  zweiten  Feldzuge  nahm  er  als  Landwehr -Lieutenant  Theil, 
war  bei  der  Schlacht  von  Belle- Alliance  und  zog  mit  dem  sieg- 
reichen Heere  in  Paris  ein.  —  Daun  kehrte  er  nach  Berlin  zurück 
um  das  unterbrochene  Studium  wieder  aufzunehmen.    Er  hatte 
die  Theologie  erwählt,  beschäftigte  sich  aber  daneben  eingehend 
mit  philologischen  Studien  und  gewann  eine  Vorliebe  für  das 
Lehrfach,  dem  er  sich  ganz  zu  widmen  beschloss.    Nachdem  er 
das  Examen  pro  facultate  docendi  absolvirt  hatte»  trat  er  im  Jahre 
1817  als  Probandus  an  das  Gymnasium  zum  grauen  Kloster,  wurde 
aber  bald  darauf  als  ordentlicher  Lehrer  an  das  Joachimsthalsche 
Gymnasium  zu  Berlin  berufen.    In  die  ersten  Jahre  seiner  Lehr- 
tätigkeit fallt  eine  weitere  Veränderung  seiner  Geistesrichtung, 
indem  er  sich  mehr  und  mehr  der  Mathematik  und  der  Physik 
zuwandte,  die  später  seine  Lieblingsstudien  bildeten.  Von  grossem 
Einfluss  auf  diese  Umwandlung  in  seinen  wissenschaftlichen  Be- 
strebungen war  der  innige  Verkehr  mit  seinem  früheren  Lehrer 
E.G.  Fischer,  mit  dessen  jüngster  Tochter  Johanne  er  sich  später 
(am  11.  August  1823)  vermählte.  Mit  Eifer  studirte  er  als  junger 
Lehrer  noch  die  ihm  bis  dahin  unbekannten  Gebiete  der  Mathe- 
matik, so  horte  er  namentlich  bei  Ideler  Üifferenzial-  und  Inte 
gralrechnung,  und  bearbeitete  privatim  andere  Gebiete  der  Mathe- 
matik und  Physik;  besonders  aber  fesselte  ihn  das  Studium  der 
alten  Griechischen  Mathematiker.    Im  Jahre  18*23  promovirte  er 
auf  Grund  einer  mathematischen  Dissertation,  in  welcher  er  ge- 
wisse Eigenschaften  der  Kegelschnitte  untersuchte.    Bald  darauf 
erhielt  er  den  Professortitel  und  unterrichtete  am  Joachinistbal- 
sehen  Gymnasium  noch  mehrere  Jahre  tbeils  in  der  Mathematik, 
theils  in  philologischen  Fächern,  bis  er  im  Jahre  1827  ausersehen 
wurde,  das  alte  Köiluische  Gymnasium,  welches  seit  Ende  des 
vorigen  Jahrhunderts  mit  dem  grauen  Kloster  als  Köllnische  Schule 
verbunden  gewesen  war,  von  neuem  selbständig  zu  organisiren, 
und  zwar  mit  einem  von  dem  der  alten  Gymnasien  abweichenden 
Lehrplan  als  Köllnisches  Real- Gymnasiu m,  durch  welches 
der  Versuch  gemacht  werden  sollte,  die  Mathematik  und  die  Natur- 
wissenschaften in  ausgedehnter  Weise  als  Bildungsstoff  für  den 
höheren  Unterricht  zu  verwerthen.  Dass  gerade  er  für  diese  Auf- 
gabe die  geeignete  Pesöulichkeit  sein  würde,  war  aus  der  Viel- 
seitigkeit seiner  Bildung  zu  vermuthen.    Wie  er  dieselbe  gelöst 
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hat,  kann  hier  nicht  erörtert  werden.  Diejenigen  werden  es  zu 
beurtbeilen  wissen,  welche  ihn  in  seiner  amtlichen  Stellung  kennen 
gelernt  haben;  das  Eine  aber  darf  wohl  hervorgehoben  werden, 
dass  aus  der  Anstalt  seit  dem  Jahre  1827  mehr  als  acht  acade- 
mische  Professoren,  die  an  deutschen  Hochschulen  unterrichten, 
hervorgegangen  sind,  eine  Thatsache,  welche,  wenn  einzeln  her* 
ausgegriffene  Erscheinungen  einen  Schluss  auf  die  gesammten 
Verhältnisse  erlauben,  gewiss  als  günstiges  Zeichen  gelten  darf. 
August  leitete  die  Anstalt  bis  zu  seinem  Tode  und  hatte  das 
lilück  sie  in  den  43  Jahren  seines  Directorats  wachsen  und  ge- 
deihen zu  sehen.  Im  Jahre  1868  wurde  unter  allgemeinster  Theil* 
nähme  sein  50jähriges  Dienstjubiläum  gefeiert.  Jedoch  bald  nach 
jenem  erhebenden  Feste  begann  ein  Leiden,  welches  schon  früher 
{gelinder  aufgetreten  war,  seine  bisher  rüstigen  Kräfte  sichtlich  zu 
verringern,  und  kaum  \\  Jahre  darauf  sollte  er  ihm  erliegen.  Am 
25.  März  1870  Abends  entschlief  er  sanft,  umgehen  von  den 
Seinigen. 

Seine  schriftstellerische  Thätigkeit  war,  abgesehen  von  poeti- 
schen Productionen,  zu  denen  ihm  eine  glückliche  Begabung  ver- 
liehen war,  tbeils  Zwecken  der  Schule  gewidmet,  theils  wissen- 
schaftlichen. Unter  den  pädagogischen  Schriften  sind  ausser 
mehreren  lateinischen  Uebungbüchern  und  einem  deutschen  Lese- 
buche zu  nennen: 

1.  Lehrbüch  der  Elementar  -  Mathematik ;  zuerst  ein  Cursus, 
später  vollständig  umgearbeitet  zu  drei  Cursus  erweitert.  Berlin 
bei  Reimer. 

2.  Vollständige  logarithmische  und  trigonometrische  Tafeln. 
Leipzig  bei  Veit.   6  Auflagen.   (Die  erste  Auflage  1846.). 

3.  Mechanische  Naturlehre;  Auszug  aus  E.  G.  Fischers 
gleichbetiteltem  Werke.    Berlin  1840  bei  Nauck. 

4.  E.  G.  Fischers  Auszug  aus  dem  Lehrbuche  der  Arith- 
metik. 2.  Auflage  neu  bearbeitet  von  E.  F.  August.  Leipzig 
bei  Hübner  1855. 

5.  E.  G.  Fischers  Lehrbuch  der  Ebenen -Geometrie  für 
Schulen,  bearbeitet  von  E.  F.  August.   Leipzig  1853. 

6.  Professor  Emil  Fischers  Sammlung  von  Uebungsbei- 
spielen  u.  s.  w.;  neu  bearbeitet  von  E.  F.  August.    Berlin  1869, 

Unter  seinen  wissenschaftlichen  Werken  ist  zu  nennen: 

Euclidis  Elfementa.     Berol.  1826  —  29.    Trautwein;  seine 
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Mitarbeiterschaft  an  dem  „Handwörterbuch  der  Chemie  und  Physik/4 
Berlin  1842-50  bei  Sinnen. 


Dazu  kommt  eine  Anzahl  mathematischer  und  physikalischer 
Abhandlungen;  von  deoen  folgende  in  chronologischer  Reihenfolge 
erwähnt  werden  mögen: 

1.  „Reductionsformel  für  das  Quecksilberthermometer  bei  hoben 
Wärmegraden."    (Ann.  der  Phys.  Bd.  89.    Berlin  1828.). 

2.  „Ueber  die  Berechnung  der  Expansivkraft  des  Wasser- 
dunstes".  (Ibid.). 

3.  „Ueber  einige  isochrone  Schwingungen  elastischer  Federn." 
(Programm  des  Köllnischen  Real -Gymnasiums  von  1829.). 

4.  „Zur  Kenntuiss  der  geometrischeo  Methode  der  Alten." 
(Insbesondere  in  Beziehung  auf  die  Piatonische  Stelle  im  Meno 
22d.).   (Programm  von  1829.). 

5.  „Fortschritte  der  Hygrometrie."    Berlin  1830. 

6.  „Psychronietertafeln." 

(Beide  Schriften  beziehen  sich  auf  das  vom  Verfasser  er- 
fundene  „Psychrometer".). 

7.  „Ueber  die  Ausmessung  der  Trapezoidalkörper  und  Körper- 
stumpfe/*   (Programm  von  1849.). 

8.  „Elementar-stereometrischer  Beweis  für  die  Anwendung  der 
allgemeinen  Kuhaturformel  für  Körperstumpfe  auf  solche  Körper, 
die  durch  Rotation  eines  Kegelschnitts  um  eine  Hauptaxe  ent- 
stehen."  (Crelle  Bd.  XLV.). 

9.  „Construction  regelmässiger  Körper  nach  einer  für  alle 
ubereinstimmenden  Methode.'*  Berlin  1854.  (Arne  lang 'sehe 
Buchhandlung.   R.  Gärtner.). 

Ausserdem  hat  er  noch  eine  Reihe  von  Apparaten  ersonnen, 
so  z.  B.  einen  Heliostaten;  eine  Sonnenuhr,  welche  sich 
durch  einen  Magneten  einstellt,  einen  Skiost aten,  d.  h.  eine 
Sonnenuhr,  die  ohne  Alagnetuadel  und  ohne  Kenntuiss  des  Meri- 
dians aufgestellt  werden  kann,  und  in  den  letzten  Jahren  ein 
Spiral-Hygroscop,  welches  durch  die  Einfachheit  seiner  Con- 
»iruetion  und  seines  Gebrauchs  schnell  eine  ziemlich  grosse  Ver- 
breitung gefunden  bat. 

Wissenschaftlich  anregend  wirkte  er  auch  durch  die  Vor- 
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lesangen  über  Experimentalphysik,  die  er  während  einer  Reihe 
von  Jahren  im  Hörsaale  des  Kollnischen  Real -Gymnasiums  für 
Gebildete  veranstaltete.  Seine  thätige  Beteiligung  an  wissen* 
schaftlichen  Bestrebungen  aller  Art,  seine  Mitgliedschaft  in  ge- 
lehrten Gesellschalten  und  Vereinen  kann  nur  kurz  erwähnt  wer- 
den. Die  Liebe  zur  Wissenschaft  beseelte  ihn  stets  mit  gleicher 
Frische,  und  begeistert  wusste  er  sie  zu  lehren.  Aber  auch  auf 
andere  Gebiete  wandte  sich  seine  Arbeit;  an  allen  Bewegungen 
des  öffentlichen  Lebens,  namentlich  des  politischen  und  kirch- 
lichen, betheiligte  sich  lebhaft  und  nicht  erfolglos  sein  rastloser 
Geist.  Jedes  edle  menschliche  Streben  fesselte  ihn,  und  harmo- 
nisch vereinigten  sich  die  verschiedenen  Richtungen  seines  gei- 
stigen Wirkens  zu  dem  Bilde  einer  heiteren,  reich  begabten,  an- 
ziehenden und  anregenden  Persönlichkeit.  Mit  freudigem  Stolze 
auf  dieses  reiche,  gesegnete  Leben  und  Wirken  des  Vaters  zu 
blicken  sei  dem  Sohne  vergönnt. 

Berlin,  den  1.  Mai  1870. 

■ 

F.  August. 


Geschichte  und  Literatur  der  Mathematik 

und  Physik. 

Almanach  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissen- 
schaften in  Wien.   Neunzehnter  J  ahrgang.   1869.  Vergl 
Literar.  Ber.  Nr.  CLXXXXYlll.   S.  4. 

Auch  dieser  Jahrgang  des  Almanarhs  liefert  wieder  ein  höchst 
erfreuliches  Bild  von  der  so  erfolgreichen  und  ausgebreiteten  Thatig- 
keit  der  kaiserlichen  Akademie  der  Wissenschaften,  und  ist  in  seiner 
Einrichtung  von  seinen  Vorgängern  nicht  uesciillich  verschieden. 
—  Besonders  jedoch  enthalt  dieser  Jahrgang  auf  8.  Ü9— S.  155. 
die  ausführliche  Mittheilimg  der  shninitlichen  höchst  interesMauten 
Verhandlungen,  welche  über  die  von  14  Mitgliedern  gestellte 
Frage,  ob  för  das  künffiue  Bestehen  der  Akademie  vnrtheiinafte 
Veränderungen  in  der  Organisation  des  Instituts  herbeizuführen 
wären,  in  der  Akademie  Statt  gefunden  haben.  Die  Antragsteller 
waren  die  Herren:  Arneth,  Fiedler,  Meiller,  Bergmann, 
E.  Freiherr  v  Sacken,  Kner,  Ami  Boue,  W.  Hnidinger, 
Hyrtl,  Reuss,  Petzval,  Hauer,  Hörnes,  Ed.  Suess.  — 
Zur  Berichterstattung  waren  ernannt  die  Herren  Arneth,  Mi- 
klosich,  Münch- Bei linghause n,  Sacken,  Vahlen  aus  der 
philosophisch  -  historischen   Klasse,   und  die  Herren  Brücke, 
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Wir  terfehleo  Dicht,  inaere  LcMr  daraaf  aafmeffcsam  zu 
mas-hmn,  da*a  Herr  Principe  B.  Boncompazai  sei*  ia  dem 
Bolle  Mino  d»  Bihliografia  e  diStoriadeliescienze  na- 
t*m*tiche  •  fi»icbe  (aU  eine  Kecen»ion  de«  bekannten  grossen 
Werke»  *nn  L'#  A.  VaUüiij  vei  öffentlich  tes  Leben  Cauchy's 
ab»  «in«  besondere  Schrift  unter  dem  folgenden  Titel  bat  er- 
»eh«i««n  ht»»er*: 

Jntorno  ad  un'  opera  del  Sig.  C  A.  Valson  intito- 
Jato  La  Vie  et  le*  Trovaux  du  Baron  Cauchy,  recen- 
sinn«  di  B.  Bonc o  mpagni.  Roma.  Tipografia  deMe 
»clcuze  fiiatnuiaticbe  e  fisicbe.   1869.   4°.   (p.  1 — p.  10*2.). 

Diese  an  eich  wichtige  und  höchst  interessante  Schrift  ist 
namentlich  auch  allen  denen  im  höchsten  Grade  zu  empfehlen» 
weh'hen  dun  gro*»e  zweihändige  Werk  des  Herrn  C.  A.  Valson 
(Iber  du*  Leben  des  grossen  [Mathematikers  zu  umfangreich  ist. 
Wir  haben  Herrn  Hon  compagni's  schone  Schrift  mit  dem  grOs- 
»ten  Inteiesto  wiederholt  gelesen.  G. 
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Vermischte  Schriften. 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
W  i  s  8  6  n  8  c  haften  in  Wien.  Vergl.  Literarischer  Be- 
richt Nr.  CCII.   S.  8. 

Band  LIX.  Heft  IV  und  V.  v.  Littrow:  Zählung  der  nörd- 
lichen Sterne  im  Bonner  Verzeichnisse  nach  Grössen.  S.  569.  — 
Schlesinger:  Darstellung  der  räumlichen  Cullinear  Projectiooen 
in  orthogonalen  Allbildungen.  Ein  Beitrag  zur  Gestaltung  der  ' 
darstellenden  Geometrie  im  Sinne  der  neueren  Geometrie.  (Mit 
1  Tafel.)-  S.  636.  —  v.  Tschudi:  Berichte  über  die  Erdbeben 
und  Meeresbewegungen  an  der  Westküste  Süd- Amerikas  am 
13.  August  1868.  S.  663.  —  v.  Hai  ding  er:  Der  Meteorit  von 
Goalpara  in  Assam  nebst  Bemerkungen  über  die  Notation  der 
Meteoriten  in  ihrem  Zuge.  (Mit  2  Tafeln  und  2  Holzschnitten.). 
S.  665.  —  Boltzmann:  Ucber  die  Festigkeit  zweier  mit  Druck 
übereinander  gesteckter  cylindrischer  Ruhren.  S.  679.  —  Haag: 
Ein  merkwürdiger  Sonnenfleck.  (Mit  1  Tafel.).  S.  691.  —  Stefan: 
Ueber  die  Grundformeln  der  Elektrodynamik.  (Mit  7  Holzschnit- 
ten.). S.  693.  —  v.  Waltenhofen:  Ueber  die  Grenzen  der  Mag- 
netisirbarkeit  des  Eisens  und  des  Stahles.  S.  770.  —  Oppolzer: 
Berichte  der  zur  Beobachtung  der  totalen  Sonnenlinsterniss  des 
Jahres  1868  nach  Aden  unternommenen  österreichischen  Expedi- 
tion. VI.  Bericht.  Geographische  Coordinaten  von  Aden  (Leucht- 
thurm.).   S.  889. 

Band  LX.  Heft  I.  Boltzmann:  Ueber  die  elektrodyna- 
mische Wechselwirkung  der  Theile  eines  elektrischen  Stromes 
von  veränderlicher  Gestalt.  (Mit  1  Tafel.).  S.  69.  —  Kiechl: 
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